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FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE SPHERIQUE

(voir page 65);
Par M. VANNSON.

Tutorime. Etant donnés un triangle sphérique ABC
et un point O sur la surface d’une sphére, si de ce point
comme péle on décrit une circonférence de grand cercle,
qu’on joigne le point O, pris pour origine des coordon-
nées, au sommet A par un arc qu'on prolongera jusqu’a
sa rencontre en A’ avec la circonférence, si ensuite on
joint A' avec le centre sphérique des deux autres som-
mets et qu'on répéte la méme opération trois fois en
changeant de sommets, les trois circonférences ainsi
obtenues auront un point commun.

On peut généraliser le théoréme en I'appliquant a un
systéme de (n + 1) points, comme nous allons le faire
voir.

Soient x’, y' les tangentes des coordonnées du point A,
I'équation de I'arc OA sera

’
Y
Yy = ;I x5
toute circonférence passant par le point A’ aura pour coef-
!
ficient de x, ’£—, Donc la circonférence qui joint le point
A’ au centre sphérique des n autres points scra repré-
sentée par I'équation

1
2 —-Yozi-;(x—xu);

mais on a trouvé dans le probléme précédent

) —_ J 7 —_ /
Y"___Y____—_(n+l) z, Xuzx————-———(”+l) z,

n n
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valeurs qui étant portées dans I'équation précédente don-
nent

y———=5 —

n x

Y (n41) <x_X’(n+l)).

On voit donc que cette circonférence et toutes les ana-
logues pour les autres points passent par un point com-
mun ayant pour tangente de ses coordonnées

Y (rn+1) X (n+41)
y=———y r= ">
n n
d’ont
r_Y

ro X

Ce point se trouve donc sur la circonférence qui passe
par le point O ctle centre sphérique C des moyennes dis-
tances du systéme. On voil aussi que ce point partage
I'arc OC suivant le rapport sphérique de n 1 & —1.

Le théoréme analogue sur un plan se démontre par un
calcul identique et peut s’énoncer ainsi :

Etant donné un systéme de (n + 1) points et un autre
point O, si Uon joint chaque point du systéme au point
O, et si l'on méne a chacune des droites ainsi obtenues
une paralléle par le centre des moyennes distances des
autres points, toutes les paralléles se couperont en un
méme point qui sera situé sur la droite menée du point O
au centre des moyennes distances de tout le systéme et
qui partagera celte droite dans le rapport den +1 a
—1, cest-a-dire qu'tl sera sur le prolongement au dela
du centre et que ses distances a Cet a O seront comme 1
estan—+1.

Dans le cas particulier d'un triangle, les paralléles
sont menées par les milieux des cotés, et le théoréme se
démontre trés-simplement par la géométrie. Le méme
théoréme s’applique aussi & un systéme de points dans
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Pespace et se démontre de la méme maniére que sur la
sphére.

Si les points du systéme sc déplacent sans que lear
centre de moyennes distances change de position , le point
de rencontre des lignes paralléles sur un plan ou des arcs
de grands cercles sur la sphére ne changera pas. De 1a ré.
sulte une propriété des polygones réguliers inscrits dans
un cercle de centre fixe et de rayon variable. Elle aurait
lieu également pour un polyédre régulier inscrit dans une
sphére avec les mémes conditions.

Prosime. Etant donné un triangle ABC, si d’un
point que nous supposerons sur le cété CB a une dis-
tance o. du point C on méne un arc sécant qui rencontre
ABenC’'et ACen B', gu'on joigneB, B’ et C, C', on
demande le licu du point de rencontre de ces arcs.

Prenons C pour origine , CB et CA pour axes, et dési-
gnons CB par &', CA par €' et la variable CB' par 6.

Cela posé, I'équation de I'arc DB’ sera

R

xr
-+ ; — 1,
celle de 'arc AB sera

=1

y =z
6"+o:’

Leur intersection aura pour équations

__GG'(oz——zx') _aa’(ﬁ’—@)
T —d6 . TT e —ae

L’arc CC’ aura donc pour équation

y__ 68 (a—a')

x wd (6 —8)’
pour 'arc AB, ¢est
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Eliminant 6 entre ces équations, on trouvera
ae'y + 6 (20 — o' ) x = ac’6';

c’est donc un grand cercle qui passe au sommet C du
triangle et qui coupe CB en un point (E) pour lequel

aa’
P e
20 — &
On tire de cette relation
(e2— &)z =a(d —x),
et, remplacant ces lettres par des tangentes, on trouve
sinCD > sinEB — sin BD .sin CE.

Ce qui prouve que les quatre points C, E, B, D sout har-

moniques, et, par suite, que le lieu demandé est le qua-

triéme arc d'un faisceau harmonique dont les trois autres

sont AC, AB, AD, I'arc cherché étant conjugué de AD.
Cas particuliers. Si nous supposons

o = tang go° =,
nous aurons

o
xr = —
2

ou

tang CE = ; tang CB.

Si nous supposons en méme temps

C=go’,
nous aurons aussi

tang CO = i tang0C/,

O étant un point du licu et C' la rencontre de 'arc CO
avec AB.
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De la résulte d’abord un moyen graphique de résoudre
cette question : Etant donné un certain nombre d’arcs
«, ', 2", trouver pour chacun d’eux un arc x tel, qu'on
ait

1
tangz = -2- tang o,

On peut en déduire aussi cette conséquence : Etant donnés
un point C et une circonférence de grand cercle AB, si
du point on méne un arc CC’ coupant la circonférence
donnée en C', si I'on prend sur cet arc un point O tel,
qu’on ait

tangCO = %tang cc,

le lieu du point O sera une circonférence de grand cercle
perpendiculaire a 'arc qui projette le point C sur la cir-
conférence donnée. Si, au lieu de mener I’arc OC’ sécant
a une circonférence, on le méne sécant a une courbe quel-
conque, le lieu du point O obtenu de méme sera une
autre courbe de méme degré que la premiére et a laquelle
il sera facile de mener une tangente en un point donné,
ayant une fois tracé la tangente au point homologue de
la courbe donnée. Il suffira, d'aprés ce qui précéde, de
projeter le point C sur cette tangente par un arc perpen-
diculaire CP, de prendre a partir de P sur I'arc tangent
une distance PM de go degrés, et de joindre le point P
au point C' de la seconde courbe.

Si le point D par lequel on méne les arcs sécants au
triangle ACB était pris 4 go degrés du milieu de la base
CB, le licu des intersections des diagonales du quadrila-

téere CBB’ C’ serait Varc qui joint le sommet A au milieu
de la base.

Tatorime. Etant donné un point O & go degrés du
sommet d’un angle A, si de ce point O on méne deux
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arcs sécants Omn, Om'n’, les tangentes des quatre seg-
ments & partir de A surles cotés sont en proportion.

Ce qui peut servir a résoudre graphiquement les deux
questions : 1° construire une tangente quatriéme propor-
tionnelle a trois autres ; 2° mener par un point O un arc
qui détermine sur les cotés deux segments dont les tan-
gentes soient dans un rapport donné.

ProsLimE, Connaissant les coordonnées géographi-
ques de deux points, trouver les coordonnées du milieu
de larc qui les joint.

Fie. 1

P

/
i
L

0 ‘\L})—Lﬁ/

Soient x’, x” les deux longitudes, y’ et y” les lati-
tudes, Ile milieu de I'arc A’, A” ; appliquant Ie principe
des sinus proportionnels aux deux triangles PA'I, PA”1
dont les angles en P ont pour mesure X — x’ et " — X,
nous aurons

cos v’ sinA’l
sinl . sin (X — 2’}

cosy”  sinA”I
sinl ~ sin(z"— X)’

divisant mcmbre a membre, on trouve

cos y”sin(z” —X) = cos y'.sin(X —2),
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d'oul'on tire
sinz’ cos y' 4 sinz” cos y”
cosz cos y’ + cosz’ cos y”

tang X =

I3

Si nous supposons les deux points & égale distance de I'o-
rigine, nous aurons

cosz’ cos y’ = cosx” cos y”,
ct en divisant le premier terme du numérateur par
cosx’ cosy’ et le deuxiéme par cosa” cosy”, nous aurons

tangz’ + tangx”
tangX = —>——— 2

ou plus simplement

ces trois lettres représentant des tangentes. Nous aurons
de mé¢me
Y 4+ Y
= —
2

Y

ces trois lettres représentant, non plus les tangentes des
latitudes , mais des ordonnées prises sur 'axe des y. On
voit par la que le point que nous avions appelé centre des
moyennes distances de deux points n’est autre chose que
le milieu de I'arc qui les joint, mais seulement quand ces
deux points sont équidistants de I'origine.

Corollaire I. Si un triangle est inscrit dans un cercle
ayant son pole a Torigine et qu'on trace les trois mé-
dianes , on trouvera, pour déterminer leur point de ren-
contre , les équations

xl X/l -+ XI” " ” W
X:————-——+ 3 ’ Y:J——————+’g+3 ’

expressions déja trouvées et qui déterminent le centre
sphérique des moyennes distances pour les trois sommets.
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Ainsi le centre sphérique des moyennes distances des trois
sommets d'un triangle n’est autre chose que la rencontre
des trois médianes , mais seulement quand les trois som-
mets sont équidistants de 'origine.

Corollaire I1. Si un quadrilatére est inscrit dans un
cercle, les arcs qui joignent les milieux des cotés opposés
et celui qui joint les milieux des diagonales concourent
au méme point, et si 'on prend le péle du cercle comme
origine, les coordonnées du point de rencontre seront
données par les formules

sz sy
x=7 Y=
ProsLime. Etant données les coordonnées geogra-
. . ! ! "Nt ;] .
phiques de deux points (x'y's x"y"), si Uon partage
Uarc qui les joint en deux segments dont les sinus sont
comme m est & n, on trouvera pour la longitude du
point de division, en opérant comme dans le probléme
précédent
n sinz’ cos y' 4+ msinx” cos y”

n cosx’ cos y' 4+ m cosz” cos y”

Si les deux points sont équidistants de I'origine, il
vient
nx' 4+ mz”
X = mx
m—+n
de méme
nY 4+ mY”
y=rt+mt’
m+n

’

ainsi 'arc est partagé suivant le rapport sphérique de
m an.

Si I'on circonscrit un cercle & un triangle et qu'on
prennc le pole de ce cercle pour origine, on reconnai-
tra facilement, d’aprés ce qui précéde, que les coor-
données du point ont les bissectrices se rencontrent sont
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données par les formules
X 2’ sina + z” sinb + x" sinc
- sina -+ sinb —+ sinc

Y ¥y’ sina + y” sinb < y"” sinc
- sina + sinb —+ sinc
Corollaire. Les résultats précédents donnent le moyen
de construire un arc X sachant qu'on a

m tangz’ + n tang.xr”
m-—n

tangX =

Nous supposons que m et n sont des sinus.
Soient pris, sur I'axe OX, OA'=x',0A" = z’, de O

comme péle décrivons un cercle m’ m”, prenons m"K égal

Fic. 2.

a l'arc dont le sinus est m et KH égal a l'arc dont le

sinus est n, joignez m' et H; a partir de L, milieu de
- T .. . .

M'H, prenez LG = --; joignez G 4 K par un arc qu'on

2
prolongera jusqu’en I; on aura évidemment

sinm”l__m
sinm'l ~ n
Si donc on projette I sur OX par I'arc IP, on aura
m tangx’ + ntang z”
m—+-n

tang OP =
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1 . “ . . .
Si I'on avait m = n, Vexpression a construire serait

tangr’ + tangz”
—————————————————
k)

tang X =

il suffirait de projeter le point milieu de m’ m” sur OX.
On construirait d’'une maniére analogue un arc X donné
par 'équation
tang s’ + tang z” —+ tangx”’.

3

La suite prochaincment.

tangX =



