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FORMULES FONDAMENTALES DE L’ANALYSE SPHERIQUE;
Par M. VANNSON.

Nous nous sommes proposé , dans cet article et quel-
ques-uns qui suivront, d’établir les formules fondamen-
tales de I'analyse sphérique. Les personnes qui voudront
étudier d'une maniére plus compléte cette branche d’a-
nalyse devront lire un trés-bon ouvrage de M. Borgnet
intitulé : E'ssais d’analyse sphérique (*). Toutefois notre
marche différe de celle de M. Borgnet en ce qu’au lieu
d’eniployer la méthode des projections nous nous ser-
vons du calcul, en prenant pour point de départ les
formules les plus usuelles de trigonométrie sphérique.

(*) Voir Nouvelles Annales,¢. V1, p. 474; t. VII, p. 147 et 174, Tm.
Ann, de Mathémat., t. XVII. (Février 1858.) 5
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Nous insisterons sur un cas qui se présente fréquem-
ment dans la discussion des courbes, cas dans lequel les
formules générales données par M. Borgnet ne peuvent
s’appliquer.
Soient deux axes obliques se coupant au point O sous
un angle 6; prenons a partir du point O deux distances

Fic. 1.
B

o P

OA, OB, égales 2 un quadrant. Pour déterminer la po-
sition d’un point quelconque M sur la sphére, il nous
suffira de le joindre aux points A et B par deux arcs de
grands cercles qui couperont les axes en deux points P et
Q, et de nous donner les segments OP et OQ que nous
appellerons les coordonnées obliques du point M; les
points P et Q sont les projections du point M, et les
points A et B se nomment centres de projections. Dési-
gnons les segments OP, OQ par x et y; par « 'angle que
fait I'arc OM avec I'axe des x, et proposons-nous de cal-
culer en fonction de x, y et@les principaux ligneset angles
de cette figure. La résolution du triangle AQO, dans le-
quel on connait deux cotés et I'angle compris, donne

tangA = ssin 8 tang y ;
on a de méme
tangB = sin 6 tangz,
d’on
tangA _ tangy
(1) fang B langs’
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S$i dans le triangle OMA on prend la valeur de tang OM,

on trouve

tangA
tangOM = sne
-on a par analogie
tang B
tangOM = (6 —a) ’
d’ou
tangA sina

tangB _ sin (0 —a)
et, par suite,
tangy  sina
(2) tangz ~ sin (§ — «)

Si dans cette formule « est constant, y et x variables.,
clle donne I'équation d’un grand cercle passant par 1'o-
rigine et faisant un angle connu avec I’axe des x; si l'on
convient de représenter pour plus de simplicité les deux
tangentes par Y et X, on aura pour équation du cercle
oM

Y = aX.

On peut écrire ainsi la formule (1)

Y cotMAB (tang MBA)

X~ cotMBA ~ \tang MAB

Si l'on regarde le deuxiéme membre comme constant ,
on a ainsi I’équation d’un grand cercle mené par I'origine.
De la résulte ce théoréme :

Le lieu des sommets des triangles sphériques ayant
une base commune (AB) et dans lesquels les tangantes
des angles a la base sont dans un rapport donné est une
circonférence de grand cercle passant par le péle de la
base.

5.
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Les triangles supplémentaires donnent un théoréme
inverse :

8 des triangles ont un angle commun et que les tan-
gentes des c6tés qui le comprennent soient en rapport
constant, le troisieine coté passera par un point fixe
situé a 9o degrés du sommet de ’angle commun.

Ce dernier théoréme sert a trouver graphiquement une
tangenle qui soit quatriéme proportionnelle a trois tan-
gentes d’arcs donnés.

Le triangle BOP donne

’
tang BPA = tang »
cosx
de méme
__tangh
tang BQA = vyl
ainsi

cosy _ tang P
cosz  tangQ

Si le deuxiéme membre est constant, cette équation
donnera le lieu du point M. II serait facile d’y recon-
naitre une ellipse sphérique ayant son centre au point O.

Pour fixer la position d’un point sur la sphére, on le
rapporte le plus ordinairement 4 deux axes rectangu-
laires. Ainsi en géographie on prend pour axes ’équa-
teur et le premier méridien, et le point se détermine par
sa latitude et sa longitude ; mais on peut aussi, au lieu de
I’arc de latitude, prendre pour ordonnée la projection
de cet arc sur le premier méridien. Ce second mode de
détermination a 'avantage de donner des formules symé-
triques par rapport & x et & y, et plus faciles & comparer
avec leurs analogues sur le plan. Pour distinguer I'un de
Pautre ces deux systémes de coordonnées, nous appelle-
rons les premiéres coordonnées géographigues, et les se-



(69)
condes coordonnées géométrigues ; 1a formule pour passer
d’un systéme a I'autre se trouve aisément par la résolution
d’un triangle rectangle; et si 'on appelle y la latitude et
Y sa projection sur le premier méridien ou axe des Y, on
trouve
tangy = tangY cosx,

x étant la longitude du point.
Il y a un cas particulier ou les coordonnées géomé-
triques ne détermineraient pas le point. C’est quand

T , . .
x=_ alors Y égale aussi . et les deux arcs perpendi-

culaires aux axes qui donnent en général la position du
point par leur rencontre se confondent dans ce cas par-
ticulier. Il faut donc se donner la latitude du point pour
fixer sa position.

Prosrime. Connaissant les coordonnées d’un point
rapporté a des axes obliques, trouver sa distance a U'o-
rigine.

On a déja trouvé (p. 67)
tang A

tangOM = Sina

’

or
tang A = sin0 tangy.

D’ailleurs I'équation trouvée plus haut

tangy sina

tangz ~ sin(9 — )
donne

in®
tanga = tangy sin ’
tangx - tang y cosé
d’ou
. tang y sin 9
sina = BY

\/tang’y + tang®x -+ 2tangy tangx cos
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Substituant ces valeurs dans 'expression de tang OM,
ona

tang? OM = tang’y —+ tang’ x + 2tangy tangx cosé
ou, plus simplement,

Y? 4+ X?+2XY cosf =1r?,

X, Y, r représentant des tangentes; si r est constant, Y et
X variables, on aura I’équation d’un petit cercle ayant
son pole a I'origine et rapporté a des axes obliques; si

6 = go°,
on aura
Y! + X? — ’.t’

comme sur un plan.

Prosrime. Trouver l'équation d’un grand cercle quu
coupe les axes a des distances connues de l’origine («
et B).

Soient A et B les traces du cercle donné, prenons un
point M sur ce cercle; soient P et P’ les centres de pro-
Jections, N la projection de M sur 'axe des y, N’ sur I’axe

des x. Le triangle AOB coupé par I'arc transversal pro-
jetant NMP donnera (¥)

sin(B—3y) 1 sinMB _

I,

sin y cosa sinMA —
de méme
sin(e —x) 1 sinMA
" sinr  cos6 sinMB
™ OA=vo, ON' =z,
OB =3, ON =,

f—ry=BN, o« —azx=AN.

T'cquation exprime le theoréme de Ptolemee sur la transversale.  Tw
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Si nous multiplions ces équations membre & membre,
nous trouvons, en simplifiant,

tangy  tangzr
tang €  tanga

bl

ou

=1,

-+

o~ +4

X
a

les lettres X, Y, a, b représentant des tangentes. La for-
mule est démontrée pour des axes quelconques. On peut
aussi I'écrire sous cette forme

y—Azx+b,

A représentant, si les axes sont rectangulaires, la cotan-
gente en signe contraire de 'angle formé par 1'axe des x
avec un arc qui projetterait I'origine sur la circonférence
donnée. L’équation de cet arc projetant serait donc

I
Y=g

si Pon cherche l'intersection de deux arcs, puis la dis-
tance de l'origine au point de rencontre , on trouvera, en
appelant D la tangente de cette distance,

D=k .

—\/I—I—A’

D’oui 'on voit que I'équation d'une circonférence de grand
cercle éloignée de 'origine d’un arc D sera

y=Az=D i+ A

Si A varie, D restant le méme, ce sera I’équation d’une
tangente quelconque 4 un cercle dont le centre est a I'o-
rigine, D représentant la tangente de la distance polaire
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ct A la cotangente en signe contraire de I'angle formé
par I'axe des x et I'arc qui va du péle au point de con-
tact. Si 'on considére alternativement les deux signes,
on aura les équations de deux tangentes menées aux
extrémités du méme diameétre; enfin sil'on cherche leur
point de rencontre, on trouve x = o , ce yui fait voir
que le point de rencontre est 4 go degrés de I'origine.

Pour achever de connaitre ce point, il faut donc avoir
la tangente de sa latitude: on trouve aisément qu’elle
est égale & A.

Remarque. Connaissant les coordonnées du péle d'un
grand cercle, on peut en déduire la valeur de a et b.
x'y y' désignant lcs tangentes des coordonnées du pole, on
a évidemment

I I
a = — — l) =
x Y
ce qui permet de représenter une circonférence de grand
cercle par I'équation

yy +zxa' —1=o.
(BowraneT. )

L’équation d’une circonférence de grand cercle passant
par un point donné sera évidemment

y =y =A(r—2x)

Cette équation ne s'applique pas au cas ou le point donné
serait i go degrés de V'origine, alors

et il faut se servir de la latitude du point M que j'appel-
lerai /. Pour cela, considérons le triangle POP’ formé
par les deux centres de projection et Porigine. Il est coupé
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par I’arc donné au point M (MP est égal 4 /), et on a par

FiG. 2.
¥
M
P
0
le théoréme des transversales
sin/ sina cos8
TN T e T =
sin (8 — 1) cosx  sin €
ou
tang6 sin/
tanga  sin (0 — /)

L’équation demandée scra donc

y=Ax+b,

A représentant g ou simplement tang / si les axes

sin /
in(0—1)
sont rectangulaires. Si donc plusieurs circonférences ont
un point commun situé a go degrés de I'origine, le cocffi-
cient de x sera le méme dans leurs équations et ce coeffi-
cient sera la tangente de la latitude du point commun,
les axes étant rectangulaires. Ce systéme de circonférences
sera donc I’analogue d'un systéme de droites paralléles sur
un plan.

L’équation d’une circonférence de grand cercle passant
par deux points sera en général
r=y _r" =y

z—zx' =2
Si le deuxiéme point est & go degrés, I'équation sera

y—y =A(x—2'),
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A désignant la tangente de la latitude du deuxiéme point
si les axes sont rectangulaires, et, dans le cas général,
sin/
sin (6 — iy
Nous allons faire I'application des formules précédentes
a quelques problémes et théorémes.

Définition. Eiant donnés deux points A et B sur une
sphére, si 'on prend sur J'arc qui les joint un troisi¢me
point O déterminé par I'équation

X—x m
=
" —X n

X, x/, x" étant les tangentes des abscisses des trois points,
ce troisiéme point, quand le rayon de la sphére devient
infini, partage évidemment la ligne AB dans le rapport
de m a n. Cela posé, nous dirons, pour abréger quel-
ques énoncés, que ce point O partage 'arc AB suivant le
rapport sphérique de m & n. On tire de 'équation
mz” -+ nx’
=

On voit aisément que la méme relation existe pour les or-
données, en sorte que
my” - ny’

man

Y=

Tutorkme. St ’on divise les trois cotés ¢, b, a d'un
triangle sphérique, le premier suivant le rapport sphé-
rique de m & n, le deuxiéme suivant le rapport de p am,
le troisiéme suivant le rapport de n a p; si l’on joint en-
suite chaque point de division au sommet opposé, les
trots arcs ainsi obtenus concourent au méme point.

Le calcul se fait identiquement comme sur un plan. 11
suffit d’écrire les équations des trois arcs ramenées a la
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forme
Az+By+ C=o.

En ajoutant leurs premiers membres, on trouve identi-
quement zéro , ce qui prouve que les trois circonférences
ont un point commun.
On trouve, pour les coordonnées du point de ren-
contre,,
mx' 4+ nz” + px" , Y— my’ + ny” +p]”’.
m—+nr+p m--n—+p

X =

Les mémes formules s’appliquent sur un plan; si, par
exemple, on méne dans un triangle les trois bissectrices,
on voit que les trois nombres m, n, p seront alors les
trois cbtés @, b, ¢; on aura donc pour les coordonnées
du centre du cercle inscrit a un triangle rectiligne

X _ axl + b._v!/ + cxlll Y '_— ayl + by// + c.ylll-
T a+b+c - a+b+c

S'il s’agissait du centre d’un des trois cercles exinscrits,
il suffirait de changer le signe du c¢6té qu’on n’aurait pas
prolongé.

Si dans la formule relative a la division d'un arc sui-
vant le rapport sphérique de m a n, on suppose m =n,
on trouve

/ 1" r "
= 'f_":_‘” , = Z;:_L ,

X

et dans le probléme suivant si nous faisons
m=—n :p’
on trouve

’ 4 " /! v "
x=2FtT *+7 g =f_+f§:_f_.

3

Nous appellerons par analogie le point ainsi obtenw
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centre sphérique des moyennes distances pour deux ou
trois points. En général, nous appellerons centre sphé-
rique des moyennes distances d'un systéme de  points,
le point déterminé par les deux équations

100 N 1)
n n

Tntorime. Etant donné un systéme de points surla
sphére, si l’on joint le centre sphérique des deux pre-
miers au troisiéme, qu'on divise l’arc obtenu dans le
rapport sphérique de 1 & 2, qu’on joigne le point trouvé
au quatriéme des points, puis qu’on divise l’arc de jonc-
tion dans le rapport sphérique de 1 a 3, et ainst de suite,
on trouvera aisément pour fixer la position du dernier
point les équations

™M
B

o]

l
™
<

X =

Ce pownt est donc le centre sphérique du systeme de
points; ce centre reste donc le méme dans quelque ordre
qu’on prenne les points.

Si I'on détermine d’abord le centre sphérique des
moyennes distances de m points, puis le centre des 2 —m
qui restent, qu’on joigne ces deux points par un arc de
grand cercle, enfin qu’on partage cet arc suivant le rap-
port sphérique de m a (n — m) , le point de division sera
encore le centre sphérique des moyennes distances des n
points donnés.

Tutoreme. Etant donné un systéeme de n + 1 points,
si U’on joint l'un quelconque d’eux au centre sphérique
des moyennes distances de tous les autres , on obtiendra
ainsin 1 arcs de grands cercles qui passeront par un
point commaun.

Cela résulte comme conséquence du théoréme précé-
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dent. On peut aussi le démontrer directement par un cal-
cul trés-simple. Soit X, la tangente de I’abscisse du centre
de tout le systéme et X, pour celui de n points, on aura

3(@)—2 X' (n+1)—=x
X, = = ,
n n

de méme
Y(r41)—y
Y°= i s &

n

L’équation du cercle passant par le centre de n points et
par le (n 4 1)*" sera donc

ry—=y _Y—x

= ’
z—x X, —z

cercle qui passe évidemment par le point dont les coor-
donndes sont Y/ et X', Cc. Q. F. D.

La suite prochainement.



