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DETERMINATION DU SOMMET ET DES AXES PRINCIPAUX
D’UN PARABOLOIDE ;
Par M. HOUSEL,

Professeur.

Nous conserverons les notations et les relations don-
nées par M. Mention (Nouvelles Annales, 1. XVI,
p- 209).

1. E'qualion générale :

Ar’+Ay’+ A"z +2Byz+ 2B 2z 4+ 2B"xy
+2Cr+2Cy +2C0"z4+E=o0

(1)

(axes quelconques).

2. Equatz'ons d’un diamétre du paraboloide. Soient
x', y', 2" les coordonnées d’un point; les équations du
diamétre passant par ce point sont

e —x  y—y 2

A. ‘J A ”

3. Equaubns du plan polaire du point dont les coor-
donnés sont x',y', 2" :
z(Ax +B"y'+ B’z + C)
+y (B2 + A"y +B2 +C)
+z(B"2 4By + A" 4 (")
+Cx' +Cy +C"2Z+E=o.

A. Equations de l'axe principal diamétre. En éeri-
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vant que le diamétre est perpendiculaire au plan polaire,
ce diamétre devient I’axe principal intérieur. Or, d’apreés
les velations connues, on a, pour établir cette perpendi-
cularité, les équations

( Aa:'+B”y’-!—B'z'+C__B”.t'+A’y'+Bz’-FC'

1 - b
' _B’Z’+By,+A”ZI+C”
- ll” ’

(2)

dans lesquelles
‘ h =k ~+ K cosxy 4 k”cosxz,
(3) ? N =1k + k cosyx + k" cosyx,

A" = k"4 k coscx + k' coszy.

Les équations (2) sont celles de I'axe principal si &/,
', 2’ représentent des coordonnées courantes.

5. Transformation de Uéquation du paraboloide.
Quand I'équation générale (1) représente une surface qui
n’a pas de centre unique, clle prend une forme particu-
liére sur laquelle seront fondés tous les calculs suivants.

On a les relations

Ak+B'K +B# =o,
NK 4+ BF +B k=o,
A"1 +B'k + BN = o,
(t. XVI, p. 211).
(On sait que le déterminant m = o.)
A Taide de ces relations, éliminant A, A’, A" dans
I'équation (1), on trouve

BI/ B/
i (Ke = W)+

(k" x — k3z)?

-+ G (A'z2— k' y) —2Cxr — 20y —2C"z— E==o0.
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Ce calcul est en défaut si 'on a A = o. Alors I'équation
précédente montre que I'on doit avoir en méme temps
B’"=o0etB' =o.

Les relations que nous avons écrites se réduisent a

Alk/_i_BkI/:o, Allk//+Bkl=o’
et 'équation (1) devient

—k’ik” (Mz2—k'y)+2Cx+2Cy +2C"z+E=o.

Ax?

Si de plus A’ = o, I'équation précédente ne peut sub-
sister qu’en supposant B = o. Mais la seconde des rela-
tions indiquées donne pour cette limite

B4”
T A
et la troisi¢éme donne
A" =o;

on a donc
A+ A y*+ 2Cx +2Cy +2C"z2+ E=o.

6. Coordonnées du sommet. Les équations (2), com-
binées avec I'équation (4) que nous supposerons accen-
tuée, donnent les coordonnées du sommet.

A cet effet, entre les équations (2) éliminant y’, obser-
vant que tous les termes qui contiennent le facteur ik
se détruisent dans les coefficients de x’ et de z’, ainsi que
dans le terme indépendant; enfin, supprimant le facteur
commun A”, il reste

#/[h(BB" — A’B') + &' (B'B” — AB) + A" (AA’ — B"%))
+2' )k (B — A’A”)+ K (A”"B” — BB')+ A" (A’'B'— BB"]
+ h(BC'— A’C”)+ k' (B"C'—BC) + 4" (A'C—B"C)=o.

Les cocfficients de x et de z’ peuvent se modifier au
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moyen des relations obtenues t. XVI, p. 210, et en re-
marquant que m = o. Alors le coefficient de x’ sera

kl/
T bk WK R,
et I'on aura
hk + KK + B K"
=k 4 ¥4 k""4 2 kK’ cosxy
~+ 2 kK" cosxz + 2 &’ k" cosyz = D

D est la diagonale du parallélipipéde que I'on obtient en
portant sur les axes a partir de l'origine les trois lon-
gueurs k, k', k".

De méme le coefficient de z’ sera % D,

Si donc nous posons
ar LIA(A'C" — BC) + H(BC—B'C") + A" (B'C'— A’ C)]

D2

ainsi que les valeurs analogues pour R et R¥, il vient
Kz —ky =R,
(5) A x' — ke =R/,
by — K r' =R’
Ici R, R/, R" sont des quantités connues.

Transportant ces valeurs dans I'équation (4) accentuée,
comme nous |’avons dit, on obtient

B’R” B'R” BR®
5 v g e = 207 + 20y + 20+ E,

ou enfin

IIBIIRIM+ kIBIR/1+ ABR;

(6) § = kk' & (2C%' +2C' 5 + 2C" 2’ + E)

En combinant cette derniére équation avec deux quel-
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conques des équations (2), on a les valeurs x’, y7, 2’ des
coordonnées du sommet , puisque toutes ces relations sont
du premier degré.

7. Comme dans I'équation (6) I'expression
. Ca' +Cy' +C"2

est égale a une quantité connue, nous verrons, en combi-
nant cette équation avec les équations (5), que le déter-
minant de x’,y" et 2’ est

Chk+Ck +C"k.
Si donc
(7) Ch+CH4+C'i" =0,
nous aurons un des cas particuliers que présentent les
surfaces dénuées de centre, ou méme une de celles qui
ont une infinité de centres, car nous avons seulement
supposé m = o, ce qui n’exclut que les surfaces ayant un

centre unique. Nous n’iusisterons pas sur ces circon-
stances.

8. Dans le cas oul'on a
k=o, B =o0, B"=o,

on verra directement, en comparant les relations corres-
pondantes

A/kl—{—BA'”:O, A”‘”—{—Bk':o

avec les équations (2) qui deviennent alors
L 4

Ar +C_ Ay +B+C _ By +A"7+C
AT X - A ’

que x’ est connu ainsi que k'z’ —A” y' en transportamt
15.
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ces valeurs dans I'équation

Ax”""k—,l;‘—,,(I‘IZ,-—-“”]")Z—F2C1”+2C’)”+2C”Z’+E:0,

on reconnaitra que C'y’ + C”z’ est aussi une quantité
connue, et que le déterminant dey’ et de z’ est

CH+C'R,

ce qui permettra encore de distinguer certains cas par-
ticuliers. En outre, on trouvera, aprés quelques réduc-
tions,

h (C/k/ + Cllkll)

7 _— 7,
A+ C= Yy

Si les coordonnées sont rectangulaires, il reste

C

X = =

car la supposition k = o donne alors

h=—=o.
Enfin si I'on a de plus
¥ =o,
ce qui donne
B=—o,

les équations (2) deviennent

Az +C_ Ay +0C _C
P O

ce qui détermine x’ et y': il suffira donc de transporter
ces valeurs dans 1’équation

Ax? 4+ ANy'?'+ 202 + 20y +2C"2 +~E=o,

pour trouver z'.
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9. Equations des plans et des axes principaux. En
transportant dans I'équation du plan polaire les valeurs
précédentes de x’, y', z’, on aura le plan tangent qui
passe par le sommet, c’est-a-dire le plan principal exté-
rieur.

On connait déja les équations de I'axe diamétral pas-
sant par le sommet. Pour avoir celles des deux autres axes,
observons que I'équation en s '(t. XVI, p. 215) se réduit
alors au second degré, puisque m = o donne une racine
nulle. De plus, les expressions

__ (s —A")(scosxz — B') — (scosyz — B) (scoszy — B”)
&= (scoszy — B”)? — (s — A) (s — A’)

__(s—=A)(scosyz — B) — (scoszz — B’) (s coszy — B")
Y= (scoszy — B")* — (s—A)(s—A’) ’

qui se déduisent facilement des deux premiéres formes du
quotient s écrites a la page indiquée donnent pour les deux
valeurs de s les valeurs correspondantes de g et v, et, par
conséquent, les directions des axes extérieurs; commeils
passent par le sommet, on a donc leurs équations, qui
feront connaitre celles des plans principaux intérieurs.



