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NOTE
Sur wn probléme d’analyse indéterminée ;

Par M. Artur CAYLEY.

Euler a donné dans le Mémoire : Regula facilis pro-
blemata Diophantea per numeros integros expedite sol-
vendi (Comment. Arith. Coll., t. 11, p. 263) la solu-
tion que voici de I'équation indéterminée

(1) ax* +Br+ 9 =%y +ny + 3.
En supposant que P'on ait la solution x =a, y=2>0de
maniére que
aa’ 4 [3!1—}-7:?;6’—{—)15—{—9,
ct en posant

s:\/ar"—-}—l,

ou r est une quantité quelconque, I’équation sera satis-
faite par les valeurs

z:m+?;rb+-(i:ﬂ-§+—rn,
2

§—1 I
y=unra + sb+ (————ﬁ -
2% 2
en effet, on voit saus peine que ces valeurs donnent iden-
tiquement

(2) ax? + B 49— (8’ + 0y + 9)
' —aa’+ Ba+ gy — (L6 4+nb +3)=o0.

En supposant de plus que les coeflicients «, 8,7, ¢,
n, 9 soient des nombres entiers tels, que a¢ soit un en-
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tier positif non carré, on peut toujours déterminer le
nombre entier r de maniére que s soit un nombre entier;
cela élant, et en supposant que @, b soient des entiers,
il est évident que x, y seront des nombres rationnels.
Euler a de plus remarqué que I'on peut toujours faire en
sorte que x, y soient des nombres entiers. En effet, si
les formules donnent x = a’; y =’ des valeurs non
cntiéres, en substituant dans les formules au lien de a, b
les valeurs a’, &, on obtiendra pour x, y des valeurs en-
tiéres; cela se vérifie sans peine.

L’équation indéterminée (2) rentre dans celle-ci

(3) {a, by ¢, f, £} h)(xl’y,a z’)z:(“’ byef, g, h)(x, 7, z)?;
(Poir note1.)

en supposant que la forme ternaire
(a,b,c,/,8,k)(x,7,2)

se transforme en elle-méme au moyen d’une substitution
linéaire quelconque. On peut supposer que cette substi-
tution soit telle, que P'on ait 2z’ = z; cela étant, en éeri-
vant z'==z =1 et en mettant de plus & = o, I'équa~
tion (3) sc réduit évidemment & une forme telle que 1'é-
quation (2). Or on peut trouver par Ja méthode générale
de M. Hermite la solution convenable de I'équation (3).
En supposant, comme & Vordinaire,

NXN=bc—f*..., F=gh—af. ..,
¢ = abe — af ' — bg* — ch? + 2 fgh,
(Poir note 11.)
il faut pour cela éerire
2 =28 —x,
y=2n—y,

a—
d=2¢—z,
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et

az+hy + gz =at+hn+ gt — g @n + ¢ £,

hx 4 bx+ fo = hE + bn+ 5+ q €& — ¢ @2,

gx+Sfy +ez=gE+fn+ct— g FE+ q@n,
ou ¢ est unc quantité arbitraire. En effet, en multipliant
ces équations par £, n, { et en ajoutant, on obtient

(@ay b, ¢, f, 8, k)(E; n,8) (2, 7, 2)
=(a,b,c,f,8, k) (E, n, &) (note'nl),
et, au moyen de cette équation et des valeurs
' =2f—ux,

y' =2n—y,
2’ —=2¢{ — 3,

on forme tout de suite I'équation (3) (note IV). De plus,
en multipliant les trois équations par €, £, @ et en
ajoutant, on obtient

Az=—=AY¢ (note V),

¢’est-a-dire

et de la

Cela étant, les deux équations donnent, en remplagant
¢ par z,

at+ (h—q@)n=az+hy +(s—qf)2

(A +q@)E+bn=hz + by + (f+ 1 @)z

et de la, en remarquant que
ab—(h—q@)(h+9€)=C+7C=C(1 +¢C),

on obtient trés-facilement, éliminant successivement »

Ir.
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et &,
(t+¢@)E=(1+qgh)z + gby + (¢f + ¢ @) 2,
1+ q¢@)n=—qax+ (1—qh)y +(—qg + ¢* §) 7
ct ensuite
(1+¢€)x
= +29h— @)z +29by + 2 (¢f + @) 2,
(1+q9@€)y

=—2qaz 4 (1—29h— ¢’ @)y +2(— 98+ 7' £) 2
’est-a-dire, cn écrivant z = z’ =1, les valeurs
(1+¢€)x
=(1+29k— ¢€)z+29by +2(¢f+ ¢ ®),
(+¢€)y
| =—z2qaz+ (1—29h — @)y +2(— 95 + ¢°.F),

(4)

satisfont identiquement a I'équation
(5) (a, by e, /58, 1) (&, y 1) = (a, b, ¢, f, g ) (x, ¥, 1)%
En prenant A =10, on a
C=ab, f=—aof, ©=—1lg,
et les formules deviennent

(1+q'ab)z'= (1—q*ab)x + 29by + 24 (f— qbg),

6
(6) (14 q*ab)y'= — 2 qax+ (1 — ¢*ab) y — 2q(g+qaf),

valeurs qui satisfont identiquement 4 I'équation (note VI)

(7) (ax/t 4-2gz’ 4+ I') + (by" + 2/y" + m')
7 =(azx*+ 2gz + 1)+ (by* + 2fy + m),

et en y éerivant

1—qlab  ——
l+(/7(11)_l‘—~/1 — abr?,
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on obtient des formules qui correspondent précisément
aux équations données par Euler pour x, y en termes de

a, b.

Londres, 10 mars 1857.

NOTES DU REDACTEUR.
Note I. D’aprés la commode notation introduite par
M. Cayley, ’équation (3) développée a cette forme
az’’ + by + ' 2 fy'd +2gx’ 2 +2h 'y
= ax® + by? + cz* + 2 fyz + 28xz + 2hxy.

Note II. Désignant par k le déterminant de chaque
membre de 'équation (3), on a

k=abc — af* — bg*— ch* + 2fgh;

prenaut les dérivées de k successivement par rapport a
chacune des six lettres @, b, ¢, f, g, h, ona

A=tbe—f, B=a—g, C=ab—~n,

= —|--7__g/t—af, ® =, — bg, ﬁ:fg-—cll.

Note I1I. Cetfe notation développée donne

z(al+hn+gt)+ y (RE+ bn +/C) + 2 (g€ +fn + ci)
=al + bn* 4+ cl 4+ 2fnl+ 285 4+ 2k,

Note 1V. Remplacant dans la derniére équation res-
pectivement x, y, z par 2§ —x', 2n—y’, 2¢ — 2/, on
obtient

2 (@E 4 hn+-g&) +y' (RE~+ bn+fC) +2' (gE + fn +ct)
=aB 4 bn*+ cG+ 2fnt + 288+ 2 hEn.

Note V. Exécutant les opérations indiquées, on
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trouve
(a®+h5+g¢£)+y(h®+b£+f@',)
(@ +fF+c€)
= (a@+h£+g¢)+n(k®+b!+f¢)
t(e@®+fF+c€)—q:
or
E@+SE+c€=F;
donc
ka=kt¢, z2=¢, z=2z{—2 —2z2—72,
donc

z—12.

Note V1. Faisant

I'équation (3) prend la forme
ar’® + 2gx' 4+ by + 2fy + ¢
= ax? + 2gx 4+ by’ + 2 fy + c.
Faisant
c=qg =1+ m,
on obtient
(az” + 282" + ') + (by"” + 3 /5" + m')
=(ax’+ 28z + 1) + (by* + 2 fy + m).



