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CONCOURS D’AGREGATION AUX LYCEES, ANNEE 1848;
Par M. DIEU,

Agrége, docteur és sciences.

ComposiTION DE MECANIQUE.

Un cylindre droit & bases circulaires , de matiére hété-
rogéne, mais dont tous les points situés sur une méine
droite paralléle a Uaxe ont la méme densité, est posé
sur un plan horizontal. Déterminer le mouvement qu’il
prend sous Uaction de la pesanteur, et en particulier le
mouvement du centre de gravité, ainsi que celuid’un
point quelconque du rayon qui passe par ce centre. On
Jfera abstraction du frottement.

I. Lorsqu’un cylindre droit quelconque, posé par une
aréte sur un plan horizontal sans frottement, de maniére
queson centre de gravité ne soit pas dans le plan vertical de
Paréte de contact , est abandonné sans vitesse a action de
la pesanteur, les arétes ne doivent pas changer de direc-
tion pendant le mouvement qu’il prend, etles bases doivent
rester toujours dans les plans verticaux ou elles se trouvent
d’abord ; car les forces qui donneraient & chaque instant
a ce corps supposé libre le mouvement qu’il a dans son
état réel , savoir : son poids et la résistance du plan d’ap-
pui suivant I'aréte de contact, sont des forces verticales
qui ne peuvent conséquemment ni faire tourner antour
d’un axe vertical, ni faire glisser dans la direction hori-
zontale des arétes.

Quand le cylindre est formé de filets homogénes pa-
ralléles aux arétes, son mouvement ne dépend pas de sa
hauteur, ou, en d’autres termes, un trongon compris
entre deux plans perpendiculaires aux arttes, s’il était
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détaché du reste, prendrait d’abord et aurait continuel-
lement ensuite un mouvement iden thue a celui qu ’il a
dans son état réel. En effet, si le cylindre, au moment
ou on le pose sur le plan, était coupé en un nombre quel-
conque de trongons égaux par des plans perpendiculaires
aux arétes, et si ces trongons étaient sans action les uns
sur les autres, il est clair qu’ils prendraient tous le méme
mouvement; or la juxtaposition des parties ne saurait
altérer ce mouvement commun, car elle ne peut produire
ou amener aucun frottement, ‘et il ne sera pas altéré da-
vantage par la liaison compléte qui reconstitue le cy-
lindre.

D’aprés cela, il suffit pour résoudre le probléme pro-
posé de considérer un troncon détaché du cylindre par
deux plans perpendiculaires aux arétes; nous pourrons
supposer ce tron¢on infiniment mince et le regarder
comme un cercle composé de points matériels inégalement
pesants, puisque le cylindre dont il s'agit est de révolu-
tion; enfin nous pourrons prendre la section circulaire
contenant le centre de gravité G du cylindre, qui est équi-
distante de ses bases, et dont le point G sera aussi le
centre de gravité.

II. Soient, a la fin du temps ¢ écoulé depms que le
mouvement a commencé,

C la position de centre du cercle qui touche alors en A
le plan horizontal;

M un des points matériels dont il se compose;

S la force variable , dirigée suivant AC, qui représente
Jla résistance du plan:

ct, par rapport a la trace invariable du plan du cercle sur

le plan horizontal et & un axe vertical, pris pour axcs

des x et des y d’origine O, soient

x’  Tabscisse des points A et C (I'ordonnée de C est

toujours égale au rayon) ;
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xy, y1 les coordonnées de G;

x, y celles de M. (Ces deux derniéres varient avec le
temps comme les précédentes, de plus avec la
position de M dauns le cercle. )

Nous désignerons en outre par a le rayon du cercle,
par m sa masse et par p celle du point matériel M.

En appliquant au cercle la force £, on peut le consi-
dérer comme libre et I'on a les équations

d*x

(l) Z.F.‘—on,
dly
(2) f—mg-—i.y-d—r_—:o,

d*x diy’
(3) x’f—n:gx,+2.y<y7h7—.t~[?;;>:o,

qui expriment I'équilibre des forces perdues. (g repré-
sente la gravité et le signe X indique une somme qui s’¢é-
tend a tous les points du cercle. )

On déduitimmédiatement de I'équation (1) que x,=a«,

, dx
o étant une constante , car —— est nulle pour t =o.

Donc le centre de gravité du cylindre ne quittera pas
la verticale sur laquelle il se trouve d’abord, et ne pourra
que s’élever ou s’abaisser sur cette drotte.

L’élimination de f entre les équations (2) et (3) donne

2 4n 2 2
(4) mg (' — «) +x’.}:.yfi—h;:- -+ Z.y(yfi—i; —x (fi-——l‘::> =o,
en remplacant x, par «.

Soient encore : .

r ct 0 les coordonnées polaires du point quelconque M
du cercle par rapport a I'axe vertical CA etau
point C pris pour pdle (6 est positif en tour-
nant autour de C dans le méme sens que de Ox
vers O 3 autour du point O):
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7, et 8, les coordonnées polaires du centre de gravité G.

r, est constant, rne varie qu'avec la position de M
dans le cercle, 6, qu’avec le temps, et 6 varie des deux
maniéres.

On a évidemment

S x'—=— a — r,;sinb,,
(5) : r = a—rsind, + rsinb,
( et ¥y = a — rcosf.

Substituant ces valeurs de x’, x et y dans I'équation (4),
en ayant égard a ce que

d*o  d,

S.prcosb =mr,cosbh, et —— — —
# ' ' dr dr’

ainsi qu’au mode de variation der, 0 et 6,, et mettant

m (k*+ r?) aulieude Z.p7?* (moment d’inertie du cercle

parrapportason centre), il vient, toutes réductions faites,
i

d? de\? .
(6) (/r’+rfsin’6,)-7?' —-|—-rfsin9..c059.-(—d;> ~+grsing, —o.

Cette équation est susceptible d’abaissement, car elle
ne contient pas ¢ d'une maniére implicite; pour arriver
tout de suite 4 une équation linéaire du premier ordre, il
suffit de poser

do L

= (20
d’on

d*0, . di

de T de,

En substituant dans I'équation (6), on trouve
q )

dg 2r,sind,cos@ 7, sinf
(7) = : 2..2..§+4g2.. =
d9, k4 ri sin?@, k2 - r} sin?9,
L’intégrale de cette équation s’obtient par un calcuk
connu : c’est
, _c:C.—l—gr, .c059.;
; ky + r?sin®0,
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et, en déterminant Varbitraire C, de maniére a ce que,
dah, o e
pour =0, 0, =6, et 73 = o0 (0, est la valeur initiale

donnée de 8,), on arrive a

, d9 ,—— cosf, — cos b,
'\8) I + V 1 .

k4 7‘ sin? 9,

La forme de cette équation montre l'impossibilité
d’exprimer ¢ en fonction de 6, autrement que par une sé-
rie ou une intégrale définie, et d’avoir §, en fonction de ¢;
mais cela ne serait nécessaire que pour assigner a chaque
instant la position du cylindre, et, comme on va le voir,
la discussion de quelques-unes des équations précédentes,
ainsi que de

(9) yi=a—r, cosb,,

achéve de faire connaitre toutes les circonslances du
mouvement. '

IIL. Il faut remarquer d’abord que si 6, ne restait pas
s . db . ..
entre 0, et — 6, , 'expression (8) de 717' deviendrait ima-

ginaire, ce qui ne doit pas arriver; qu’ainsi, en suppo-
sant® >0, >>o0, on doit prendre premiérement le signe —
devant leradical, dans le second membre de1’équation (8),
afin que df, soit négative jusqu’a ce qu’on ait 0y = —0,,
puis le signe —+, afin que df; soit posilive jusqu’a ce
qu’on soit revenu a 6, = 6, et ainsi de suite alternative-
ment. Cela posé :

°. D’aprés 'équation (8), la vitesse angulaire relative
du cercle autour de son centre C, représenté par le se-
cond membre de cette équation , est maxima (abstraction

. . 1. s VEn . 0 .
faite du signe) et égale a 2 \—/fi—l . sm;" pour 6, = o, mi-

nima ctnulle pour 0, = =0, ctcette vitesse est la méme,
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sauf le sens, pour des valeurs de 6, équidifférentes de
zéro. Donc '

Abstraction faite du mouvement de l'axe du cylindre,
ce corps oscille autour de cette droite entre deux posi-
tions symétriques par rapport au plan wvertical qui la
contient ; les oscillations sont isochrones et se composent
chacune de deux parties égales.

I’amplitude de ces oscillations est 26, , et leur durée T
sera donnée par la formule

cos 6 — cos b,
T=12\ogr db -
' f \/A +r7sin’g
2°. La plus petite et la plus grande valeur de x’ que
donne la premiére des équations (5) sont o — r; sin 0, et
@+ ry sin 6, qui répondent a 0, = == 10, , et cette équa-
tion fournit des valeurs Ge x’ équidifférentes de o pour

celles de 8, qui sont équidifférentes de zéro. En outre, on
déduit de la méme équation et de I'équation (8)

. c0s 6, — cosf,
dt +rl \/2gr! cosf, . \/m,

ce qui montre que la vitesse du centre C sur la droite
y=a est toujours égale a la vitesse angulaire relative
autour de ce centre, multipliée par la projection de CG

. . .dxr
sur la verticale Oy ; ainsi 7 st nulle pour 6, = =6, ,

atteint (abstraction faite du signe) son maxima

Veri .. 6
2

ar T - Sin -
pour 6, = o, et prend des valeurs absolues égales pour
des valeurs de 8, équidifférentes de zéro. Donc

L’axe du cylindre oscille parallélement & sa premiére
position (1), dans le plan horizontal oit il doit toujours
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rester entre cetle position et une autre située & la dis-
tance 2ty sin0, de celles-la; ces oscillations coincident
avec les précédentes , ont méme durée et sont aussi for-
mées de deux parties égales.

3°. D’aprés I'équation (9), les valeurs extrémes de y,
sont e — 1y cosfy et e — ry qui répondent a 8, = == 6,
et 0, == o, et y, prend des valeurs égales pour des valeurs
de 6, équidifférentes de zéro. De plus, cette équation ct
Péquation (8) donnent

dy, _ , ¢2 or sin, - /cos 6, — cos 6,
_—= Ty
de ==+ ' \ A4 r sin?0,’

s e . dy
d’ou il suit que Tt‘ est nulle pour 6, = =#=0, et 6, = o,

nécessairement maxima (abstraction faite du signe) pour
de certaines valeurs de 0, entre o et =0, et prend des
valeurs qui différent seulement par le signe pour des va-
leurs de 6, équidifférentes de zéro entre lesquelles on n’a
qu’une fois 6; = o. Donc

Le centre de gravité G oscille sur la verticale de sa
position primitive |x,=a, IL], en descendant d’abord
de ry (1— cosb,), puis remontant de la méme quantité;
et ces oscillations coincident encore avec celles qui se
Jont autour de Uaxe du cylindre.

4°. Pour un point M/ du rayon qui passe par le centre
de gravité G, a la distance ' du point C, les deux der-
niéres des équations (5) donnent
(10) x—a=(r—r)sinG,, y—a=r cos,.
En éliminant 6, entre ces équations, il vient

=) ()=
r—r r

>N 4

<—, un cercle si 7’ = 5

le centre est toujours le point (2, a) situé sur la verticale

qui représente une ellipse si 7
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o. . r,
ot se meut le centre de gravité G: si 2/ > ;‘ » le grand axe
L]

Y \ . r .

de Yellipse est paralléle a Oy, et si r' < ;', il est paral-
lele a O,

v désignant la vitesse absolue de M’ a la fin du temps ¢,
on déduit des équations (8) et (10)

cos , — cos 6,

um\/zar,[rr__r 2r' —r,) cos’8,] /P—f—r sm’O’
ainsi cette vitesse, nulle pour 6, ==: 6,, prend la méme
valeur pour deux valeurs de 6, équidifféremes de zéro, et

Ver,
x

atteint son maxima == 2 (' —ry) . sm pour f,=o.

Donc

Le point M oscille sur un arc d’ellipse ou de cercle,
formé de deux parties symétriques par rapport & la
wverticale du centre de gravité, et ces oscillations iso-
chrones, de durée T, coincident avec les autres.

Il ne reste plus a chercher que la pression exercée par
le cylindre sur le plan horizontal. Soient,

p cette pression a la fin du temps 1,
P le poids du cylindre.

On a (I)

_® .,

”I"'
et, en remplagant f par sa valeur en fonction de 0, tirée
des équations (2, 5, 7, 8),

I 277 cos,.(cos 8, —- cos¥,)
— 2 J 0 .
p="Pk [/r’-i—rf snig, (R s, ) ]

On voit p augmenter de
k? r? 0
— a P. (1 L sin? 2
P k* 4 r}sin’0, < +4A-’ 2)’
tandis que 6, varie de == 0, a zéro, et prend laméme valeur
pour deux valeurs de 0, équidifférentes de zéro.



(80) §,

- Notes.

1. On peot arriver aux équations (1) et (4 ), sans appliquer la force fau
cercle, afin de le considérer ensuite comme libre. Les composantes des
forces perdues sont seulement ainsi

d*x dy
AP T - (g+—dl_’)’
pour P’élément ( =z, ) de masse x : et on doit avoir

d*x a:

S [3‘,‘; Sz + (g+ d—;f)sy] =o,
Jx, ¢ étant liées par la condition que le cercle touche toujours le plan
horizontal. Or 1° pour un déplacement virtuel horizontal, ¢ x = const ,
dy = o, ce qui fournit I’équation (1); 2° pour un déplacement virtuel
dans lequel le cercle tournerait de Pangle infiniment petit » autour de son
centre C, '

dr=/a—y)n, dr=(x—2)o,
ce qui fournit I’équation (4 ) en ayant égard a ’équation (1).

1I1. Sile plan est incliné au lieu d’étre horizontal, en y posant le cy-
lindre de maniére que ses arétes soient horizontales, ce qui a été dit dans
Yarticle I subsiste, pourvu que 1'on considére un cylindre formé de filets
homogénes aussi bien dans la premiére partie du raisonnement que dans
1a seconde.

) désignant 'angle d’inclinaison du plan, et I'axedes x étant une ligne
de pente dirigée de haut en bas, on a, au lieu des équations (1), (2) et (3),

dix

mgsinl—Z.p GE=O

d*y
S- mgcos).-——z.y—ﬁ =o,
. d'x &y
' f—mg(x,cosd+y,sind) +Z.n (.7 o 127’{) =o.
Le mouvement du centre de gravité parallélement au plan est unifor-
mément accéléré et déterminé par

1 PR
Ilzo:-—}-;gt’SlnA.

Les équations (6) et(8) sont remplacées par deséquations qui différent
seulement de celles-1a en ce que g cos 1 s’y trouve au lien de g; par consé-
quent, la partic de la discussion contenue dans Particle IIT (1°) sur le
mouvement angulaire du cylindre autour de son axc subsiste , a cela prés
que la durée des oscillations est réduite & T y/cos A

x' est donnée par 1’équation

1 A .
x’:a+;gt’sm4— r,sing,,
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ainsi cette abscisse du point C croftra indéfiniment, et I'axe du cylindre
n'oscille pas de la maniére indiquée dans ’article 1II (2°0). Cependant =’
peut décroitre au commencement, lorsque 6, passe de — 6, a §,, car ona
/

. dg
E—:gtsm)— r,cos 6, }7"

d . ore .
etr, cosé, 7‘31 (qui est positif avec d§,) peut surpasser gt sin 1; cela ne

se présentera plus et 2’ sera constamment croissante, aprés que t aura at-

L 27 vl‘. cosd . 6, . . rycosf, db,
s \/ ———+sin = estle ma m de ——. L Quand
teint o P in 2 qui e maximu gond dt Quan

«' décroit, le cylindre remonte le plan incliné.

L’équation (9 ) n’est pas modifiée, et, par conséquent, le centre de gra-
vité G a, sur la droite mobile représentée par I'équation (11), le mouve-
ment décrit dans P'article II (32); la durée des oscillations est encore
réduite a Ty/cos i

Enfin, un point M’ du rayon CG ne se meut plus sur une ellipse fixe
(111, 4°), mais sur une ellipse qui glisse parallélement 2 Oz dans le
plan 2 Oy, sans changer de forme ni de grandeur, et dont le centre suit
le point d’intersection des droites représentées par les équations

! .
r= o+ —gt*sinl, y =a.
2



