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CONCOURS D'AGREGATION AUX LYCÉES, ANNEE 1 8 4 8 ;
PAR M. DIEU,

Agrège, docteur es sciences.

COMPOSITION DE MÉCANIQUE.

Un cylindre droit à bases circulaires > de matière hété-
rogène, mais dont tous les points situés sur une même
droite parallèle à Taxe ont la même densité, est posé
sur un plan horizontal. Déterminer le mouvement quil
prend sous l'action de la pesanteur, et en particulier le
mouvement du centre de gravité , ainsi que celui d'un
point quelconque du rayon qui passe par ce centre. On
fera abstraction du frottement.

I. Lorsqu'un cylindre droit quelconque, posé par une
arête sur un plan horizontal sans frottement, de manière
que son centre de gravité ne soit pas dans le plan vertical de
l'arête de contact, est abandonné sans vitesse à l'action de
la pesanteur, les arêtes ne doivent pas changer de direc-
tion pendantle mouvement qu'ifprend, etles bases doivent
rester toujours dans les plans verticaux où elles se trouvent
d'abord} caries forces qui donneraient à chaque instant
à ce corps supposé libre le mouvement qu'il a dans son
état réel, savoir : son poids et la résistance du plan d'ap-
pui suivant l'arête de contact, sont des forces verticales
qui ne peuvent conséquemment ni faire tourner autour
d'un axe vertical, ni faire glisser dans la direction hori-
zontale des arêtes.

Quand le cylindre est formé de filets homogènes pa-
rallèles aux arêtes, son mouvement ne dépend pas de sa
hauteur, ou, en d'autres termes, un tronçon compris
entre deux plans perpendiculaires aux arêtes, s'il était
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détaché du reste, prendrait d'abord et aurait continuel-
lement ensuite un mouvement identique à celui qu'il a
dans son état réel. En effet, si le cylindre, au moment
où on le pose sur le plan, était coupé en un nombre quel-
conque de tronçons égaux par des plans perpendiculaires
aux arêtes, et si ces tronçons étaient sans action les uns
sur les autres, il est clair qu'ils prendraient tous le même
mouvement; or la juxtaposition des parties ne saurait
altérer ce mouvement commun, car elle ne peut produire
ou amener aucun frottement, et il ne sera pas altéré da-
vantage par la liaison complète qui reconstitue le cy-
lindre.

D'après cela, il suffit pour résoudre le problème pro-
posé de considérer un tronçon détaché du cylindre par
deux plans perpendiculaires aux arêtes 5 nous pourrons
supposer ce tronçon infiniment mince et le regarder
comme un cercle composé de points matériels inégalement
pesants, puisque le cylindre dont il s'agit est de révolu-
tion ; enfin nous pourrons prendre la section circulaire
contenant le centre de gravité G du cylindre, qui est équi-
distante de ses bases, et dont le point G sera aussi le
centre de gravité.

II. Soient, à la fin du temps t écoulé depuis que le
mouvement a commencé,
C la position de centre du cercle qui touche alors en A

le plan horizontal-,
M un des points matériels dont il se compose \
f la force variable , dirigée suivant AC, qui représente

Ja résistance du plan :
et, par rapport à Ja trace invariable du plan du cercle sur
le plan horizontal et à un axe vertical, pris pour axes
des x et des y d'origine O, soient

xf l'abscisse des points A et C (l'ordonnée de C est
toujours égale au rayon ) 5
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Xi, y i les coordonnées de G \
x, y celles de M. (Ces deux dernières varient avec le

temps comme les précédentes, de plus avec la
position de M dans le cercle. )

Nous désignerons en outre par a le rayon du cercle,
par m sa masse et par p celle du point matériel M.

En appliquant au cercle la force ƒ, on peut le consi-
dérer comme libre et l'on a les équations
, N d2x

d1r
(2) f—mg — 2.fx— = o,

(3) a/f- mgxx + ï. [

qui expriment l'équilibre des forces perdues, (g repré-
sente la gravité et le signe 2 indique une somme qui s'é-
tend à tous les points du cercle. )

On déduit immédiatement de l'équation (1) que jr1 = a,
, dx ,,

a étant une constante , car — est nulle pour L = o.
Donc le centre de gravité du cylindre ne quittera pas

la verticale sur laquelle Use trouve d'abord, et ne pourra
que s'élever ou s'abaisser sur cette droite.

L'élimination de ƒ entre les équations (2) et (3) donne

d'y f d*x d*

( 4 W ( ) + 2 ^ + 2 ^
en remplaçant xt par a.

Soient encore :
v et 0 les coordonnées polaires du point quelconque M

du cercle par rapport à Taxe vertical CA et au
point C pris pour pôle (0 est positif en tour-
nant autour de C dans le même sens que de Ox
\ers O y autour du point O) ;
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7\ et Ôi les coordonnées polaires du centre de gravi té G.

i\ est constant, r ne varie qu'avec la position de M
dans le cercle, 6t qu'avec le temps, et 0 varie des deux
manières.

On a évidemment

/ x'= a — r, sinö,,

(5) * \ x = a — r, sinG, -h rsinô,
( et y = a — rcosô.

Substituant ces valeurs de a:', x et ƒ dans l'équation (4),
en ayant égard à ce que

S.prcosô = mr{ cos©, et -— = -—,

ainsi qu'au mode de variation de r, 0 et 0!, et mettant
m (/ra-f- r]) au lieu de S . {ir* (moment d'inertie du cercle
par rapport à son centre), il vient, toutes réductions faites,

(6) (*' + r ; « n * e i ) ~ l +r?s inG l . cos9 l .^V+^sinG, = o.

Cette équation est susceptible d'abaissement, car elle
ne contient pas t d'une manière implicite; pour arriver
tout de suite à une équation linéaire du premier ordre, il
suffît de poser

d'où
r/2ô, d'C,

En substituant dans l'équation (6), on trouve

^ dt, 2r, sinô,cos0,

L'intégrale de cette équation s'obtient par un calcul
connu : c'est

r! sin2 G, '
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et, en déterminant l'arbitraire Ci de manière à ce que,

pour t = o, 0t = 0O et -~ = o (0O est la valeur initiale

donnée de 0i), on arrive à

i — cos00

18) = =F^y _ _ _ _ . .
La forme de cette équation montre l'impossibilité

d'exprimer t en fonction de 0t autrement que par une sé-
rie ou une intégrale définie, et d'avoir 0t en fonction de t\
mais cela ne serait nécessaire que pour assigner à chaque
instant la position du cylindre, et, connue on va le voir,
la discussion de quelques-unes des équations précédentes,
ainsi que de

(9) Xi = a —

achève de faire connaître toutes les circonstances du
mouvement.

III. Il faut remarquer d'abord que si 9± ne restait pas

entre 0O et — 0O, l'expression (8) de —• deviendrait ima-
ginaire, ce qui ne doit pas arriver; qu'ainsi, en suppo-
sant 7T^>0o>o, on doit prendre premièrement le signe —
devant le radical, dans le second membre de l'équation (8),
afin que d9i soit négative jusqu'à ce qu'on ait 0t = — 0O,
puis le signe •+•, afin que dOx soit positive jusqu'à ce
qu'on soit revenu à 04 = 0, et ainsi de suite alternative-
ment. Cela posé :

i°. D'après l'équation (8), la vitesse angulaire relative
du cercle autour de son centre C, représenté par le se-
cond membre de cette équation, est maxima (abstraction

faite du signe) et égale à 2 ̂ ~ • sin -° pour 0t = o, mi-
ri "ii

nitna et nulle pour 0{ = ± 9Q, et cette vitesse est la même,
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sauf le sens, pour des valeurs de ôt équidifférentes de
zéro. Donc

Abstraction faite du mouvement de Vaxe du cylindre,
ce corps oscille autour de cette droite entre deux posi-
tions symétriques par rapport au plan vertical qui la
contient; les oscillations sont isochrones et se composent
chacune de deux parties égales.

L'amplitude de ces oscillations est 2 0O -> et leur durée T
sera donnée par la formule

= 2y/^- ƒ °dB'\/ p
cosO — cosÔ0

) sin2 0

2°. La plus petite et la plus grande valeur de x' que
donne la première des équations (5) sont a — 1 \ sin 90 et
a + r, sin 0O qui répondent à 0, = zh 0O , et cette équa-
tion fournit des valeurs de xr equidifférentes de a pour
celles de04 qui sont equidifférentes de zéro. En outre, on
déduit de la môme équation et de l'équation (8)

dxr , / /cosô, — cos0

ce qui montre que /a vitesse du centre C su/* /a droite
y = a eót toujours égale à la vitesse angulaire relative
autour de ce centre* multipliée par la projection de CG

sur la verticale Oy, ainsi — est nulle pour 61 = ± ô0,

atteint (abstraction faite du signe) son maxima

2 r ^ ~ - • sin -
/ f 2 .

pour 0j = o, et prend des valeurs absolues égales pour
des valeurs de 0t equidifférentes de zéro. Donc

L'axe du cylindre oscille pai allelement à sa première
position (I), dans le plan horizontal où il doit toujours
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rester entre cette position et une autre située à la dis-
tance arjsinGo de celles-là; ces oscillations coïncident
avec les précédentes, ont même durée et sont aussi for-
mées de deux parties égales.

3°. D'après Féquation (9), les valeurs extrêmes de yt

sont oc — rt cos 0O et a — 7*! qui répondent à 0A = z± 0O

et Bx = o, et ƒ j prend des valeurs égales pour des valeurs
de 0! équidifférentes de zéro. De plus, cette équation et
Téquation (8) donnent

d'où il suit que -~ est nulle pour 0t = zfc 60 et 0x = o,

nécessairement maxima (abstraction faite du signe) pour
de certaines valeurs de Qx entre o e t ± ô 0 , et prend des
valeurs qui diffèrent seulement par le signe pour des va-
leurs de 0t équi différentes de zéro entre lesquelles on n'a
qu'une fois 9t = o. Donc

Le centre de gravité G oscille sur la verticale de sa
position primitive [x1 = a, I I ] , en descendant d'abord
de rx (1—cos0o)> puis remontant de la même quantité;
et ces oscillations coïncident encore avec celles qui se
font autour de l'axe du cylindre.

4°. Pour un point M' du rayon qui passe par le centre
cle gravité G, à la distance r1 du point C, les deux der-
nières des équations ( 5 ) donnent
(10) x — a = (r'—r()sin9|, y — a = / cosô,.
En éliminant 6X entre ces équations, il vient

qui représente une ellipse si rJ ̂  - ? un cercle si rf = - ;

le centre est toujours le point (a, a) situé sur la verticale
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où se meut le centre de gravité G : si rf > - , le grand axe

de l'ellipse est parallèle à Oy, et si r' < - , il est parai-
2

lèle à Ox.
v désignant la vitesse absolue de M' à la fin du temps t,

on déduit des équations (8) et (io)

— cos Ôo

ainsi cette vitesse, nulle pour Bx = db ö0, prend la même
valeur pour deux valeurs de 0A équidifférentes de zéro, et

atteint son maxima zfc 2 (/-'— i\) -~^» sin — pourÖj^o.

Donc
Le point M' oscille sur un arc d'ellipse ou de cercle,

formé de deux parties symétriques par rapport à la
verticale du centre de, gravité, et ces oscillations iso-
chrones, de durée T, coïncident avec les autres.

Il ne reste plus à chercher que la pression exercée par
le cylindre sur le plan horizontal. Soient,
p cette pression à la fin du temps /,
P le poids du cylindre.

Ona( I )

h
et, en remplaçant ƒ par sa valeur en fonction de 04 tirée
des équations (2, 5, 7, 8),

îj = VlA l 1 2 ^ c o s Q ' - ( c o s ö ' — COSQQ)1

> r L^-t-rîsin'O» (*'-+• rj sin'0,)* J
On voit p augmenter de

tandis que ôt varie de ± ö0 à zéro, et prend la même valeur
pour deux valeurs de 0t équidifférentes de zéro.
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m Notes.

I. On peut arriver aux équations (i) et ( 4 )> sans appliquer la force ƒ au
cercle, afin de le considérer ensuite comme libre. Les composantes dos
forces perdues sont seulement ainsi

d*x ( d*y

pour l'élément ( x, y) de masse //. : et on doit avoir

[ d%x K / d*y\ ^ 1

o a:, S y étant liées par la condition que le cercle touche toujours le plan
horizontal. Or i° pour un déplacement virtuel horizontal, ^or^
Sy = o, ce qui fournit l'équation (i); 2° pour un déplacement virtuel
dans lequel le cercle tournerait de l'angle infiniment petit w autour de son
centre C,

$x — {a — y ) M, $y = (x — x')o),

ce qui fournit l'équation ( 4 ) e n ayant égard à l'équation (i).
• II. Si le plan est incliné au lieu d'être horizontal, en y posant le cy-

lindre de manière que ses arêtes soient horizontales, ce qui a été dit dans
l'article I subsiste, pourvu que l'on considère un cylindre formé de filets
homogènes aussi bien dans la première partie du raisonnement que dans
la seconde.

X désignant l'angle d'inclinaison du plan, et l'axe des x étant une ligne
de pente dirigée de haut en bas, on a, au lieu des équations (i), (2) et (3),

• * v d*x

mgsinX — S . / A - ^ Ï - o,

d*y
ƒ - TWgrCOS; — S . / / — = 0 ,

/ d}x rf\r\*
*'ƒ— iwgC^cosA-H^sin;) H-2./* \Y ^ r — x JjT J = ° -

Le mouvement du centre de gravité parallèlement au plan est unifor-
mément accéléré et déterminé par

1 «. . vxv = a H— gt sin / .

Les équations (6) et ( 8) sont remplacées par des équations qui diffèrent
seulement de celles-là en ce que g cos X s'y trouve au lieu de g; par consé-
quent, la partie de la discussion contenue dans l'article III (i°)sur le
mouvement angulaire du cylindre autour de son axe subsiste , à cela près
que la durée des oscillations est réduite à T ŷ cos A.

xf est donnée par l'équation

x' = a -1— gf'sin / — i\ sin 0,,
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ainsi cette abscisse du point C croîtra indéfiniment, et l'axe du cylindre
n'oscille pas de la manière indiquée dans l'article III ( i° ). Cependant x'
peut décroître au commencement, lorsque 6l passe de — 0O à 0O, car on a

àx' dBx •
— =gtsinX-rlcos6l-^,

et r, cos^! • -T1 (q u i e s t positif avec ddl ) peut surpasser gt sin X ; cela ne

se présentera plus etx' sera constamment croissante, après que t aura at-

2 r. A Ir.cosX . 6a . . r.cosd. dd. _
t e:nt 1—. V . sin — qui est le maximum de —:—— • —^ Quand

•A-sinA V g 2^ gsinX dt x

x' décroît, le cylindre remonte le plan incliné.
L'équation (9) n'est pas modifiée, et, par conséquent, le centre de gra-

vité G a, sur la droite mobile représentée par l'équation (11), le mouve-
ment décrit dans l'article III (3°); la durée des oscillations est encore
réduite à Ty/cos^.

Enfin, un point M'du rayon CG ne se meut plus sur une ellipse fixe
(UI, 4°)? mais sur une ellipse qui glisse parallèlement à Ox dans le
plan xOf, sans changer de forme ni de grandeur, et dont le centre suit
le point d'intersection des droites représentées par les équations

x = a H gt* sin X , y = a.


