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DÉMONSTRATION

De la proposition qu'une conrbe du n l è m e degré a, en général,
f n (n — 2 ) ( n 2 — g) tangentes donbles;

D'APRÈS M. LE PROFESSEUR C.-G.-J. JACOBL

[Journal de M. Crelle, tome XL, page 237; i85o (*)].

\ . Notation. U étant une fonction rationnelle entière
algébrique de degré p, U, représente la somme de tous les
termes de degré p — 1, de sorte que Ton a

U==U.H-U,4-U2-f-...-MJ /,,

où Uo est de degré /?, Uj de degré p — 1, et ainsi de suite.
2. Lemme. A étant une fonction rationnelle entière

égale au produit des deux autres fonctions rationnelles
entières B et C, de sorte que A = BC: toute fonction ra-
tionnelle entière qui divise A sans avoir de facteur com-
mun avec B, divise nécessairement l'autre facteur C.

3. THÉORÈME. Û?0 , ô  , ^ 2 , . . . ,a,„ étant des fonctions
rationnelles algébriques entières en x et y, des degrés
marqués par Bo , Bt, B2, . . . ,Bm , quantités en progres-
sion arithmétique ; si Von a Véquation

a0 -+- a, // -f- a2 h2 -+-. . . -4- <xm hm = o ,

Téquation de condition, nécessaire pour que cette équa-
tion ait deux racines égales en h, monte à un degré
marqué par [m — 1) (Bo -h Bm).

Démonstration. Soient hi, h2,. . . , hm les racines;
l'équation de condition pour l'existence de deux racines

' * ) Voir Nouvelles {finales, lome IX , p.'iRC ><p.



égales e»tég

en désignant ainsi le carré du produit de la différence des
racines. Cette fonction rationnelle symétrique des racines
peut s'exprimer par une fonction rationnelle entière des
quantités

Soit a~p la plus haute puissance négative de <xin qu'on

rencontre dans cette fonction ; en multipliant cette fonc-

tion par a^, on obtient une fonction entière rationnelle

homogène des coefficients a0, a j , a2, . . . , orm et de de-

gré p, désignons cette dernière fonction par

A ( a o , y , . . , a w ) ,

nous aurons

A (a., a,, . . . , a») — a^ II {h, — hk)'.

Cette fonction A n'esl divisible par aucun des coefficients
#0: a2> • • • >am? c a r î S^ c e t t e divisibilité existait, il s'en-
suivrait qu'en égalant le coefficient diviseur à zéro,
A s'annulerait et l'équation aurait alors des racines
égales, ce qui n'est pas nécessairement vrai. 11 s'agit
maintenant de trouver la valeur de p; à cet effet, considé-
rons l'équation suivante réciproque de l'équation donnée

désignons les 1 acines par gt, g2, • . . ,^,,o de sorte que

on a donc

A (,„, «„,_, , . . . , a,,) = / n {gl - gly =



Le produit II renferme - m (m — i) facteurs, et le déno-

minateur de II est égal au produit de toutes les racines,
/*! , . . . yhm élevé à la puissance (im — 2) ; donc ce déno-

minateur est

Doue

' 1 < / a o \ 2 m ~ 2e s a l aU) •
— 1111 -+-2 lui— 2 y-, , , j .

a#|j 1J (//, — hk )
2

0

or, nous avons vu qu'aucune des fonctions A n'est divi-
sible par l'un des m 4- 1 coefficients y0, a l 9 . . . ,am •, il faut
donc que l'on ait

p — 2 /?/ — 2.

On a donc la valeur cherchée de /?, et il vient

( 1 ) A (a. , a,, . . . , am) = « ^ w - a n( / / f - A/)2

Ct
A(a 0 , . . ,am) — à(<xm, . . . , a 0 ) ;

ainsi A est une fonction entière homogène des m -f-1
quantités a0, . . . ,am et de degré im — i\ et pour que
l'équation ait deux racines égales, l'on doit avoir A = o,
A étant débarrassé de tout facteur étranger.

Observation. M. Joachimsthal parvient à la même
équation (1) par des considérations analogues (voir t. IX,
p. 99) ; il semble que la démonstration de M. Jacobi ne
puisse plus s'appliquer à la recherche de la valeur
de p , lorsque cx0 — «,„•

Supposons que a0, « ! , . . . , y.m représentante des fonc-
tions d'une variable ou de plusieurs variables, de deux
par exemple, .r et y, de degrés respectivement marqués
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par Bo, Bj , B 2 , . . . ,Bm •, si dans l'équation A = o on rem-

place a0, « t , . . .,öfmrespectivement par aQt \<xAt ' , . . . ,

am£ w, la fonction &\ocot \ccit
 x, . . . ,am£ mj est de même

degré en t, que l'équation A = o est de degré en x, y.
En effet, si les nombres Bo , B l 9 B 2 , . . . ,Bm forment

une progression arithmétique dont la raison est C , on a

et

(2m — a)Po

II faut se rappeler que A est une fonction homogène de
degré 2m — 2.

Comme hx, hZ) . . . >hm sont racines de Téquatiou

il s'ensuit que hxt ", /ijt~" , . . . ,hmt~ J sont racines de
l 'équation

o = a0 -t- a, f h -f- a21 / r -h . . . H- am f /«"• ;

donc, en vertu de l'équation ( i ) ,
/ C oC ni C'A

d'où, faisant sortir r~ ' de IT,
/ C 2C mC\ m (m — i)C

A \ a a r a^ a f j = / A ( a 0 , a , , .

J A(a0, a,,.

Mais
2 Bo -f- W2 C ~ Bo 4- B r , ,

donc



A (a0 ? «i, .*. • >#,«) ne contient pas la grandeur t; donc le
degré en t du premier membre est (ni — i) (Ro H- Bm) 5
c'est donc aussi le degré de l'équation A = o en x, ƒ »

C. Qé F. D .

4. THÉORÈME. Étant donnée Véquation du mieme degré

si on la transforme, par la substitution de h = _È,

en cette autre équation,

O = (7 •+• <?£")'* F ( J = 60 -\- Ô, g" - h p2 g
2 + ...-+- 3mg"m,

\ 7 -+~àg !
on a

A = o désignant Véquation de condition pour que Vè-
quation o = F (h) ait deux racines égales.

Démonstration. Soit /i t-= r-^-' ou #< = (-7—- ' ;
7 ~J~ "éft " ^ t — "

alors gn g*, • • • ygm sont racines de l'équalion

en vertu de la formule (1), on a

et l'on a évidemment

il suffit pour cela de faire g = oo . Ensuite on a

le dénominateur dans le produit II (g-, — g/,) est donc

/l«n. rf<» Maihcmat.y i. XII, (Avril i853.) . IO
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rgal à

ca r

F (//) = '/" (// - / / , ) ( / / - h.\ . . , ( / / - ?in) ;

a i n s i ,

cl dr là

A (p„, p , , . .., w -̂  p m n ( ^ - gr,)2 = ( v ^ - v ^ ) " ^ - 1

X A (a0 , a , , . . . , aw).

c. Q. F. n.

Corollaire. Si Ie determinant y J ' — d'y est égal à Tu-

in l e , on a
A ( p o , . . . , p m ) = A ( a , . . ,pm ) .

5. PROBLÈME. Soient les deux fonctions f et ty, en-
tières en x et y, on a de plus f= o. Trouver, s'il est
possible, une fonction entière X en x, y, telle que le
degré de la f onction entière ty -t-lf= v soit diminué
de e unités.

Solution. 11 est d'abord évident que If doit être de
même degré que ^ ainsi, le degré de 1 est déterminé.
D'après la nolation ei-dessus (§ 1), écrivons

v •=. y0 - h v , - h v 2 • + * . . . ;
d'où

v0 + V|—f- v2 - 4 - . . .
= •!>, 4- •]>, + •!; -h , . . -H (\> 4- .̂ -h . . • ) (/u -h ƒ 4- ƒ -f-. . . ),
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ot de là on tire, v et ^ étant du même degré,

etc., etc.

Si le degré de v doit s'abaisser de e unités, on devra avoir
les identités : •

O = ^o + ^o fo >

o = 4>, -4- >0 ƒ* 4 - *i ƒ 4 - > » / o ,

La première équation montre que tp0 doit être divisible
par / i , et le quotient fait alors connaître — /0$ la se-
conde équation montre que t|/4 + Xo / i doit être divisible
par ƒ0, et le quotient donne — l t , et ainsi de suite. Si une
de ces divisibilités manque, le problème est impossible;
lorsque ces conditions sont remplies, les quotients font
connaître les e fonctions entières Xo, Î M . . . , ) £ _ l 7 et 1
est connu, car l'on a

où Ton peut prendre pour X., ls_hl, etc., des fonctions
entières quelconques de degré inférieur aux e premières
puissances dans X.

6. THÉORÈME. Si l'on a deux fonctions entières
f [oc, y) & yk<f (x 9 jr) 1 tel/es que le degré de cette
dernière fonction puisse être diminué de e unités au
moyen de l'équation ƒ (x, y ) = o, et si, de plus, fQ)

n'est pas divisible par y, alors le degré de cp (x , y)
pourra être diminué aussi de z unités au moyen de la
même équation ƒ (x, y) = 0.

1 0 .
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Démonstration. Faisons

r** (*>/) =+(*>/)>
alors

+(o) = r*?o> +i = r*?M ?2 = rA<?2» e t c- ;

donc les s identités du problème précédent deviennent

Mais ƒ> n'étant pas divisible par ƒ*, il faut, d'après ïc
Iemme 2 , que ^0 soit divisible par y* \ et, par le même
raisonnement, on déduit de la seconde identité, que /,
doit aussi être divisible par j À , et ainsi de suite; on peut
donc poser

où ^ o , (j^ , fx2,..., /xc _ j sont des fonctions entières de x , r ;

les identités donnent

O = (po "f" Po f o >

O = f 2 -f- po / a "f" f*i fx H- p2 /o ,

d'où

•+- (f*o + ïi + f*a -»"••• f*. - 0 (/o H- ƒ, 4 - . . •) = °>

par conséquent, dans l'expression

les e premières puissances les plus élevées disparaissent.
c. Q. F . D.
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7. Ces préliminaires posés, nous pouvons passer au

problème à résoudre :•
PROBLÈME. Trouver le nombre de tangentes doubles

d'une courbe du nlhne ordre.
Solution. Soit f (x, y) = o l'équation d'une courbe

donnée, de degré n. On rend cette équation homogène en
multipliant les termes de degré inférieur à n par des
puissances d'une variable z\ représentons la fonction
qu'on obtient ainsi par f ' (x, y, z). Si, d'après la nota-
tion du § l, on écrit

on aura
ƒ (*, y, z) =f0 +ft z +f2 z5 -}-. . . + fn z\

Soient x , y les coordonnées d'un point de la courbe,
par lequel passe une tangente, dont nous désignons les
coordonnées par p et q \ on a

Faisons

en donnant à h toutes les valeurs de -f- co à — OD , on
obtient toutes les coordonnées de la tangente. Pour tous
les points d'intersection de cette tangente avec la courbe y

on doit a\oir

AP.<,,*)=/{*+%*,,±%k,:
posons

vt

df
Tix

bh, y

df /a -, — = b
df

— ah, z) z= ,

df
dz



car les deux premiers termes disparaissent, à cause des
deux équations

f{*> r> z)=<>, b~ — ar—=o;

la tangente coupe la courbe en n — 2 points donnée par
l'équation

(3) o = - ƒ ( x H- b h, y — a h, z ) = u2 -+- « ̂  -f-... -h un h
n~

Si cette équation a deux lacines égales, la tangente de-
vient double, c'est-à-dire qu'elle touche la courbe en deux
points différents. Alors on doit avoir, comme ci-dessus,

A ( W , I / j , , Uu) = O .

Cette équation détermine, avec celle-ci.

le nombre des tangentes doubles.
Dans l'équation (3), remplaçons h par hy, et se rappe-

lant que l'on a, à cause de l'homogénéité ,

ia 4- y b 4- zt — nj — o et by — — xa — zt ,

on aura successivement

' y * a -f- y u h -\- y1* u4 II1 4- • 4- y n itti h
n~

— -— f (x 4- ybh , y —y ah, z

v ^ jl f {x K — zch, y A, zÂ -f- zah

A" „ / zch zah \

OÙ
A = 1 — ah

Faisons

//// ) = vÀ h + i' h -\- . . .



remplaçant h par — ? on obtient
A "

zdi zah\ z1 vxh
l znvnh

n

A ' J ' ' A / A2 A»

donc, à cause de l'équation (4) 5

(Ç., j Y1 H 2 -+- r̂  w1 A + . . . -h t> " "n h11 '

niellant à la place de A sa valeur i — ah , et développant
le membre à droite, suivant les puissances croissantes
de /z, supposons que Ton ait

j = z V A" 2 + . . . -»-s» rn/£«-%

alors

/qv ( j / « 2 f y>thà + y*«*h 4 - . . . 4 yJ'un/i
H '

W ) r r z ' p H- s» p. /* -f- - . - -f- rs» pw /*« ',

et de là

(C)) (> / / . r r s ' p , , J3 / / = 3 ' p o , . r 1 / / , , ^ z'fV

Au moyen de ces équat ions et de l 'équat ion de la courbe
f — o , on peu t opérer la t ransformat ion des coeffi-
cients j ' */,.

Si, dans ridentité(2) employée ci-dessus (p. i44)> on
remplace îespectivcmcnt a o Z, //z, Bo , Bm par i/i+2} ƒ-)
// — 2 . 2, 7J, on obtient

A ( j " « u , yiii,. . . , y» un) = j (»- ^ ('H--) A (u2, uo,. . . , «„) ;

les équations (9) donnent

donc

? ,n-3) („+5N A ( l*% M3 , . . . , W/l \ = A ( 3» f , ^ ^ , . . . , z' % ) .

Si, dans l'équation (7), on remplace h par — -—, et



qu'on ait égard au corollaire du théorème 4 (p. i4ö), et
puisque ici

y* — v'o = i,
on a donc

et
r ( « - 3 ) (*+*; A ( w 2 ) « 3 , . . . f „„) ~ A ( z 2 ^ , s> e, , . . . , 32 <>,<).

Enfin, comme on a aussi l'équation identique

A ( Z ' P , , * V 3 , . . . , z"-vn) = z ( » - 3 ) ( « - " ) A (<>2, * 3 , . . . , V „ ) ,

donc

on a eu ci-dessus
1

('0
-~/(.r-f- bh, j — - ah, z) = w, -f- «3/*H-. . .-f- ,

Or, a , è, c sont des fonctions homogènes en .r, j , z,
chacune de degré n — i; donc les coefficients ?//+23 ^ + 2

sont des fonctions homogènes de môme degré; donc aussi
les deux membres de l'équation (10) sont des fonctions
homogènes de même degré en x, y, z, car elles sont for-
mées de la même manière avec les fonctions homogènes

Si, dans l'équation (10), on fait 2 = 1, on voit que la
fonction y(n~V ("+2J A (w2, w 3 , . . . , //„) peut, au moyeu de
l'équation f = o, devenir A (^2, ^3,. . . , vn j , par consé-
quent s'abaisser de (n — 3 ) ( n -h 1) uni lés ; donc, en vertu
du théorème 6 (p. 147), la fonction A (w2, «3?- • •, un)
peut aussi se changer en une fonction A' abaissée de
(n — 3) (n -h a) unités.

La proposition 6 ne subsiste qu'autant que tous les
ternies les plus élevés de fn ne sont pas divisibles par y,
c'est-à-dire que le terme xn ne manque pas. C'est ce qu'on
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peut toujours obtenir par un changement d'axes de coor-
données. Dans la seconde des équations (i i ) , désignons le

d2/
degré de ^ + 2 par B t , u% renferme £2 -7-75 ainsi, Bo est

de même degré que *>2 ou w2, par conséquent de degré
i(n — 1) 4-/1 — 2 = 3n — 4 j

Bt est de degré 3 (n — 1) 4- n.— 3 = 4n — 6, etc., de
sorte que les quantités Bo, B j , . . . , B„_2 forment une pro-
gression arithmétique dont la raison est n — 2, et
Bn_2 = n (n—1). Il suit donc du théorème 3 (p. I41)?
en y faisant ??i = n — 2, que le degré de A (y.2: ^3 , . . . , vn)
est

{n — 3) (Bo 4- Bm) =; (n - 3) (/Î24- 2/1 - 4);

donc le degré de A' est

(1,—3)(«s4-2ii-4)—(»-3)(/i + 2) = ( « - 2 ) ( ^ - . 9 ; ;

ainsi, le système des deux équations

ƒ — o , A(u2,uz,...9un) = o9

peut être remplacé par le système ƒ = o, A ' = o, deux
équations dont la première est de degré n et la seconde
de degré (n — 2) [?i2 — 9) \ et chaque système de valeurs
de .r, y qui satisfait à un système d'équations, satisfait
aussi à F autre.

n [n — 2) (z*2 — 9) systèmes de valeurs satisfont aux
équations

/ = o , A ' = O ;

il n'y a donc que ce nombre de valeurs de x^y qui satis-
fassent aux équations

ƒ—o, A ( M , , . . . , « 4 ) =ro,

valeurs qui rendent ƒ = o, et qui, substituées dans.l'é-
quation

o = u2 4 - «3 h 4 - . . . 4 - «4 hn~~2 y

donnent à cette équation deux racines égales ] mais ces
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valeurs de x.y sont les coordonnées des points de la
courbe où la tangente touche encore la courbe en un autre
point ; de sorte que ces valeurs de x^y sont les coordon-
nées des points de contact des doubles tangentes. Ainsi ces
points sont donnes par l'intersection de la courbe du de-
gré n [f = o) avec une autre courbe ( A ' = o) de degré
(n — 2) (/z-2 — 9) ; ainsi le nombre de ces points de con-
tact est en général n [71 —- 2 ) (n2 — 9).

Deux de ces points de contact appartiennent toujours

à la même tangente \ donc le nombre des doubles tan-

gentes est - n [n — 2) [n2'—9). c. Q. F. D.

8. Toute celle démonstration est fondée sur la remar-
quable équation (10) qui a été déduite de l'équation (4) •>

f{x -f- ybh,jr — yah,z)

Si Ton pose

A = 1 — ah, 13 z=z 1 + bh , C ~ 1 + vh ,

A' — 1 — ah, B' = 1 -h bh, C = 1 + ch ;

casuite
/(x,r+r//,5-^)=?(/0,
f{x — c!i,y,z-\- ah) =ç,( / i ) ,
f{x+ bh,jr — ah,z)-s=zv,{h),

011 obtient de la môme manière que l'on a obtenu l'équa-
tion (4)1 les équations

«f/A , . x _,.. i zh

B~'

léquatioii (10) a été déduite de la première équation de



I a première ligne horizontale • On aurai t aussi pu la déduire
de la deuxième équation de cette même ligne.

On déduit deux équations analogues à l'équation (10)
des quatre autres équations. Ces résultats sont renfermés
dans le théorème suivant :

THÉORÈME. Représentons par A (âr0, aj , a,, . . . ,«,„),
une fonction entière homogène des quantités cc0, . . . ,a,„,
de degré im-^-i, telle qu'en l'égalant à zéro, elle
donne la condition pour que Véquation

a0 -f- a, h 4 - *Ji7 -h . . . -t- amhm = O

ait deux racines égales ; soit ensuite f(x> J 5 z) une fonc~
lion entière homogène dex,y^zde degré n -, enfin,
posant

y,(/«) = ƒ fx - ^fh,y,z + % h) = P.

A ( « , , « 3 , . . , « „ ) = A ,

A ( < > 2 , ^ , . . . , ( ' „ ) = A , ,

A ( w 2 , w 0 , . . . , « ' „ ) = A , ?

o/V A, Aj, A2 sont des fonctions homogènes dex. y, z
de degré [n — 3) (n2 -h 2« — 4)? alors il résulte de Vè-
qualion f •=. o /c\? proportions

A : A, : A , = s(^~3) ("+2Y: ^•("•~3^ C71**"̂  : x^n~^ ( n + 2 ) .

-5«r /e nombre de points dû inflexion.

10. Soit

si l'on, a encore u2 = o, les coordonnées du point qui sa-
tisfont à cette équation et à «elle de la courbe ƒ = o sont
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les coordonnées d'un point d'inflexion; la .langen te de-
vient osculatrice. Si dans l'équation (6) (p. I 5 I ) on fait
h = o et A =• i , on obtient

si Ton fait z = i, la fonction jy2 w2, et par conséquent la
fonction u2 se réduit de deux unités $ mais IU est de l'ordre
3n — 4 5 elle peut donc se ramener^ à l'aide de l'équation
ƒ — o, à une fonction u\ de Tordre Zn —6; par consé-
quent, le nombre de points d'inflexion est ?>n[n — 2),
ainsi que M. Pliicker l'a indiqu*é (voir t. IX, p. 293,
th. a5).

11. L'équation (6) montre aussi que toutes les fonc-
tions w3, i/4, etc., peuvent se réduire de deux unités à l'aide
de l'équation f = o; car, si dans l'équation (6) on rem-
place A par i — ah, et comparant les coefficients des
mêmes puissances de h, on obtient

X7u2 = z7t>7, j3tf3 = z 3 ^ — (n — 2) z2a^. . . ;

faisant z = 1, y*u% et aussi z/3 s'abaisse de deux unités,
et ainsi des autres. On peut aussi obtenir ^ en u, à l'aide
des équations (12).

Sur le nombre de tangentes communes à deux courbes.

12. Ce nombre s'obtient facilement par la théorie des
polaires réciproques; maison peut le trouver analytique-
ment par la théorie précédente.

Soient
(fi(x,x)z)=zo, f(x,y,z) — o,

les équations de deux courbes de degrés m et rij ou sim-
plement cp = o, f = o, x et y étant les coordonnées d'un
point P de la courbe/; faisons derechef

les valeurs de h donnent les coordonnées courantes de la
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tangente en P ; les valeurs de h qui correspondent aux
points où la tangente en P coupe la courbe y, sont déter-
minées par l'équation

<?(ƒ>>?>*) = <?(•*-*-^ ,7- - ah,z)z=o.

La condition pour que cette équation acquière deux ra-
cines égales détermine les points P de la courbe ƒ , qui
jouissent de la propriété que les tangentes en ces points
touchent aussi la courbe <p; le nombre de ces points est
celui des tangentes communes.

Soit

cp (x -+- bh, y — ah ,z) = ut -f- M, b -H u2 h
2 -+- . . . -+- um hm = o ;

pour que cette équation ait deux racines égales, on doit
avoir

A ( t t o , W , , . . . ,Um) = : O ,

où A désigne une fonction homogène en x, ƒ , z de degré
ivi — 25 on a

xa ~*r yb -f- ze ~ o ;

faisons comme ci-dessus,

A =1 1 — ah,
nous obtiendrons

/ 7 # 7 ^ * „ / ch ah\
v(x-\-jbh,y —yah,Zj~ Amv l.r—• 2—•» j , z—z-— :

\ A A /

posons

» ( j? — c/*, j , z -H a A ) = ï'o -H P, A + ^2 A
2 -f- . . •+- tm/im,

et opérant comme ci-dessus, on obtient

«0 •+• jw. / ' . + J2^2 /'a -H • . • + Jm vm hm
0 zv{ km~ xkh H- z7o2

On a
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et à F aide du théorème 4,

et le théorème 3 donne

donc

Cette équation montre qu'en faisant z = i , on peut,
à l'aide de l'équation ƒ = o , ramener la fonction
j»« ("*-i) A (uo,.,.5Mm), et par conséquent aussi A(*/o?..., wm),
à une autre fonction A' dont le degré est diminué de
m (ni — i) unités.

Désignant le degré de \\ par B,, les nombres BO5Blr..,I3/fi

forment une progression arithmétique, et Ton a

Bo — m,

B, = /« — i + n — i = m -\- n — a,

B, = m — 2 + 2 ( « — I ) = /« + 2H — 4 ?

Bm = /w (n — i) (car les v renferment des a,b,c, . . .).

La fonction A (t>0, vx, . . . ,vm) monte donc au degré
[ni — i) (Bo -f- Bm) == nui (ni — i) • ainsi la fonction A'
est du degré nui (m — i)—m(tn — i) ~m(m — i) (/z—i);
ainsi les points P de la courbe J\ qui ont la propriété
énoncée, sont donnés par 1 intersection d'une courbe j de
degré n et d'une coinbe A '=odedrgré ni (/?/ — i) (// — i):
le nombre de ces points est doue nui (ni — i) (n — i) ; ré-
sultat connu parla théorie des polaires réciproques.

Ce Mémoire , de l'illustre et à jamais regrettable ana-
lyste, qui complète enfin la théorie des polaires réciproques
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(voir t. IX, p. 293), est suivi d'une Lettre de son savant
élève, le professeur Otto Hesse; elle est datée de Kœnis-
berg, le 3o décembre 1849. Nous la traduisons in extenso :

a Je vous suis d'autant plus reconnaissant de ce que
vous m'avez communiqué la démonstration relative aux
tangentes doubles, que cela m'a engagé à faire un der-
nier eflbrt pour trouver l'équation débarrassée de tous
les termes superflus de la courbe qui passe par les points
de contact des doubles tangentes pour une courbe du
quatrième ordre : je savais d'ailleurs qu'une telle équation
doit exister, car je puis indiquer sept coniques qui passent
par ces points (*), non pas de la manière que ferait pré-
sumer le théorème inexact de Plücker sur les coniques
passant par ces points, mais d'une toute autre manière,
trop longue pour être donnée ici. Mon essai a réussi, et
voici le résultat : soient u = o l'équation de la courbe du
quatrième ordre-, A le déterminant de la fonction u for-
mée de ses coefficients diflérentiels du second ordre
//n , i/22, • • .(**)• Soient ensuite A,, A2, A o A n , A2*,.. . ,
les promicis et seconds coefficients diflërenliels de A. Si
Ton pose

e,, r = u n U , -— u]2) ( ' 3 = « n « i — «11 «a ;

v =. a, / / , , — i i \ z , / / j , = «ai WJ„ — «_>2 « u ;

V =2 Un U i II] 7 , K , , = B 2 « | U „ Ul2 ,

l'équation cherchée du 14e ordre vst

— 3 A,,*',, 4- A2»t'j2-f- A3ir3l -f- 2A2j(' iJ - h 2 A H ^ T , -f- 2 ^u^\2)= o.

)) \euillez avoir la bonté de remettre les Mémoires ci-
joints à M. G.-R. Crelle. Agréez les vœuxJes plus sincères
pour la nouvelle année, de votre très-dévoué disciple. »

1 *) Points qui sont au nombre de cinquante-six
( ** ) Von tome X , pajje ir>\
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Observation. C'est M. Hesse qui a introduit la théorie

des homogènes dans la science. Voici ce que M. Jacobi
dit, à l'occasion de cette introduction, dans le Mé-
moire ci-dessus sur les doubles tangentes : o: Les formules
» de la Géométrie analytique ont gagné essentiellement
)) en simplicité et en symétrie, en introduisant la fonc-
» tion homogène f (je, y, z) de trois variables x,y^ z,
» au lieu de la fonction non homogène f (x, jr) 5 et sans
» cette introduction, plusieurs des plus importantes re-
» cherches ne pourraient se faire sans de très-pénibles
» longueurs. Les recherches suivantes montreront de
» nouveau l'utilité de cet important moyen auxiliaire. »

Ce puissant auxiliaire est encore ignoré en France,
pays de l'Europe où l'enseignement mathématique est le
plus arriéré, et où des prescriptions misologues viennent
repousser encore ce maigre enseignement au-dessous de
celui de i65o (*).

M. Poncelet a démontré les théorèmes suivants :
i°. Une courbe plane A de degré n, a, généralement

parlant, pour polaire réciproque, une courbe de degré
n(n — i)',

2°. Si la courbe A a oc points doubles et (3 points de
rebrous sentent, le degré de la courbe B est diminué de
2 a -h 3 (3 unités ;

3°. A chaque tangente double de A correspond un
point double dans B; à chaque point d'injîexion de A
correspond un point de rebroussement dansB.

Faisons

n(n~> 1) = «';

la polaire réciproque de B, d'après le théorème 1, devrait

v*) Au \ u i e siècle, la geomotrie bcftmentaire rtait enseignefc.



être du degré
ri [ri — i) = n* — 2

toutefois, cette polaire réciproque n'est que du degré n ;
elle s'abaisse ainsi de nk — 2»3 unités : cela ne peut pro-
venir que des points doubles et de rebroussement de la
courbe B, ou, ce qui revient au même (théorème 3), des
tangentes doubles et des points d'inflexion de la courbe A.

Si a représente le nombre des tangentes doubles, et/3
le nombre des points d'inflexion, on devra avoir

2 a -f- 3p = /Î4 — 2/23;

or, M. Plücker a démontré que l'on a

p = 3/l(/I — *)-

11 a conjecturé que

= -n {n — 2){/*2 — 9)
22»

[voir tome IX, page 295)*, et il a même démontré Inexac-
titude de la valeur de a pour n = 4 \ dès lors

M. Jacobi a, le premier, démontré la généralité de la
valeur de a. Ainsi, le paradoxe que présentait la théorie
des polaires réciproques est complètement expliqué.


