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DEMONSTRATION

De la proposition qu'ane courbe du 7'~ degré a, en général,
t n(n—2) (n*—g) langentes donbles;

D'apris M. LE PrOFESSEUR C.-G.-J. JACOBI.

[Journal de M. Crelle, tome XL, page 237; 1850 (*)].

1. Notation. U étant une fonction rationnelle entiére
algébrique de degré p, U, représente la somme de tous les
termes dc degré p — i, de sorte que I'on a

U:U0+U|+U7+...+Up,

olt U, est de degré p, U, de degré p — 1, et ainsi de suite.

2. Lemme. A étant une fonction rationnelle entiére
égale au produit des deux autres fonctions rationnelles
entiéres B et C, de sorte que A = BC; toute fonction ra-
tionnelle entiére qui divise A sans avoir de facteur com-
mun avec B, divise nécessairement I'autre facteur C.

3. TutoREME. &g, 0y, 0s,...,a, ctant des fonctions
rationnelles algébriques entieres en x ct y, des degrés
marqués par By, By, Bs,...,B,, quantités en progres-
sion arithmétique; si Uon a Uéquation

og 4yt s o0 =0,

l'équation de condition, nécessaire pour que cette équa-~
tion ait deux racines égales en I, monte & un degré
marqué par (m—1) (B, + B,,).

Démonstration. Soient hy,h,,..., I, les racines;
Iéquation de condition pour I'existence de deux racines

“*) Voir Nouvelles Annales, tome IX, page 5.
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égales et
n (’l,—-— II/,)’I 3

en désignant ainsi le carré du produit de la différence des
racines. Cette fonction rationnelle symétrique des racines
peut s'exprimer par une fonction rationnelle entiére des
quantités

[ e Am—2 %
—

9oy —=

Em %m 2Zm

Soita,, 7 la plus haute puissance négative de «,, qu'on
rencontre dans cette fonction ; en multipliant cette fonc-
. ) . . .y .
tion par a,’”, on obtient une fonction entiére rationnelle
homogéne des cocflicients ay, @y, @s,...,0, ct de de-
gré p; désignons cette derniére fonction par
A (%:7 P )“m),
nous aurons
P

A%y Riyonesy %m) = o 1 (he — 2)2.
Cette fonction A n’est divisible par aucun des coefficients
Ugy oy s ytty;cary si cette divisibilité existait, il s’en-
suivrait qu'en égalant le coefficient diviseur a zéro,
A s’annulerait et 1'équation aurait alors des racines
. . ’ . . . .
égales, ce qui n’est pas nécessairement vrai. 1l s’agit

maintenant de trouver la valeur de p; i cet effet, considé-
rons I'équation suivante réciproque de I’équation donnée

am + aln—lg -+ “m—.g“*'- . “ngm: 03

désignons les1acines par g1y sy« « +, 8., de sorte que

| -

)

g

¢

>~

on a donc

AUmy iy o v s ,x(.)::afﬂ(g, — =«
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. . 1 .
Le produitIT renferme Sm (m — 1) facteurs, et le déno-

minateur de II est égal au produit de toutes les racines,
hys...,h, élevé ala puissance (2m — 2); donc ce déno-
%y

2m—2
minateur est égal & (—) .

m

Doue

) — 2M +2 2mM—2
A(“m,“m I’-.-,’A.;)—_—-a, H(

24
0 m

b, — /lg)z

p—2m—+2
23
0

— { .
= T A% %0 am)s
%

m
or, nous avons vu qu’aucune des fonctions A n’est divi-
sible par P'un des m + 1 coeficients o4, 4, . . .+ ,22,,; il faut
donc que l'on ait

= 2m — 2.
On a donc la valeur cherchée de p, etil vient

(1) Aoy 2iye oy ) “—‘“;’m_nn(/',——hl.)‘
cL

A(au,. . ,Zm)-_—'A(’-‘my' ")ao);

ainsi A est unc fonction entiére homogéne des m -1
quantités oo, . .. ,, ct de degré 2m — 23 ct pour que
I’équation ait deux racines égales, 'on doit avoir A = o,
A étant débarrassé de tout facteur étranger.

Observation. M. Joachimsthal parvient a la méme
¢équation (1) par des considérations analogues (voirt. 1X,
P- 99) ; il semble que la démonstration de M. Jacobi ne
puisse plus s’appliquer a la recherche de la valeur
de p, lorsque = «,,.

Supposons que 2o, @y, ..., %, représentant des fonc-
tions d’une variable ou de plusieurs variables, de deux
par exemple, x et y, de degrés respectivement marqués
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par Bo, By, By, ..., B,,; si dans'équation A =0 on rem-
. B B
place &y, @3, . . ., @, vespectivement par agt ot ...,

az,,,tB"', la fonction A(ao tB°, oy tn' Yo ,zz,,,tB"') est de méme
degré en t, que I'équation A = o est de degré en x, y.
En effet, si les nombres By, B,,B,,...,B, forment
une progression arithmétique dont la raison est C, on a
B,=B,+{C,
ct

B B B
A(ant o, ac,t“,...,oz,,,t m)

- t(zm —Z)Bo

() 2C mC
= A(a.o,o:.t,a,t yerey Uml )-

Il faut sc rappeler que A est une fonction homogéne de
degré am — 2.
Comme hy, Iy, ..., N, sont racines de I'équation
0=+ a ...+ 2, A",

il s’ensuit que ll,t—c, bit—(‘,. b, ¢

I'équation

“ sont racines de

N

m(

C 2C X
o==ayat 4ot A Ao, kg

donc, en vertu de I'équation (1),
C 2C m(
A(ao,a,t P77 SR 3 )
— a').m——';tm(m»r—g)(,n (b,t—c— ]l”__,c):

m
o c—C
d’on, faisant sortir #~ " de IT,

20 mC)

C m(m—1)C
A(ao,a,t 2T RPNy 4 ? ( /

\
Aoty &yiyeney oy,

B B B (m — )
A(uot o’alt ‘1 ® ,amt "') = t\,n I)(QB‘._*_"'(‘) (20, a.,...,ﬁm).
Mais
2B+ mC=B8B,+B,,
donc
. “ B Br
(o Aot 2ty yomt ”)

m—1)(By+ B,
=t “\“/-MU-H '01‘10)\,‘9
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A(ag, 0y, . . ya,,) ne contient pas la grandeur 7; donc le
degre en t du premler membre est (7 -—1) (Bo + B..);
c’est donc aussi le degré de 'équation A= o en x, y.
C. Q. F. D.
4. TutonEME Etant donnée U'équation du m*"* degré

F(h)=a+ e,k +oh* ...+ anh™;

7+8

st on la transforme, par la substitution de h = oy
7 o

en cette autre équation,
! + 3’
0= 1+ g1 F (LI5E) = b bug + 5"+t Bug,
7 +9dg
ona
m:—m
A(B, Biyeees Bu)= (78,:_ 7'9) B{anyany .. yom),
A =o désignant l’é(/uation de condition pour que l'é-
quation o =F (L) ait deux racines égales.
'/ +d'g o
g L& 3h —t
alors gy, &8s, - - - ,&n SNt racines de I’équation
v 7+ g\
v+dg )’

Démonstration. Soit h; =

0=I3o+f3:g+---+@mg’"=(7+'?g)'"F<

en vertu de la formule (1), on a

2m —-2

A(BosBis- vy Pu) =By n(gi— g
et ’on a évidemment
-
il suffit pour cela de faire g = o . Ensuite on a

=) (i)
B8R = TS R) O — )

le dénominateur dans le produit II (g; Q—g‘) est donc
Ann. de Mailémat., t. XIL, (Avril 1853.). . 10
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¢gal &
L8 = 8h)) (0" — 8h,), oo, {0 — 3 Jry) Jrm(men)
2 > ¥ :
SRR
8\ fm
-'Er<5)~2f
car

F(h)= 2 (kb)) (h— b, oy (b B s
ainsi,

(. — g = =y 0 (2) 7 0 ).

et de la

3B Brve o B) = BT — gy = (3 — 5o
XA (%oy Zigen oy tm)e
C. Q. F. 1.

Corollaire. Si le déterminant yd'— d’y est égal o T'u-

nité, on a
3 (B Ba) = 8 (e B

5. Prosrime. Soient les deux fonctions f et ), cn-
tieres en x et y; on a de plus f=o. Trouver, s’ est
possible, une fonction enticre k en x, y, telle que le
degré de la fonction enticre -+ A f=v soit dininué
de ¢ unités.

Solution. 11 est d’abord évident que 1 f doit ¢tre de
méme degré que Y5 ainsi, le degré de X est déterminé.
D’aprés la notation ci-dessus (§ 1), éerivons

&:¢o+‘;’a+ng+,
S=hL+fit it
A=+ A+ N+,
=y v+ vt

Vot vi+ v
=d+b+d +o - wFN LN AL+

IR
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et de 14 on tire, v et ¢ étant du méme degré,

v =P+ o Sy

“I:‘I’I“*‘)oﬁ‘f‘)\lﬁa

n=db 4+ fi+N i+0fi,
etc., etc.

Si le degré de v doit s’abaisser de ¢ unités, on devra aveir
les identités : ' i

o=1{Yo+ N Jo,
0:\;’I+)‘uﬁ+)‘l ﬂ,
0:‘-‘/2+)\0f;+)\|ﬁ+)vju,

o=1d,_, +7\ofs—l +7~1fe—~°+"‘)‘e—-|fo'

La premiére équation montre que 1), doit étre divisible
par fo, et le quotient fait alors connaitre — 2,5 la se-
condc équation montre que ¢; -+ %, f1 doit étre divisible
par fs, ctle quotient donne — X, ct ainsi de suite. Si une
de ces divisibilités manque, le probléme est impossible;
lorsque <es conditions sont remplies, les quoticnts font
_nyet

connaitre les ¢ fonctions enti¢res 2o, 44,0, 2,

est connu, carl'on a

T T T W

ot 'on peut prendre pour 2_, 4., ctc., des fonctions
entiéres quelconques de degré inférieur aux e premiéres
puissances dans 2.

6. Tatorive. 8i l'on a deux fonctions entiéres
S (x, ) et yrolx, y), telles que le degré de cette
derniére fonction puisse étre diminué de ¢ unités au
moyen de Uéquation. f (x,y)=o0, et si, de plus, f,
west pas divisible par y, alors le degré de o(x,y)
pourra étre diminué aussi de ¢ unités au moyen de lu
néme équation f (x,y)=o.

10.
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Démonstration. Faisons
yre (@, y)=4(x0);
alors
Yoy =79 V=00 9= b, et

donc les ¢ identités du probléme précédent deviennent

o= ykg + X £, .
. o= y¥o,+N i+ \ fo,

o=yl +NLi+ M i+ fo,

o= yto._ 4+, fi, N S
Mais f, n’étant pas divisible par y*, il faut, d’aprés le
lemme 2, que 2, soit divisible par y*; et, par le méme
raisonnement, on déduit de la seconde identité, que 4,
doit aussi étre divisible par y*, et ainsi de suite; on peut
donc poser

X =70 l:-ykf‘l’ )ngkf‘g»--"’)‘a—::)’kﬁs—x,

O 5 14y 5 [hy5eee s (4, SONtdes fonctions entiéres de x, y 3
les identités donnent )

0 =g+ p fo,

O:?|+Hcﬁ+f‘|ﬁ,

o=g.+pfit+p i+t

0=9,_,tpo S tp forateitiy Jo;
d’ont
A oL T SN R
H(po+ o tp, ) (fo+ fi e )=0,

par conséquent, dans U'expression

\

el e i R A

les ¢ premiéres puissances les plus élevées disparaissent.
C. Q. ¥. D.
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7. Ces préliminaires posés, nous pouvons passer au
probléme a résoudre :.

ProsLime. Trouver le nombre de tangentes doubles
d’une courbe du n'*"¢ ordre.

Solution. Soit f (x, y) = o I’équation d’une courbe
donnée, de degré n. On rend cette équation homogéne en
multipliant les termes de degré inférieur a n par des
puissances d'une variable z: représentons la fonction
qu'on obtient ainsi par f (x, y, z). Si, d’aprés la nota-
tion du § 1, on écrit

S=A+Si+. . Lo

on aura
Sz, 3, 2) =R+ Lfiz+fiz?+...+ fuz"

Soient x, y les coordonnées d’un point de la courbe,
par lequel passe une tangente, dont nous désiguons les
coordonnées par p ct ¢; on a

df df
—(p—=x —(¢g —y)=o.
ac (P T+ le—r)=o
{"aisons
df df
=ax Ay g L e
P -+ ' q=2X (Lr/l 3
en donnant & h toutes les valeurs de + w0 a — o, on
obtient toutes les coordonnées de la tangente. Pour tous

les points d’intersection de cette tangente avec la courbe,
on doit avoir

df d
f(p,q,z):f(x+@/z,y—‘f/z,z)-—-o;
POSOI]S
A
de 77 dy oA T
ot

fletbhy y—ah, ) =uwul? 4w lo... u,b*,
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car les deux premiers termes disparaissent, a cause des

deux équations

fle, y,2)=0, b——a-=-=o;

la tangente coupe la courbe en » — 2 points donuée par
I'équation

(3)lo= }%f(z'—i— bhyy—ah,z)=u,+u,h +...4u, "2

Si cette équation a deux 1acines égales, la tangente de-
vient double, c’est-a-dire qu’elle touche la courbe en deux
points différents. Alors on doit avoir, comme ci-dessus.,

Alu ,uy, , ) == O.
Cette équation détermine, avec celle-ci.
Sflx, y,2)=o0,

le nombre des tangentes doubles.
Dans ’équation (3), remplacons £ par hy, et se rappe-
lant que 'on a, a cause de 'homogénéité,

w+ryb+ze=nf=o0 e by =—.a—z,
on auara ﬁuCC(‘bSiV(ﬂneIlt
! yoe +yruh+yru 4.+ e kT

1
:-/'—lf(.z +ybh, y —yah, z

W :-;; (xA —zch, yA, zA + zah
b
A zeh ) zah
—I;-I-_K.L"——Asy;u A)/
ou
A=1—ah
Faisons

Y fle—~chy vy 2+dh)y=oh v b ... h.
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zh .
remplacant A par 57 on obtient

/ zelh zah 2 v, I 3o, it
f(_{‘———— s —— ) = T H

AP A AT TN TR
donc, 4 cause de I'équation (4),

‘ Y, 4 Y h o e

Y
(6) } = 220 A s 0 AT =2 e AT - S,

mettant i la place de A sa valeur 1 — @k, ct développant
le membre & droite, suivant les puissances croissantes
de &, supposons que I'on ait
3B+ 2B 42 B, R A T

\7) — 20 A" "'+-~~ 4~Z"l',,/t"",
alors
(8) R A R e e T T S S A
‘ ):‘z‘ﬁ+z7[3‘/1+...+z’ﬁ,,/t" 2
ct de Ia
(9) o=z, Yu =20, yu,= 20,

Au moyen de ces équations et de I'équation de la courbe

y q

J = o, on peut opérer la transformation des cocfli-
cients y'u,.

Si, dans l'identité (2) employée ci-dessus (p. 144), on
remplace respectivement o, t, m, By, B, par w4, ¥,
1n—2, 2,n,on obtient

Ay, 3oty oy Yy == ) O Ay, 0,00, 0,);
les équations (9) donnent
A yru, yru,. . .,:)*"u,,): Az, 5B, .., 3 0
donc
PRI A (1 tyy ey V== A(220, 20,00, 27 B,

1— ah

Si, dans I’équation (7), on remplace & par — e
(2
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qu'on ait égard au corollaire du théoréme 4 (p. 146), et
puisque ici
73'-—-— '/,8 = [,
on a donc
A (2 By, 2Py ..y 2B) = A (220, 2P0y, .. ., 2%0,),

et

FA= D AUt wy ey ) == A (320, 305, . ., 270,
Enfin, comme on a aussi I'équation identique

B (20,3205, .., 2%0,) == 2T OFD A (0 00,0000,
donc
(10) yia) (k) A(u,“ uy, u") — z(n—™ {(n+2) A((L_,, Oyyenn ,un);

on a en ci-dessus

1
Y (x4-bhy y—ah,z) = u, 4+ wh+. ..+ w2,
(11)
I
lﬁf(x— chy yyz24+ak)=v, 4 v, h4... 4 o, hn,

Or, a, b, c sont des fonctions homogénes en x, y, z,
chacune de degré n —1; donc les coefficients w5, v,
sont des fonctions homogénes de méme degré; donc aussi
les deux membres de I'équation (10) sont des fonctions
homogénes de méme degré en x, y, z, car elles sont for-
mées de la méme maniére avec les fonctions homogénes
Uirss Vigs. 7

Si, dans I'équation (10), on fait z =1, on voit que la
fonction y =% *+*) A (uy, uy,. .., u,) pcut, au moyen de
Iéquation f = o, devenir A (v,, vs,..., v, ), par consé-
quent s’abaisser de (n—3) (4 2) unités; donc, en vertu
du théoréme 6 (p. 147), la fonction A (u;, us,..., u,)
peut aussi se changer en une fouction A’ abaissée de
(n—3) (n+ 2) unités.

La proposition 6 ne subsiste qu’autant que tous les
termes les plus élevés de f, ne sont pas divisibles par y,
¢’est-a-dire que le terme x” ne manque pas. C’est ce qu’on
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peut toujours oblenir par un changement d’axes de coor-
données. Dans la seconde des équations (11), désignons le
, . d? o
degré de v,;, par B,, u, renferme 5* d—;f; ainsi, B, est
de méme degré que v, ou u,, par conséquent de degré
2(n—1)+n—2=3n—4;
B, est de degré 3 (n —1) +n—3 = 4n —6, etc., de
sorte que les quantités B,, B, ,..., B,_, forment une pro-
gression arithmétique dont la raison est n—2, et
B,_» = n(n—1). Il suit donc du théoréme 3 (p. 141),
en y faisant m=n—2, que le degré de A (v, vy,..., v.)
est
(r—3)(Bo+Bn)=(n—3)(n*+2n—4);
donc le degré de A’ est
(n—=3)(n4-2n—f)— (rn—3) (n+2)=(n—2)(n*—9);
ainsi, le systéme des deux équations
S=o0, A(uyuy,...,u;)=o0,

peut étre remplacé par le systéme f= o, A'=o0, dcux
¢équations dont la premiére est de degré n et la seconde
de degré (n — 2) (n*— g); et chaque systéme de valeurs
de x, y qui satisfait 4 un systéme d’équations, satisfait
aussi 4 'autre.

n(n—2)(n*—g) systtmes de valeurs satisfont aux
équations .
: Sf=o0, & =o0;
il n’y a donc que ce nombre de valeurs de x, y qui satis-
fassent aux équations

S=o0, A(uy...,u;)=o,

valeurs qui rendent f= o, ct qui, substituées dans.1'é-

quation
o=u, 4 u;h ...+ b2,

donnent a cette équation deux racines égales; mais ces
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valeurs de a,y sont les coordonnées des points de la
courbe o11 la tangente touche cncore la courbe en un autre
point; de sorte que ces valeurs de x,y sont les coordon-
nées des points de contact des doubles tangentes. Ainsi ces
points sont donnés par l'interscction de la courbe du de-
gré n (= o) avec unc autre courbe (A’ = o) dc degré
(n—2) (n*— 9); ainsi le nombre de ces points de con-
tact esten général n (n— 2) (n* —g).

Deux de ces points de contact appartiennent toujours
a la méme tangente; donc le nombre des doubles tan-

I
entes est — n (n—2) (n*—9). C. Q. F. .

5 > 9 Q

8. Toule cette démonstration est fondée sur la remar-
quable équation (10) qui a été déduite de Péquation (4),

Slx+ybh,y—yah,z)
zch zal
=(1— a/z)"f( —_—— ¥y2+ ——-——)

1—ak 1— ah
Si 'on pose
A=1—ah, B=1+0bk, C=1-ch,
AN=1—ah, B=1+0b0k, C =1+ ch;
cnsuite
S (&, chyzs— bh) = ¢ (%),
Sz —chyy,z+ ak) =g (h)
Sz~ bh,y —ak,z2)=0, (k)
on obtient de la méme maniére que 'on a obtenu P'équa-
tion (4), les équations

) =/

b

b
k]

/ [ 2l
(12) | y(sh)=Drq <fﬁf), () = B (-E')’
yh . v xl
\ ¢ (wh) = Cg <C>, 9 (yh) = Cg, <E7>

I'équation (10) a éié déduite de la premiére équation de

™
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la premiére ligne horizontale. On aurait aussi pu la déduire
de la deuxiéme équation de cette méme ligne.

On déduit deux équations analogues a ’équation (10)
des quatre autres équations. Ces résultats sont renfermés
dans le théoréme suivant :

Tutorime. Représentons par O (agyayy ey, e @)y
une fonction entiére homogéne des quantités ao, . . . ,a,,.
de degré am— o, telle qu'en Uégalant & zéro, elle
donne la condition pour que I'équation

oy 4 a e @ ap = 0
ait deux racines égales ; soit ensuite f (x,y, z) une fonc-
tion entiére homogéne de x,y,z de degré n; enfin.
posant

d 1,
(xq—llz (f >: A T A A L
dy (lx

=/
/ q ()
',4:(/1‘,:/'<x — F{/I,)’,z—f— %/l) = 0,0 o B e, h
f

d
v (h)= <.c,) -+ f/ 3z — —i/z):wJLN—rv‘lc3+...+w,,/t",

Alwy,u,, . u,)=A,

A0y, 0,y 00,0, )==A4,

Aan,w, .. ,w,)=A,,
ot &, Ay, A, sont des fonctions homogénes dex, y, =
de degré (n —3) (n*+ 2n— 4); alors il résulte de Ué-
quation f = o les proportions

A:A LA = S(r=3) (n+2Ye ].(11—3‘ (n+1) ¢ pln—3) (n+2)
Sur le nombre de points d’inflexion.

10. Soit

d, d,
o:f(.z—}- f//,y——dllzz)_un—}-ulz—l— -+ u, hey

si 'on a encore u, = o, les coordonnées du point qui sa-
tisfont a cette équation et & ecelle de la courbe f'=o sont
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les coordonndes d’'un point d’inflexion; la.tangente de~
vient osculatrice. Si dans I'équation (6) (p. 151) on fait
h=oet A =1, on obtient
yiu, =z

si I'on fait z =1, la fonction y*u,, et par conséquent la
fonction u, se réduit de deux unités; mais u, est de 'ordre
3n — 4; elle peut donc se ramener, a I'aide de I’équation
f'= o0, & une fonction «, de I'ordre 31 — G; par consé-
quent, le nombre de points d’inflexion est 3n (n — 2),
ainsi que M. Pliicker I'a indiqué (voir t. IX, p. 293,
th. 25).

11. L’équation (6) montre aussi que toutes les fonc-
tions ug, u,, etc., peuvent se réduire de deux unités a 'aide
de I'équation f'= o car, si dans I’équation (6) on rem-
placc A par 1 — al, et comparant les cocfficients des
mémes puissances de /z, on obtient

Y, =2, ylu,= 2o, — (n—2)za’...;

faisant z = 1, y®u, ct aussi u; s’abaisse de deuax unités,
et ainsi des autres. On peut aussi obtenir v en u, a I'aide
des équations (12).

8ur le nombre de tangentes communes ¢ deux courbes.

12. Ce nombre s'obticnt facilement par la théoric des
polaires réciproques; mais on peut le trouver analytique-
ment par la théorie précédente.

Soient

o(x,7,2)=o, flz,y,2)=o0,
les équations de deux courbes de degrés m et 2, ou sim-
plement ¢ = o, f= o0, x et y étant les coordonnées d’un
point P de la courbe f; faisons derechef
%:a, %:[1, g’{:c, p=x+0bk, q=y—ah,

les valeurs de . donnent les coordonnées courantes de la
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tangente en Pj;les valeurs de % qui correspondent aux
points ou la tangente en P coupe la courbe ¢, sont déter-
minées par I'équation .
¢(p:9,2)=¢(x+ bh,y —ak,z)=o.

La condition pour que cette équation acqxfiére deux ra-
cines égales détermine les points P de la courbe f, qui
jouissent de la propriété que les tangentes en ces points
touchent aussi la courbe ¢; le nombre de ces points est
celui des tangentes communes.

Soit
(x4 bh,y—akh,z) =u,+ u b+ w, > +...4 u, k" = o;

pour que cette équation ait deux racines égales, on doit
avoir
Aty ... yity) =0,

ou A désigne unc fonction homogéne en x, y, z de degré
2m—a2j0na
ra + yb + zc = o;

faisons comme ci-dessus,
A=1—ah,
nous obtiendrons

’

. y A
v(x+ybh,y — yah,z, = A"g <x—zfi, b z——za—A—)

posons

.

o(x—ch,y,z+ak)=vo,+vh+0, 4. .4, 0",
et opérant comme ci-dessus, on obtient
uy +yu b4+ yru, —f: A Y
=0 A" 20, A" A b+ 220, A" R - L - 20 AT
= {30+ B|’i+ @zlﬁ—'— palla"*‘- cot ﬁm/""-
On a

we="0o, 20,=B8, 2tw,=0 ..., I"u=7_u.
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ct a laide du théoréme 4,
A(Boy Biseo-y Ba) = a(r, 200, 200,y o, Z0,)
=AU, X Uy Y )
ct le théoréme 3 donne
A("U’z""z'?"u ey @0 ) == 2" (00,00, 00y 0 0 y0R),

A(tgy by Yottay . o 5™ tm) == ™" DA 1y, 00, tlyy . . o ylln),

donc

I OA Uyt gty ooyl ) == 2N TVA(04,00,0,5 . L, 0p).

Cette équation montre qu’en faisant z =1, on peut,
a laide de Péquation f=o, ramener la fonction
DA (ugs. e 1,), €L par conséquentaussi A (ug,. .., 1,,),
a une autre fonction & dont le degré est diminué de
m (m— 1) unités.

Désignant le degré de v, par B,,les nombres By, By,..., B,
forment une progression arithmétique, ct I’on a

g s
B,=m,
B=m—14+n—1=m+n—2,
Bo=m—2+2(n—1)=m+2n1—4,
Bn=m(n—1) (carles o renferment des @,b,¢,...).

La fonction A(ve,vy,...,v,) monte donc au degré
(m-—1) (Bo.-i— B,) = mn (m—1); ainsi la fonction &'
cstdudegré mn (m—i)—m (m—1) =m (m—1) (n—1);
ainsi les points P de la courbe f, qui ont la propridié
énoncée, sont donnés par I'intersection d'une courbe f de
degré n et d'unc combe A'=o de degré m (m—1) (n—1):
le nombre de ces points est doue mn (m—1) (2 —1) 3 ré-
sultat connu par la théorie des polaires réciproques.

Ce Mémoire, de I'illustre et & jamais regrettable ana-
lyste,quicompléteenfin la théoriedes polaires réciproques
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(woir 11X, p. 293), est suivi d’une Letire de son savant
éléve, le professeur Otto Hesse; elle est datde de Keenis-
berg, le 3o décembre 1849. Nousla traduisons ir extenso:

« Je vous suis d’autant plus reconnaissant de ce que
vous m’avez communiqué la démonstration relative aux
tangentes doubles, quc cela m’a engagé & faire un der-
nier effort pour trouver I'équation débarrassée de tous
les termes superflus de la courbe qui passe par les points
de contact des doubles tangentes pour une courbe du
quatriéme ordre: je savais d’ailleurs qu’une telle équation
doit exister, car je puis indiquer sept coniques qui passent
par ces points (*), non pas de la maniére que ferait pré-
sumer le théoréme inexact de Pliicker sur les coniques
passant par ces points, mais d'une toute autre maniére,
trop longue pour étre donnée ici. Mon essai a réussi, et
voici le résultat : soient u = o I'équation de la courbe du
quatriéme ordre; A le déterminant de la fonction v for-
mée de ses coefficients difiérentiels du second ordre
U1y Uszy - - o (*¥). Soient ensuite Ay, £,, D, 0, Do, .tny
les premiers et seconds cocflicients différenticls de A, Si
Von pose

2

o=l U — U, 03T Uy Uy — Uy Uy
0 =, u,—u’ Uy == Uy Uy — Uy Uy ;

> it 139 3 v Ls
o= 0, U, WG ITSU o, U — U, Uy,

P’équation cherchée du 14° ordre est

(A20 4 Aoy +AY0 00+ 28 Ao, 28,00+ 2444, )
— 38,0, F Ao Ao A 22,0, 28,05 4 24,,0,,) = 0.
» Veuillez avoir la bonté de remettre Ics Mémoires ci-

joints 4 M. G.-R. Crelle. Agréez les vocuxdes plus sincéres
pour la nouvelle année, de votre trés-dévoué disciple. »

“*) Points qui sont au nombre de einquante-six
(**) Vou tome X, page 10}
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Observation. C'est M. Hesse qui a introduit la tZéorie
des homogénes dans la science. Voici ce que M. Jacobi
dit, a loccasion de cette introduction, dans le Mé-
moire ci-dessus sur les doubles tangentes : « Les formules
» de la Géométrie analytique ont gagné essentiellement
» en simplicité et en symétrie, en introduisant la fonc-
» tion homogéne f (x, y, z) de trois variables x, y, z.
» au lieu de la fonction non homogéne f (x, y); et sans
» cette introduction, plusieurs des plus importantes re-
» cherches ne pourraient se faire sans de trés-pénibles
» longueurs. Les recherches suivantes montreront de
» nouveau 'utilité de cet important moyen auxiliaire. »

Ce puissant auxiliaire est encore ignoré en France,
pays de 'Europe ou I'enscignement mathématique est le
plus arriéré, et on des prescriptions misologues viennent

repousser encore ce maigre enseignement au-dessous de
celui de 1650 (¥).

M. Poncelet a démontré les théorémes suivants :

1°. Une courbe plane A de degré n, a, généralement
parlant, pour polaire réciproque, unc courbe de degré
n(n—i;

2°. 8ila courbe A a o points doubles et 5 points de
rebroussement , le degré de la courbe B est diminué de
2a -+ 3P unités ;

3°. A chaque tangente double de A correspond un
point double dans B; a chaque point d’inflexion de A
correspond un point de rebroussement dans B.

Faisons

n(n—1)=n';

la polaire réciproque de B, d’aprés le théoréme 1, devrait

1) Au i siécle, la geometrie segmentaire etait enseignet.
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étre du degré
' (n—1)=n'—2n*+n;

toutefois, cette polaire réciproque n’est que du degré n;
elle s’abaisse ainsi de n* — 2n® unités : cela ne peut pro-
venir que des points doubles et de rebroussement de la
courbe B, ou, ce qui revient au méme (théoréme 3), des
tangentes doubles et des points d’inflexion de la courbe A.

Si « représente le nombre des tangentes doubles, et {3
le nombre des points d’inflexion, on devra avoir

20+ 3B=n‘—anr;
or, M. Pliicker a démontré quel'on a
B=3n(n—2).

11 a conjecturé que

a:én(n—z)(n’—g)
(voir tome IX, page 295); et il a méme démontré I'exac-
titude de la valeur de & pour n = 4; dés lors
22438 = n'— 2n’,
M. Jacobi a, le premier, démontré la généralité de la

valeur de «. Ainsi, le paradoxe que présentait la théorie
des polaires réciproques est complétement expliqué.




