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THEOREME DE PASCAL ET SES CONSEQUENCES; :

»’apris MM. STEINER, PLUCKER, OTTO HESSE,
CAYLEY, KIRKMAN, SALMON.

(Veoir Journal de M. Crelle,-tome XLI, page 6o; 1850, en frangais, ) par ’
M. Cayley. )

1. Notation. Nous désignons les six sommets dun
hexagone par les six lettres @, b, ¢, d, e, f
ac est la droite qui va de @ en e, et ainsi des autres;
ae. df est le point d’intersection des droites ae, df, et

ainsi des autres ;
abedef est 'hexagone allant.de @ en b, de b enc, dec

end, de dene,deeeufetdefena.

2. On peut réunir les six sommets d’'un hexagone par
quinze droites ab, ac, ad, ae, af, bc, bd, etc.

Points p. Ces quinze droites se coupent en quarante- -
cinq points, en excluant les sommets de ’hexagone.

Nous désignons chacun de ces quarante-cing points
par p, lettre.initiale du nom de Pascal.

Observation. 11 peut se faire que trois de ces droites
se coupent en un seul point; alors, au lieu de donner
trois points p, elles ne donnent qu’un seul point.

3. Six points peuvent devenir les sommets de soixante
hexagones. En effet, soit 'hexagone abcdef; les lettres
b,c, d, e, f fournissent cent vingt permutations; mais
le polygone abcdef est le méme que le polygone afedcb ;
chaque polygoneétant double,iln’existedonc quesoixante
hexagones diflérents.

4. Tutorime pe Pascar. Un hexagone étant inscrit
dans une comique, les trois sysiémes de cdtés opposés
fournissent chacun un point p ; les trois points sont en

1.
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ligne droite; et, réciproquement, si les trois points p ainsi
obtenus sont en ligne droite, Uhexagone est inscriptible
dans une conigue.

Démonstration. Droites P. Ce théoréme est une con-
séquence immeédiatedu théoréme segmentairedeDesargues
surle triangle coupé par une conique. (Foir Hairre-
courr, tome VII, page 83. Pour la démonstration analy-
tique, voir Rocuer, tome III, page 304, et Lesescuk,
tome VIII, page 139.) Il est évident qu’a chacun des
soixante hexagones correspond une droite différente. Nous
désignons chacune de ces droites par la lettre P.

5. Tutorime. Par chaque point p passent toujours
quatre droites P et pas davantage.

Démonstration. Formons les quatre hexagones

abedcf,
abfdec,
abeedf,
abfedc;

les cotés opposés ab, de sont les mémes dans les quatre
hexagones, et 'on n’en peut former un cinquiéme ayant
Ja méme disposition; donc, etc. )

11 s’ensuit que les quarante-cinq points p sont distri-
bués sur les soixante droites P, et chaque point est gua-
druple, pour ainsi dire. .

6. Les soixante hexagones se divisent en trente grou-
pes ayant chacun en commun quatre cétés; les deux
hexagones

abedef,
abedfe,

ont en commun les cotés ab, be, cd conséeutifs et ef
non consécutif; et les deux droites P, correspondant a
ces hexagones, sc coupent dans le point p donné par V'in-
tersection de bc et ef.
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7. On peut former six hexagones ayant en commun
trois c6tés non successifs , savoir :

(1) abedef, -

(2) abdcfe, - .
(3) abefie, _
) abefed,

(5) abfeed,

(6) - abfede;

les cinq derniers hexagones n’ont que trois cotés non
successifs en commun avec le premier, les cotés ab,
cd, ef.

8. Si deux hexagones ont en commun trois cotés non
successifs, les six autres cotés forment un troisiéme hexa-
gone. Soient les deux hexagones abedef, abdcfe ; ils ont
en commun ab, cd, ef’; les six autres cOtés non communs,
be, de,ae, bd, cf, af, forment 'hexagone aedbcf, et ces
trois hexagones, pris deux a deux, ont en commun trois
¢6tés non successifs.

9. Premier TutoreMe pE M. Steiner. Soient les trous
hexagonés

abedef; ab.de; cd af; ef.be; Pj
(A) abefed, ab.cf; cd.be; ef.ad; P

adebef; de.cf; af.be; ad be; P
les trois hexagones, pris deux a deux, ont trois cétés
non successifs en commun; les trois droites P, P', P',
qui correspondent a ces hexagones, se rencontrent en

un méme point.

Démonstration. A coté de chaque hexagone, écrivons
les trois points p correspondants; et, allant de gauche a
droite , désignons les points de la droite
P par o, B, 7;

P’ par o, §', 9"
P” par o", 8”5 %4";
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il est évident que la droite
ao’ est le prolongement de ab;
BB’ est le -prolongement de cd;
«a” est le.prolongement de de;
BB” est le prolongement de af;
o’a” est le prolongement de cf;
B’B” est le prolongement de be

Ces six droites forment I'hexagone abedcf, dont les
trois points p sont ab.cd; de.af’; be.cf. Donc, dans les
deux triangles ac’ o, B/ (5", les cOtés aa, Bf'5 aa”, BLE";
oo, [ff" se coupent respectivement en trois points qui
sont sur la droite P de I'hexagone abdedcf; ainsi, les
trois droites of3, & [, o’ " ou P, P/, P’ se coupent en un
méme point (voir page 115, question 254). C. Q.F.D.

A Thexagone abcdef, nous avons joint I’hexagone (4)
du n°7;si I'on y joint un des quatre autres hexagones , le
raisonnement précédent n’a plus lieu. Ainsi, 'hexagone
abedef étant donné, les deux autres qu'il y faut joindre
sont déterminés. Les soixante hexagones se divisent donc
cn vingt groupes; chaque groupe renferme trois hexa-
gones, dont les droites P convergent vers le méme point.
Nous désignons chacin de ces vingt points par la lettre s.
Chaque droite P contient trois points p et un point s;
tout point p est quadruple et tout point s est triple.

Ainsi, pour que les trois droites P de trois hexagones
se rencontrent en un méme point, il faut que, pris deux
a deux, ces hexagones aient trois cotés non successifs en
commun. Cette condition est nécessaire, mais non suffi-
sante.

Appelons systéme conjugué le systétme des trois hexa-
gones A.

Observation. Le second polygone du systéme A peut
s'écrire ainsi, adcfeb. On voit alors que le troisiéme po-
lygone se déduit du second , comme le second du premier.



( 167 )

10. Tutoreme pe M. Prucker. Les droites P des

hexagones

(1) abedef, P,
(2) abdefe, P’
(3) abefdc, P”,

et les cotés ab, cf, cd forment dn hexagone inscriptible

dans une conigue. . .
Désignons la droite P de (1) par P’; de'(2) par P” et

de (3) par P”. Formons un hexagone avec les six cotés*

successifs P’, ab, P, ef, P”, cd. (O);

I'intersection de P’ et ef est la méme que ¢f. be,
Pintersection de P” et’cd est la méme que cd. ae;
P'intersection de P” et ab est la méme que ab.df.

Or ces trois intersections sont sur la droite P de I'hexa-
gone abcedfe; donc I'hexagone (O) est inscriptible dans
une conique.

Observation. Cette conique n’est pas la méme que la
conique donnée ; mais la droite P, relative a cette seconde
conique, est une droite P de la premiére conique.

Seconp vutoriME bE M. StEiNER. Les quatre points s
correspohdant aux quatre systémes conjugués ,

. abedef, (a,)

(A) abefed, (a,)§ (a),
afcbed, (a,)
acbedf, (b))

(B) acdfbe, (b))} (B),
aedebf, (b))
adecdf, (¢)

(G) adbfec, (e} (y),

z;f('dbc , (e))
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| aedbef, (d.')

(D) accfdb, (dy) ) (9)>
abeedf, (d,)

sont sur une méme drotte.

Désignons les droites P du systéme (A) par a,, as, a,;
celles du systéme (B) par &, b,, &s, etc., et les quatre
points s correspondants par «, 3, y, . Formons les trois
hexagones avec les cotés successifs

a,, af; b, de; ¢, bey
ag, af; by, de; ¢, be;

gy C35 bu; a,; ¢, b,

D’aprés le théoréme précédent, le premier hexagone
est inscriptible dans une conique; ds est la droite P de
cet hexagone; le second hexagone est aussi inscriptible
dans une conique, et d; en est la droite P, et ces deux
hexagones ont les mémes six sommets; car I'intersec-
tion de a, et bc est le point be.ef; et l'intersection de
cs, bc est aussi le méme point be.ef : ainsi les six
sommets a,, bc; be, cy; ¢y, de; de, by; by, af; af, a,;
sont les mémes que les sommets ¢;, be; bey as; by, de;
de,cy; ag, af.

Or le troisi¢éme hexagone a les mémes sommets que les
deux précédents; car a, et c; se coupent au pdint be.ef,
qui. est le méme que bc.a,, et ainsi des autres; donc le
troisiéme hexagone est aussi inscriptible, et, par consé-
quéent, les points @y, as; by, by; ¢y, c; sont sur une méme
droite; donc les points «, 3, y sont sur une méme droite,
de méme 3, 7, d; donc les quatre points «, 3, y, d sont
sur une méme droite.

Cette démonstration et celle du premier théoréme (9)
sont de M. Pliicker.

14. Droites S. Nous désignons ces droites par la lettre S;
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les vingt points s sont distribués quatre & quatre sur une
méme droite; comme chaque point s est commun a trois
droites, il s’ensuit qu'il existe quinze droites S correspon-
dant aux quinze maniéres de réunir les sommets de ’hexa-
gone (2);ainsi, par chaque point s passent trois droites P
et trois droites S.

12, TatorkmEe e M. Oxro Hesse. Soit O un poznt ol

se réunissent trois droites S, et sotent a3, 75y @y 7
a”, B", ¥", les autres points s qui se trouvent respectwe—

mentsurla premiére, la deuxiéme et la troisiéme droiteS ;
les points oy oy "3 3, B, 35 v, y', 7"ysont les sommets de
trots trzangles. Les znte;sectlons des cétés homologucs
des triangles a o ", B ' (", donnent trois points s
situés sur une droite S ; de méme les intersections respec-
tives des triangles a o d' et yy ', BB L' et 3y 5
les trois nouvelles droites S se rencontrent en un point O’
qui est aussi un point s; les points O et O' sont corijugués
relativement & la conique. Cette figure renferme quinze
droites, savoir : les trois droites  données , les neuf o6tés
des triangles et les trois droites S qui s’en déduisent ; et
wingt points, savoir: les dix points s donnés ct les div
points qui s’en déduisent; ce sont les quinze droites S et
les vingt points s ; ces vingt points forment dix couples,
et les points de chaque couple sont conjugués relati-
vement & la conique.

Démonstration. A trouver.

13. Tutorime pE M. Kirkman. Les trois droites P des
hexagones

' abedef, P,

abefde, P,,
ncbez'lf , P

eonvergent vers le méme point.
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Démonstration. Les trois points .
A = af.cd; B = ab.de; C = bc.¢f, déterminent la droite P,,
A’ = be.cd; B’ = ac.ef ; C' = ab .df,déterminent la droite P,,
A"=be af;B" = bc.df; C"=ac.de, déterminent la droite P,,
ou le signe = exprime que le point A, par exemple, est
I'intersection des lignes af’, cd, et ainsi des autres,

Les points A, A’, A”; B, B/, B”; C, C’, C”, sont les
sommets de trois triangles.

Combinons A avec C :

le c6té AA’ se confond avec la droite cd,

le c6té AA” se confond avec la droite df,
le c6té A’A” se confond avec la droite be,

le cdte CC’ se confond avec la droite P de I'hexagone ae¢fdcb,

e cote CC” se confond avec la droite acbdef,
le c6té C'B” se confond avec la droite acfdeb.
Ainsi,

le point AA’ .CC = cd.ae,
le point AA”.CGC"= af.bd,
le point A’A” C'C"= be.cf.

Ces trois points sont sur la droite P de I'hexagone
afcdbe;; donc les trois droites Py, Py, Py, passent par le
méme point (voir page 115, question 254).

En combinant A avec B, on trouve que les t10is points
sont sur la droite P de afbecd; les deux droites P des
hexagones

afedbe ,
afbecd,
donnent un point s.

14. Powts k. Nous désignons par la lettre k les points
qu'on trouve par c¢ théotéme. lly a cette différence entre
les points s ct k: un point s est donné par lc systéme

abedef,
abefed ,
adebcf.
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Remplagant ke premier polygone par lc second, on ale
systéme
abefed,
abedef
adebef, .
le méme que le précédent. On trouve encore le méme
systéme en prenant le troisiéme hexagone pour le pre-
mier; de sorte que les soixante hexagones ne donnent que
vingt points s, tandis qu'un point k est donné par le
systéme i
abedef,
abefde,
acbedf.
Prenant le second- hexagone pour le premler hexagone,
on a le systéme .
abefde,
abdcef,
. acbedf,
systéme ditférent du premier et donnant un autre point k.
11 existe donc soixante points .
15. Tatorime pE M. CayLEY. Les trots points k cor-
pondant aux systémes
abefed
abedfc 3 &,
acbefd
abedfe
abfede t k,,
acbfde
abeedf
abdfec ) k,,
acbdef

sont en ligne droite.
Démonstration. Droites C. Ayant egald aux vingt-sept
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points p des neuf droites P de ces neuf hexagoues, on voit
que
le point A, estle méme que le point B’B”.C'C”
le point 4, est le méme que le point B B’ .C C'
le point 4, est le méme que le point BB”.C C"

du theoréme
précédent.

Or ces trois derniers points sont sur une méme
droite (13); donc les trois points k sont sur une méme
droite, que nous désignerons par la lettre C; ainsi, les
soixante points k sont distribués sur vingt droites C.

16. Tutorime bE M. SaLmon. Chaque droite C passe
parun pomt S.

Démonstration. Nous avons vu ci-dessus (13) que la
droite qui renferme les points ky, Ay, ky, passe par un
point s; ainsi, d'aprés ce théoréme, chaque point s est le
point de rencontre de trois droites P et d’une droite C.

A7. Droites K. Seconp tutorime pE M. Kirkman. 17
cxiste quatre-vingt-dix droites K, contenant chacunc
deux points k et un point p.

Démonstration. Soient le pointk, donné par le systéme

" abedef, B,
.abefdc, A",
acbedf, C”;

le point A, donné par le systéme
adebef, C',
adcfbe, A,
acdebf, B,

et le point p donné par
be.de;

Je point be. de est I'intersection des trois droites
achfed, A,
be, B,
de, C;
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A est la droite P de I'hexagone correspondant :-

le point AA’ est le méme que ad. bf,

le point BB’ est ie méme que bc.ac,

le point AA” est le méme que ac.ef,

le point BB” est le méme que bc.ef,

le point A’A” est le méme que cd. be,

le point B'B” est le méme que af.ed;
AA’ .BB’ est la droite P de I'hexagone adchfe,
AA" .BB” est le coté ef,
A’A” . B'B” est le coté ed.

Or ces trois droites se rencontrent au méme point ef., cd;
donc, d’aprés le théoréme connu (question 254), les trois
points kq, ky, p se rencontrent en un méme point.

En changeant b en c et c en b, le point p reste le méme:
4 chaque point p correspondent donc deux droites K : il
existe donc quatre-vingt-dix droites K; par le méme
point p passent donc quatre droites P ct deux droites K.

Observations. cb.ed et bc.de donnent la mémedroite K,
ct de méme cb.dec et be.ed.

18. Au résumé, le théoréme de Pascal présente de
remarquables :

1°. Quarante-cinq points p, vingt points s, seixante
points k; )

2°. Soixante droitesP, quinze droites S, vingt droites C,
quatre-vingt-dix droites K ;

3°. Par chaque point p passent quatre droites P et deux
dromes K5 .

4°. Par chaque point s passent trois droites P et une
droite C;

5°. Par chaque point k passent trois droites K.

19. M. Catalan nous a communiqué les théorémes
suivants, qu'il a consignés dans une Application d’Al-
gébre a la Géomérrie, ouvrage lithographié non achevé.

Tugoreme 1. Lorsqu’un hexagone est inscrit & une

.
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conique, les six points de concours des qété.f qui ne sont
ni consécutifs ni opposés, sont les sommets d’un hexa-
gone circonscriptible & une autre conique.

Trtorime II. Quand un hexagone est circonscrit a
une conique, les droites menées par les sommets, qui
ne sont ni consécutifs ni opposés, sont les cotés d’un
hexagone inscriptible & une autre conigue.

Tatorime lll. Lorsque des hexagones H, H' sont,
lun inscrit, Pautre circonscrit @ une méme conigue C,
de maniére que les sommets du premier soient les points
de contact des cotés du second ; si U'on prolonge dans H
les cotés qui ne sont ni consécutifs ni opposés, et si Uon
joint dans H' les sommets qui ne sont ni consécutifs ni
opposés, on obtient, d’'une part, les sommets d’un hexa-
gone h circonscriptible & une conique c, et, de Uautre,
les cotés d'un hexagone h' inscriptible dans une co-
nique c'; le point de concours des droites qui joignent
les sommets opposés de Uhexagone h est, relativement
ala conique donnée C, le péle de la droite sur laquelle
sont situés les points de concours des cétés opposés de
Lhexagone h', et les deux hexagones I et I/ sont po-
laires réciproques relativement a cette méme conique.

20. Note bibliographique. Pascal, ayant & peine dix-
sept ans, a publié son théoréme en 1640. Cet opuscule de
huit pages in-8°, intitulé : Essai sur les coniques, était
complétement oublié lorsque Bossut le réimprima dans
I’édition des OEuvres complétes de Pascal, qu’il donna en
1779. Ce méme opuscule commence le tome IV de la nou-
velle édition des OEuvres complétes, que donna Berth...
en 1819. Le théoréme y est simplement énoncé sous la
forme de lemme I (page 2); le nom d’hexagramme mys-
tique ne s’y trouve pas. On ne connait ce nom que par une’
lettre de Leibnitz, datée de Paris, 30 aoiit 1676, et
adressée a Perrier, neveu de Pascal, conseiller 4 Cler-
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mont-Ferrand. Cette lettre est a la fin du tome V de la
nouvelle édition. On avait remis a Leibnitz tous les ma-
nuscrits scientifiques de Pascal , mort le 19 aofit 1662.

Une piéce portait pour inscription : Generatio coni sec~
tionum seu projectio peripherie, tangentium et secan-
tium circuli in quibuscumgque oculi, plani et tabule po-
sitionibus. - ' . '

" Leibnitz dit que Pascal développe ici les propriétés

fondamentales d'unc certaine figure composée de six
lignes droites, et qu’il nomme hexagrammatum mysti-
cum. D’apreés cette indication , il est probable que c’est la
méthode perspective qui a conduit Pascal ason théoréme.
En effet, la proposition est évidente lorsqu’il s’agit d’'un
hexagone inscrit dans un cercle et ayant les cotés opposés
paralléles. La mise en perspective de cette figure donne le
théoréme général. Desargues ayait déja émis P'idée si fé-
condede considérerle parallélisme commeune convergence
vers 'infini , et de ramener par la perspective les distances
infinies & des distances finies : ¢’est méme ce qui avait fait
croire a Descartes que I hexagramme pourraitbien appar-
tenir & Desargues. Leibnitz ajoute que tous les écrits de .
Pascal étaient préts pour I'impression et éminemment
dignes de I'impression. On ignore ce qui a empéché la
famille de suivre ce conseil. La publication de ces pré-
cieux travaux aurait haté les progrés de la géométrie seg-
mentaire. Les manuscrits sont détruits, ou gisent dans
quelque lieu inexploré. ’

Letravail de M. Kirkman est inséré dans le Cambridge
and Dublin mathematical Journal, 1850.
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