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ENVELOPPE D'UNE TANGENTE A DEUX CERCLES VARIABLES;
Par M. Eo. TERRE,

Eléve de M. Orcel, lycée Charlemagne.

ProsriME. On donne deux cercles dont les centres sont
fixes, et dont les rayons U et V doivent satisfaire & la
relation

mU +nV=p:?, Py

m, n, p représentant des lignes.

On demande U’enveloppe des tangentes communes a
ces deux cercles.

Solution. Soient ces deux cercles U et V dans une posi-
tion particuliére (*). Soient TT', #/' les tangentes com-
munes a ces deux cercles. Soit 2 d la distance des centres.
Je prends pour axe des x la ligne des centres, et pour axe
des y une perpendiculaire i cette droite élevée par le point
O, milieu de la distance des centres.

L’équation de la droite TT', dans une position parti-
culiére, est

y=ax+b;
o1n aura
ad — b —ad— b
U= —e=——> Shvew—————0%
a1 * a4

{*) On est pric de faive la figure.
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La relation
mU + nV=p:

va me servir a déterminer b en fonction de a.
L’équation de la tangente TT’ peut se mettre sous la
forme
y=ar—+g (a)-
Si, alors, on fait croitre a d'une maniére insensible, on
aura les équations successives des différentes tangentes
qui, par leurs intersections, donneront le lieu cherché.
La méthode générale consisterait a prendre la dérivée par
rapport & a de ’équation
y=az+g(a),
et ensuite i éliminer a entre ces deux équations. Mais si
I'on essaye le calcul, on verra facilement que I'équation
finale serait du huitiéme degré. 11 faut donc, pour arriver
a un résultat simple, avoir recours & quelques artifices.
Je vais, a cet eflet, déterminer d’abord I'enveloppe
des tangentes extérieures TT'. Je reprends I'équation
y—=ax + b,
en y supposant a positif.
Les valeurs de U et de V seront, dans ce cas,

d—b —_ —
=906  y_—adb
Var+1 Var+ 1
ou bien
d—b — ad —
—_d=b = y_—ad—b
——\/a’+| —\/a’-f-[

La relation
* mU 4 nV = p?

donne pour b, si I'on prend les premiéres valeurs de U

etdeV,
d—\/ a—l-l
(m+n)’

b=+
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fes secondes valeurs de U et de V donnent

LY/ s

Péquation de la tangente devient

b= +

. m-—n . /pt(a*+1)
y—(w‘*—m-q—n ad (m ~n)

Si I'on cherche I'équation de la tangente intérieure tt’, en
supposant toujours a positif, on trouve

4 2
ad=\ /2 (a#+1),

m
‘7-—az+m~—-n \m»—n)2q

si 'on suppose a négatif, les équations de ces tangentes

sont
m—n a’+l
= — ax — - ad
7 mn YF rm+n ),
m-—+n P (a*+1)
—_ — az — cad —\ /A2 T,
' ax m—n a9+ (m—n)

Les équations générales des tangentes communes aux deux
cercles sont donc

m—nr /p‘(a‘—{-l)
= =+ =+ -cad—T— —_—
J —ar; m+4n at—+ (m + n)

n
_— —_———— . (l
Yy = '+ax'i - a —+

Je dis maintenant que si I'on cherche I'enveloppe de I'une
de ces droites, on aura une courbe du second degré.

La maniére dont s’engendre le licu fait voir évidem-
ment que I'axe des x est un axe de symétrie.

Par conséquent, si cette enveloppe est une courbe du
second degré, elle sera de la forme

1*+Cxr+ 2Er+4 F=o;
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or on sait que I’équation de la’tangente a cette courbe est

2 (F 2 — 30 — (2
) y___m_*_a.gi_\/a (E FC)C-:-EL ‘CF

On voit, a I'inspection de cette équation, qu'on peut I'i-
dentifier avec une quelconque des droites précédemment
trouvées. Donc le lieu se compose d"un systéme de courbes
du second ordre.

L’équation (1) conduit au radical affecté du double
signe == ce qui indique que le lieu se composera de
quatre courbes du second ordre.

Je vais démontrer maintenant que ces courbes du se-
cond degré sont des cercles. Je compare a cet effet I'équa-
tion (1) avec une des équations précédentes, avec 1'équa-
tion suivante par exemple,

. ad
“ "'\/(m+n)”

on aura les équations de condition,
—FC_ p* EC—CF _ P
C? (m + n) [ ( m+ ﬂ)

_y—ax-{—

d’ou
E'—FC _ E*—FC

- 7

(o G

ou enfin C = 1.
On obtient donc un cercle.
On a immédiatement
m—n __(m-——n)’d’—p‘

E= ———.d; F =
mAn (m 4 nY

L’équation du cercle est donc

m—n\‘ p
m -+ n) T (mA4-ny

ri+ ($+ d

Par un calcul analoguc, on tronvera pour équation des



autres cercles :

m+n\? P

2 d

‘_7'+<.z‘+ m-—n) (m—n)”

m—n\? pl

3 —d. —_

7 +(f" +n> (m+ny
m -+ n\? p

2 — d. =

r+ (.z m-—-n) (m — n)

Ces quatre cercles sont donc renfermés dans les deux équa-

tions suivantes :
m—n

r+ (zi
m-4n
m—n

m-—n

y‘+<xi

) =wa

S A
¢ =l

on trouve donc en général quatre cercles placés symétri-
quement par rapport 4 I'origine, et égaux deux 2 deux.
Ce probléme est susceptible de discussions.

Note. L'auteur donne ces discussions intéressantes, mais sans difficultés.




