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NOTE SUR LES DETERMINANTS.

1. Notation. u étant une fonction de n variables x,,
Xy« .y X, nOUs désignons par u, la dérivée de cette fonc-
tion prise par rapport a la variable x,, par u,, la dérivée
u, par rapport 4 la variable x,, par u,, la dérivée de u,,
par rapport a la variable 4,, et ainsi de suite. p, ¢, r,.. .,
sont des nombres quelconques de la suite naturelle 1, 2,
3,..., n. Ces dérivées portent aussi le nom de coeffi-
cients différentiels partiels, du premier, deuxiéme, troi-
siéme, etc., ordre. Nous empruntons cette notation com-
mode a M Hesse, célehre professeur a Koenigsberg.

Observation. On sait que u,, = reste le méme, dans

quelque ordre qu’on exécute les dérivations.
2. Lemme. u étant une fonction de n variables, le
nombre des coeflicients différentiels partiels d'ordre p est

(p+r)(p+2)e(ptn—1) nrn+r). (p4+n—i)

1.2.3. .n—1 123.. p

Démonstration. Développons (uq =+ u; + ...+ u,)?, ol
1y, Uy, etc., désignent les dérivées premiéres de u, prise
par rapporta xy, &s,. . ., conformément a la notation. Le
premier terme est u/; remplagons-le par u,; , le
nombre des indices 1 étant p, nous obtenons un coefficient
différentiel d'ordre p; le sccond terme est nu” ~' u,, remi-
p]ag:ons-]e par ty 1y lenombre des indices 1 étant p—1.
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nous aurons un second coefficient diftérentiel d’ordre p;
opérant de méme sur tous les termes, on obtient tous les
coefficients d’'ordre p ; on aura autant de ces coefficients
quil y a de termes dans le développement. Le nombre
de ces termes est celui qui est énoncé dans le lemme
(voir tome I, page 89).

3. Soit u une fonction de deux variables x,, x,; cette
fonction a trois coefficients différentiels du second ordre,
savoir :

Wyy Uiy Upe

Représentons la fonction wuyq xy + us, xy par Py, et la
fonction u,, a, + uys x, par P,; de sorte que nous pou-
vons écrire '

) ul..z‘.—i—u,zx.zP..

' Uy Xy + Up X, =P,

Considérons x,, x, comme deux inconnues de deux équa-
tions du premier degré; le déterminant de ces inconnues
est uy Uy — u},, car ug, = Uy : C'est cette expression
uy uss — u}, que nous appelons le premier déterminant
de la fonction «.

4. Théoréme. Soient u une fonction a deux variables
xy, Xy, et D le premier déterminant de cette fonction.
Remplacons x, parle binéme linéaire a; y, + a5 y,,eta,
par lebin6éme linéaire f3, y,+ B, 13 lafonction u se chan-
gera en une fonction des deux variables y,, y,. Soit A le
premier déterminant de cette fonction ¢, on aura

A= (a8, — a, p.)’ D.
Démonstration. On a

(2) = )y + a )’z,
’ z, =By + Bay:
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d'on
d"_tl-—-m do, _ dr, _ dx,
dy, " d—f’““” ;17'"'?!’ z’,‘;zﬁn
de dudz, du dz,
zy—;:o,:ad—f‘ Ea;:a:,u,—l-p‘u,,
dv du dz, ‘du dz,
& = Ty, Ty, = B
d?y .
e = e Tma By 2% Gl 2] Uy,
d?v .
T = = B2 Bt B,
d3v
drdy, = nT@ B s (o Pt By @a) s 23 B, thay,
d’on
0 0, = (0 B By ) i 0 — )
ou bien

A= (e f.— B, @)’ D.
C. Q. F. D.

Observation. En considérant, dans les équations (2),
y1 et y, comme des inconnues, il est évident que le dé-

terminant est @, 33 — a4 ;.
8. Exemple. Soit
= ax} + bz, x,+ cx}+ dz + ex, + f;

il vient
w=2az,+ bx*4+d, u,=bx, 4+ 2cx,4¢,
uy=2a, Us=U,==b, U+ 2¢;
ainsi
D =4 ac — b

Ainsi, ce qu'on désigne par /n dans la théorie des co-

niques , est le premier déterminant de la fonction hexa-
ndme, laquelle, ¢tant égalée a zéro, donne I'équation de
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la conique. En remplagant, dans 'équation, x, et xy , res-
pectivement par a, ¥y =+ @y ¥y €t 34 1 + s ¥1, on obtient
une seconde conique qui est la transformée homologigue
de la premiére conique, et 'on a.

A=(oBs— 0 f)?D;

par conséquent, la seconde conique est toujours de méme
espéce que la premiére; mais on peut transformer une
cllipse en cercle et une hyperbole en kypercle (*).

L.es changements de coordonnées sont des cas parti-
culiers des transformations homologiques ; en passant des
coordonnées rectangulaires & d’autres coordonnées rec-
tangulaires, on a

(@ fr—aaB) =15

ainsi le déterminant ne change pas de valeur.

6. Soit # une fonction de trois variables x,, 4, xy;
cetle fonction a six coefficients différentiels du second
ordre, savoir : uy,, Uy, Uyg} Ussy Usg s Ugs. POSONS

Uy 2~ Uy 3+ vy, =P,
(3 Uy Xy Uy Xy Uy T3 =Py,
? Uyg Ty - lgy Ty Usy T3 = Py

considérant x,, x,, x; comme trois inconnues de trois
équations du premier degré, et résolvant ces équations,
le dénominateur des inconnues est ce qu’on nomme le dé-
terminant de la fonction u; désignant ce dénominateur
par D, I'on a, comme on sait,

2 2 2
Dem g llgy gy 20U Uy Uy — W Uy g~ Uy Uy, — Uy Uy,

7. Tutorime. Soit u une fonction de trois variables

(*) Hyperbole équilatére (voir t. V, p. 535 ).
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Xy, Xy, Xy; posons

Ty== o Y+ & Y2+ % )iy
(4) -”::ﬁtfu"f'pz)"z“f"p:]’so
2y, =9 Y1472 Y+ 9305

la fonction u se changeen une fonction v & trois variables

Y1522 ¥s. Soit A le déterminant de cette fonction v; on
aura

A= (an ﬁ: Y= % ﬁs Y2 %2 ﬁ. Vs + ﬁ;"/.
(5) -+ oy ﬁ. Yo &3 pz '}'l)2 D.

Démonstration.

du du dx, du dx, du dx,
== 5 5 5 5
dy, dx,dy, dz,dy, dr,dy,
V= a: Il|,+pf Ugy~4- 'y: Uy + 2« pz U

~+ 2oy Uy 2Byl
P13 == @& &3 Uy + ﬁu ﬁz Uzy —+ Y172 Usy + [ah ﬁ2+ ptaz]“|2+ [a|')’z
+ 7 “7] u13+[?l77+ 7t {32] Uy
Oy T= 0 & Uy @1 ﬁx"n“f‘ PiYs Uy 14y [al [33"‘ ﬁ( aa]
-+ Uy [“l'}’a"*‘ 71 aa] -+ uzs[& Y5+ U {53]-

= a,u,+ @I Uyt 1y,

On trouve de méme v,, vy, Va5, V3s; substituant dans
le déterminant A les valeurs de ¢ en fonction de u, on
trouve I'équation (5) qu’on peut écrire de cette maniére

["l [P "s] = [11 (5: 'Ya]’ [uu Uy u:]’

les crochets désignant des déterminants.
8. Exemple. Soient

nw = azx}+ bx, xy+ cxl + dr, x,+ ex, x,+ fx?,
u, = 2ax,+ bzx,+ dxz,,

u,=2a,

u,=b,

uq—d,
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et, de méme,

Up=2c, u,=e, U;=2f,

D =8acf+ 4 bde — 2ae* — 2¢d*— 2 fb?*= 2 L.

Ainsi, dans nos relations d’identité, ce que nous avons
appelé m est le premier déterminant de la fonction hexa-
ndéme du second degré a deux variables, et ce que nous
avons nommé L est la moitié du second déterminant de
la méme fonction rendue homogéne et ternaire.

. . L
En transformant une conique homologlquement, -
m

ne change donc pas.
Soient encore

u=Azl+ A"z +A"z] + 2Bz, 2,+ 2;!".1-‘ z,4+ 2Bz, x,
+2C0z +2C" x,42C"2,+E;
yy=2Az,4+2B"2,4+ 2B 2,4 2C/,
uy=2A', wu,=2B", wu,=2B,
up=2A", uy=2F, ity =2A";
d’ou
D =8[A’A”A"+ 2B'B"B"— A’ B> — A” B"*— A" B"].

C’est le premier déterminant relatif aux équations des
surfaces du second degré, et le second déterminant des
équations des lignes du second. D, pris négativement,
jouit des propriétés analogues & m : ainsi, lorsque D est
nul, le centre est & I'infini; lorsque D est positif, la sur-
face est toujours infinie.

9. TutoriME GENERAL. Soit u une fonction de n va-
riables xy, Xg,. .., X,3 posons

Xy )i+ YVt o+ @ Yn,
x:=ﬁl]'l+@2]’2+-t -+§n)’,.,

Tpn =7 Y1+ T1):t. . e+ TaYu;
Ann. de Mathémat., t. X. (Avril 1851.) 9
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lu fonction se change en une fonction v a nvariablesy,,
Yayerry ¥no Désignant par [uy, s oo nn], [¥11 Vass o Van ]
[21 &3... @) les déterminants de u, v, et des coefficients
Rz PryeeyTi, 0N @

[ov0zene vn] = aaeen @ )? [0 wy... pn].

Démonstration. La méme que ci-dessus pour trois va-
riables.

10. Exemple.

n=Azx!-+Az!+A"z!+Ex;+2Bx,x,+ 2Bz x,
+2B'x, 0, 4+2C0x, x4+ 2C x, 2 + 2C" x, ;.

Calcul fait, on trouve pour le déterminant de quatre
variables,

D=u tpuuy—P+Q—R+S,

Pmngy tegg 0 W U U - g Uy U 1w U
~+ uy, w4y, wa ul

Q=u},u},+u}, u),+u, u},,

Roz= 2 [0 oy g i 12 Ugg U 10y~ 145 055 lyg 14,],

S == 2 [ty Uy s Uy Lo Uy thyg Uy — Uiy B3 1y Uog ~+ Uiy W15 U3 Uy )
uy=2Ax,+ 2Bz, +2B"x,+ 2Cx,,
u,=2A'z,+2Bx,+2B" 2+ 20 z,,

,= 2A"z,+2Bx,+ 2B 2, + 20"z,
yyu=2Ezx,+2Cx, 420z +2C"x,,

w,=2A, u,=2B", wu,=2B, w,=2C, uxy=24’

Up =28, wuy=2C, wu;=2A", u,=20C", u,= 2%,

Uy Uy Wy U= 16 AA’A”E;
P = 16[AA'C"+ AA"C "+ AUB* + A’A”C*+ A'EB* - A"EB"?],
Q =16[B*C*+ B C*+ B"* C"7],
R = 32[BB"CC”+ BB'CC' + B'B"C' ("],
S = 32[ABC'C” -+ A’B'CC -+ A”B” CC' + EBB'B"];
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c’est le déterminant de la fonction décanéme a trois va-
riables rendue homogéne et quaternaire. Ce second dé-
terminant D jouit des mémes propriétés pour les surfaces
du second degré que ce que nous avons nommé L pour les
lignes du second degré. C’est ce que nous verrons dans
nos relations d’identité, appliquées aux surfaces du se-
cond degré. La plupart de ces relations ont été énoncées
pour les formes quadratiques a deux variables par I'il-
lustre M. Gauss ( Disquisitiones, § 267) ; si je n’en ai pas
averti plus tot, c’cst que, par inadvertance, je ne m’en
suis apercu que récemment, a cause de la différence de
notation. Lorsque la fonction u dépasse le second degré,
nous verrons que le déterminant est toujours le résultat
d’une élimination entre des équations de degrés de plus
en plus élevés.

Dans les lignes du second degré, il suffit de connaitre
les deux déterminants pour avoir le produit des axes
principaux et par conséquent l'aire de I'ellipse; de méme
dans les surfaces du second degré, les deux déterminants
donnent le¢ produit des trois axes principaux et le volume
de Vellipsoide. Les déterminants (fonctions cramériennes)
dominent aujourd’hui toute la science mathématique.
C’est donc avec raison qu’on les a 6tés du nouvel ensei-
gnement. On les a fructueusement remplacés par le plan
auxiliatre, le logarithme, le travail élémentaire ; triade
adorable, sans oublier la réglette de saint Gunther que tout
géométre est tenu d’avoir incessamment dans ses poches
ou dans ses mains. Nous verrons renaitre ’ére des Archi-
médes et des Apollonius :

Magnus ab integro seclorum nascitur ordo.



