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SECONDE NOTE SUR CETTE QUESTION :

Trowver les conditions nécessaires et suffisantcs pour qu’unc
équation admette un nombre donné de racines égales entre
elles.

Si je reviens sur une question déja traitée (tome 1°, page
90), ce n’est pas que sa difficulté mérite qu'on s’en occupe
deux fois; certes, aprés avoir lu ce second article, on sera
bien autorisé a croire qu’elle tient une trop grande place,
méme , dans un recueil destiné a des commencants: ce serait
aussi mon avis, si tous ceux qui sc sont proposé de la ré-
soudre élaient demeurés d’accord sur sa solution; mais il
n’en est pas ainsi.

Une des méthodes suivies pour parvenir aux conditions
cherchées conduit a un résultat qui a semblé paradoxal;
déja on en avait donné une cxplication lorsque j'en ai
cherché une autre (tome I°", page 92) : pour rejeter la pre-
miére, j’avais alors des raisons que je trouve encore bonnes
agjourd’hui, quoique cette méme explication ait été¢, depuis,
reproduite dans plusicurs ouvrages justement estimés, et
enseignée dans quelques colléges par des professeurs dont le
meérite est incontestable.

On comprend sans doute que le motif, fondé ou non, qui
m’a déterminé a remplacer ainsi une démenstration par une
autre, nc consiste pas entiérement dans une préférence ac-
cordée a telle ou telle forme de raisonncments, a tel ou tel
ordre d’idées, a un mode particulier d’exposition dont lc
choix n’admeltrait pour arbitre que le bon gout. Ces denx
démonstrations présentent unc différenee plus facilement



saisissabic : fondées toutes deux sur le méme principe, elles
s’écarlent assez I'une de lautre dans linterprétation de ses
conséquences pour aboulir finalement a des conclusions con-
tradictoires. Des dissidences de cette nature, dans une
science qui ne se préte guére a des conlroverses, révélent la
présence d’'un paralozisme. J'ai pensé qu’il ne serail pas
sans intérat d’cxaminer de quel coté il se trouve, en reprenant
une question dont les proportions se sont momentanément
agrandies de tous les ¢gards que Pon doit a la logique.

Yénoncerai d'abord les principes adoptés d'un commun
accord, de maniére a éviter toute espéce d’équivoque ; puis,
je parlerai des conséquences qu'ils ont dans P'opinion que je
refute; j’ajouterai encuite quelques développements a ma
premiére note sur les différentes manicres de traiter la ques-
tion propuosce.

1. Lorsqu’une ¢quation, f(x)==0,a un certainnombre, »,
de racines ¢yales entre elles, le premier membre f(x) de
cette équation ctsa dérivée f'(x) ont un commun diviseur d,
du degré (n—1),, qui cst une puissance exacte de ce
degré.

Si ’égquation n’admet pas d’autres racines ¢gales, le divi-
seur commun d est le plus grand commun diviseur des po-
lyndmes f (), f1 2.

téciproquenient, lorsque le premicr membre, f(x), d’ane
équation f'(x)=0, ¢t sa dérivée f'(x), ont un commun divi-
seur du degré (n—1), qui est une puissance exacte de ce de-
gré, 1'équation a n racines égales.

Sile diviscar commun <, du degré (n—1), est le plus grand
commun diviseur des polynomes f'(x), f’(x), équation ne
peut admettre plus de 2 racines égales.

De 1a on peut, sans aacun doute, conclure que les condi-
tious nécessaires ¢t suffisantes poar qu’une équation f'(x)=0
admelte un nombre donné 2 de racines égales, ct pas da-
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vanlage, s'obtiendront ¢n exprimant rigoureusement que le
premier nombre f(x) de cette équation , et sa dérivée f'(x),
ont un commun diviseur @ du degré (n—1), qui est : 1°leur
plus grand commun diviseur ; 2° une puissance exacte du
degré (n—1).

Alors, pour obtenir les conditions cherchées, on divise
[f(x) par f'(x), puisf'(x) par le reste de la premiére divi-
sion, et ainsi de suile, jusqu’a ce que, au moyen de ces divi-
sions successives , on soit parvenu’a un reste r du degré
(n—2); le diviseur correspondant d sera du degré (z—1).
On égale a zéro les coefficients des différentes puissances de
x dans le reste r, ce qui donne (n — 1) équations de condi-
tions entre les coefficients de la proposéc.

Ces (n —1) équations expriment ¢vidémment des condi-
tions nécessaires pour que le plus grand commun diviseur de
S(x), f'(x) soit le polyndme & du degré (n— 1) ; mais clles
ne donnent I'expression exacte des conditions suffisantes
yu'aulant que I'on satisfasse a ces (2 — 1) équations de ma-
niére a ne pas annuler a la fois tous les coefficients du poly-
nome 4 qui précéde r dans les divisions qu’on a faites; car
il est évident que si tous les coefficients du polynome d se ré-
duisent a zéro, le plus grand commun diviscur de f(x) et
de f'(x) sera d’un degré superieur a (n—1).

Il resie encore a exprimer que le diviseur & est une puis-
sance exacte da degré (n—1). A cet égard, voici ce que j’ad-
mets. Lorsque les coefficients d’'un polyndome du degre
(r—1) en x sont cntiérement indépendants les uns des au-
tres; lorsqu’ils ne sont liés ensemble par aucune relation :
pour exprimer que ce polyndome devieni une puissance
exacte du degré (n—1), il faut établir entre ses coefficients
(n—2) relations distinctes.

I1. J'arrive maintenant aux conséquences qu’on a voulu
déduire de ces principes.
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Aprés avoir supposé¢ que le nombre n est plus grand que
deux , et moindre que le degré de Véquation proposée,
S (x)=0, on a dit :

Les (2 —1) équations de conditions obtenues en égalant a
zéro les coefficients du reste » du degré (—2), exprimant
uniquement que f (x) etf’'(x) ont un commun diviseur du
degré (n—1), conviennent également aux cas ou V'équation
proposée devrait avoir (n — 1) racines doubles ; ou (z — 3)
racines doublcs ¢t une racine triple ; ou (n—4) racines dou-
bles et une racine quadruple ; ou, etc. : elles sont donc in-
suffisantes ; il faut encore exprimer que le diviseur 4 du
degré (n—1) est unc puissance exacte de ce degré. On ob-
tiendra ainsi (n — 2) nouvelles équations de conditions, de
sorte qu'on en trouvera en tout (n — 1) 4+ (n — 2), ou
2n — 3.

Afin d’expliquer pourquoi on trouve ainsi (2z —3) diffé-
rentes équations de conditions, tandis que d’autres méthodes
¢n donnent seulement (2 —1), on ajoute : '

Puisque les (n—1) équations de conditions obtenues, en
égalant a zéro les coefficients du reste r du degré (n—2), ex-
priment uniquemient que le reste précédent 4 du degré (n—1)
est commun diviseur de f(x) et f'(x), rien n’indique que
P’équation d =0, formée en égalant a zéro le commun divi-
seur, ait des racines égales entre elles. Chacune des racines
@,y %,y .- &, de cotte cquation, =0, entrera donc deux fois
dans la proposee f(x)= 0. On voit alors que cette derniére
équation revient a

(x—z) (r—2)" ... (x —a,_)" . X=0.

Or, si I'on pose « —a,=...=2«,  (au moyen des (n—2)
équations qui expriment que d devient une puissance exacte),
S (x) deviendra (r—a,)" "X, ct ona ainsi exprimé que la
proposée a, non pas », mais (2n—2) racines égales : ce qui



exige effectivement (2n—3) équations de conditions, comme
on le sait d’ailleurs.

C’est 1a une explication que je ne puis admettre : on verra
bientot pourquoi

Je suppose , par exemple, que ’équation proposée soit du
vingtieme degré, et qu'on veuille trouver les conditions né-
cessaires et suffisantes pour qu'elle ait 19 racines égales entre
elles. Dans ce cas, =19 ; le reste r est du 17iéme degré , le
diviseur d du 18%me et 3n—3 =35.

Suivant Texplication dont il s’agit, on trouvera 35 condi-
tions différentes cntre les coefficients de ’équation (qui sont
seulement au nombre de 20); puisque , en exprimant que ¢
esl une puissance exacte du 18#me degré, on obticnt 17 con-
ditions nouvelles, aprés en avoir déja obtenu 18 pour expri-
mer que r=0. Et, afin de rendre compte de ce résultat, on
devra dire : les 18 relations qui donnent » = 0, n’indiquant
en rien que I'équation 4= 0 ail des racines égales, chacune
des 18 racines a,, o, , ctc., de d=0, entre deux fois dans I'é-
quation proposée (dont le degré est 20), qui, alors, de-
vient , etc., etc.

Mais je ne veux pas, en insistant sur des résultats sembla-
bles, faire perdre a la question son cOté sérieux. H est trop
évident qu'on ne peut établir, comme régle générale, que la
méthode suivie pour parvenir avx conditions cherchées
donnera (2r — 3) conditions diftérentes, ct (2n— 2)racines
égales, puisquc le nombre (2 — 2) peut élre supérieur au
degré de I’équation proposée. J’admettrai donc qu'on ait sen-
lement voula parler du cas particulier ou (2r—2) ne surpassc
pas le degré de I'équation; je supposerai que celte restriction
soit implicitement comprise dans le raisonnement qui a con-
duit anx valeurs (2n—3), (22—2); mais au moins, cette fois,
les conclusions du raisonncment seront-elles confirmées par
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Pexemple? Il n'en est encore rien. Ea effet, prenons pour
exemple I'équation du quatriéme degré

24 Ax3+-Ba’4-Cxr4-D=0
et supposons 2=3, il en résultera 2n —2=4.

Pour parvenir aux conditions cherchées, on divisera
d’abord le premier membre de I’équation par sa dérivée, puis
la dérivée par le reste obtenu.

La premiére de ces divisions conduit au reste

(8B —3A%)x" - (12C — 2AB)x 4 16D — AC,
que T'on peut écrire ainsi
prFqrtr,

en posant :

88—3A'=p, 120—2AB=g¢q, 16D —AC=r.
Le reste de la seconde est :

(2Bp® —4pr—3Apq +4¢°)x + Cp* — 3Apr4-4qr.

Ce dernier doit élre nul , indépendamment de toute valeur

attribuée a x; il faut d’ailleurs que le reste précédent soit
un carré exact; on a donc :

2Bp* — dpr—3Apg +4q" =0.... . (1)
Cp*—3Apr4-4qr=0...... (2)
g —hpr=o...... (3)

Les équations (1)....(3) sont bien ces (22—3) équations
donton a dit : « Elles expriment que la proposée a non pas »,
mais (2n— 2) racines égales. » Si on a cu raison de le dire,
les équations (1)....(3) doivent exprimer que la proposée
xt-++Ax3+4Bx' 4 Cx +D=0 a non pas trois, mais quatre
racines égales entre elles. Alors il faut que les.valeurs qui
satisfont aux conditions (1)....(3) réduisent a zéro les coeffi-
cients p, ¢, r, du diviseur px’ - gx+r, car autrement la
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proposée ne pourrait avoir quatre racines ¢gales. Or il existe
au contraire une infinité de maniéres differentes de satis-
faire aux trois conditions, sans annuler les coefficients

P9, r,comme il est facile de s’en assurer. Par excmple,
posons :

p=—27,q=—54,r=—27, A=1,B=—3,0=—5,D=—2,

les premiers membres des relations (1)....(3) se réduisent
identiquement a zéro, et la propesée , en prenant la forme
(x+1)® (r—2) =0, devient une équation qui a non pas
quatre mais frois racines égales.

Voila déja un résultat directement contraire aux conclu-
sions du raisonnement : ce ne sera pas le seul qui viendra
contredire une argumentation formée d’'idées mises a la saite
les unes des autres sans liaison réelle. Nous en donnerons la

preuve , aprés avoir préalablement établi un fait que le caleul
rend incontestable.

Les équations (1) , (2) obtenues en égalant a zéro les deux

coefficients du reste du premier degré, conduisent a
celles-ci :

P+ 3Ap —16pr —12Apg +-16¢"=0 @ ()
(q“—&pl‘) (QQ—AP):O cevees (2

(*) En effet, les relations 8B—3A2=p, 12C—2AB==¢q (page 80), donnent:

=p+3A2 C=pA+3A3+4q

B 8 7 48

Reportez ces valeurs de B et C dans les équations 1), (2); elles deviendront
d’abord :

P3+3A2p2 —16pr — 124pg + 162 =0...... (
Ap3+3A3p2 +4gp2—144Apr+ 192.qr =0...... (5).

Multipliez I'équation (4) par Ap+4q, Péquation (5) par p; puis, retranche: le
second produit du premier , et il viendra, toute réduction faite :

(g2—4pr) (29—Ap)=0.
ANN. pE MATHEM, VI, 6
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Or ces derniéres se partagent évidemment en deux systémes
qui sont :

p3+3A’p’—16pr-—12qu+16q’=0} @
G—dpr=0
PP+ 3A°p' —16pr — 12Apg +164°=0
9 Ap—o0 n
7—Ap=0

Les deux équations du premier, (3), sont les équations de
conditions cherchées. Car toute solution du systéme (3), sa-
tisfaisant aux conditions () et (2), annule le reste du pre-
mier degré; et par suite, donne au premier membre de la
proposée et a sa dérivée, un commun diviseur px® -+ qx -+ r,
qui est du second degré (*). De plus, ce diviseur commun
est un carré. )

Réciproquement , pour que la proposée et sa dérivée aient
un commun diviseur qui soit un carré, il faul satisfaire aux
deux équations (7). Eu effet; il est d’abord évident qu’on ne
peut obtenir un diviseur commun du second degré, qu’en
satisfaisant a4 I'un ou a I’autre des systémes (9), (y). Or au-
cune solution du second (y) ne donne un carré pour diviseur
commun, car en ajoutant aux deux équations de ce dernier
systéme, la condition g*— 4pr=0, on a trois équations qui
donnent p=0, ¢ =0, r==0. Dans cc cas, le diviseur com-
mun est la dérivée elle-méme , et 'équation proposée a ses
quatre racines égales.

D’ou il faut conclure que les deux équations (§) ex-
priment les conditions suffisantes et nécessaires pour que
I’équation proposée ait trois racines égales. Toute solution de
ce premier systéme qui n’annule pas le coefficient p , donne
a ’équation proposée la forme (x—«,)® (x —a,) =0.

(*) N est sous-entendu quii faut salisfaire aux équations ( &), sans annuler
le coefficient p; sans yuoi le diviseur commun ne serait pas du second degre.
Quand nous parlerons d’un commun diviseur, il s’agira du plus grand de tous.
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Les solutions du second systéme , (y), conviennent an cas

particulier ou I'équation doit avoir deux racines doubles;
elles font prendre a cetlte équation la forme

(@ — o) (x—a) =0.

Si aux deux équations (y) on ajoutela condition ¢"—4pr=0;
on a trois équations qui se réduisenta p=0, g=0, r=0;
et alors , la proposée devient (x —«,)* = 0.

On le voit, Ja méthode du plus grand commun diviseur
conduit aux mémes résultats que toutes les autres : elle donne
deux conditions quand I'équation- du quatriéme degré doit
avoir trois racines égales; et trois conditions, si I'on veut
que Véquation ait ses quatre racines égales entre elles.

Actuellement examinons comment on a été amené & con-
clure que cette méthode donne : pour exprimer qu’ane équa-
tion du quatriéme degré a trois racines égales, des conditions
qui e)’priment qu’elle en a quatre.

Le raisonnement qu’on a fait se subdivise en deux parties.
I’objet de la premiére est d’établir que , dans le cas parti-
culier dont il s’agit, le nombre des conditions trouvées est
réellement ¢rois. La seconde a pour but de prouver qu'en
verlu de ces trois conditions différentes , 'équation a néces-
sairement ses quatre racines égales entre elles.

Je suivrai le méme ordre dans ma réfatation, etafin de la
rendre plus précise je rappellerai les termes mémes du rai-
sonnement , en les appliquant a I'équation considérée.

« Les équations de condition (1) et (2), obtenues en égalant
» @ zéro le reste du premier degré, exprimant uniquement que

» £(x), f'(x) ont un commun diviseur du second degré , con~

» viennent également au cas ou Uéquation proposée devrait
» avoir deux racines doubles : elles sont donc insuffisantes.

» Il faut encore exprimer que le diviseur du second degré
» pX’4-qx 1 est un carré. On obtient ainst une nouvelle
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» équation, de sorte qu'on en trouvera 2-1, ou trois, ce
» qui, elc. »

Les équations (1) et (2) conviennent également, comme on
vient de le dire , aux cas ou la proposée doit avoir trois ra-
cines égales, ou deux racines doubles : si elles renferment
toutes les solutions de ces deux questions différentes, c’est
un motif pour supposer qu’elles se partagent en deux sys-
témes correspondants aux deux cas mentionnés. 11 convenait
au moins d’examiner si ce partage est théoriquement impos-
sible,, avant d’affirmer qu’on trouvera trois conditions diffé-
rentes: a cet égard , on n'a rien démontré.

C’est surtout lorsqu’il s’agit, ensuite, d’expliquer pourquoi
on a ainsi trouvé trois équations, tandis que d’autres mé-
thodes en donnent seulement deux, que le raisonnement me
semble s’égarer.

« Puisque les équations (1), (2), oblenues en c’galant‘d z€ro
» le reste du premier degré, expriment uniquement que le reste
n précédent est commun diviseur de f(x)etf'(x), rien n’indique
» que Uéquation px' -+ qx--r==0, formée en égalant a zéro
» le commun diviseur , ait des racines égales. Chacune des
» racines o, «, de cette équation , entrera donc deux fois dans
» la proposée. On voit alors que cette derniére équation revient
»d (X—2) (X—0,)'=0. St l'on pose ensuile «,= a, (ou
» q'—4&pr =0), elle devient (x—=«)4 =0, elc. »

Mais si les relations (1) , (2) n’indiquent en rien que les
racines de léquation px’+-gxr+r=0, sont égales, elles
n’indiquent 'pas davantage que ces racines sont différentes
T'une de 'autre, puisque les relations conviennent également
aux deux cas. Celte seconde partie du raisonnement est en
contradiction avec la premiére. Les conditions (1), (2) pa-
raissent d’abord insuffisantes, parce qu’elles expriment que
Yéquation proposée prend Yune ou Vautre de ces deux
formes : (w—a,3 (£ —a,) =0, (t—a,) (x—a,)'=0; cl peu
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aprés, on les trouve suffisantes pour que I’équation deviennc
(x—a) (x—2,)"=0; ct par suile (x — o) =0, lorsqu’on
aura posé «,=z,, ou g"—4pr=20.

¥il est vrai que les relations (1)...... (3) expriment que
I'équation proposée a ses quatre racines égales entre elles, il
en faul conclure qu’il est absolument impossible qu’une
équation du quatriéme degré ait trois racines égales. Quelle
autre conclusion, en effet, pourrait-on tirer des deux affir-
mations suivantes: 1° Pour que I’équation ait trois racines
égales , il faut que ses coeflicients satisfassent aux conditions
(1).....(3); 2° Les relations (1).....(3) expriment que ’équa-
tion a, non pas trois, mais quatre racines égales.

Ep affirmant que I’équation proposée devient (xr— = )i=¢,
on a confonda les équations (1)..... (3), avec un des deux
systémes en lesquels elles se partagent: c’est prendre le tout
pour la partie. G.

(La fin prochainement).




