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NOTE

sur la question proposée aw concours général. Spéciales, 1847,

PAR J. A. SERRET.

Extrait d'une lettre @ M. Terquem.

Un triangle PQR étant circonscrit a un cercle, on forme
un second triangle ABC dont les sommets A, B, C soient les
points milieux des cotés du premier. Des sommels de ce second
triavgle on méne au cercle les tangentes Aa, Bb, Cc qui ren-
contrenten a, b, ¢ les cotés opposés d ces sommels; on demande
de prouver que ces trois poinfs a, b, ¢ sont en ligne droite.
On verra si le théoréme a également liew lorsqu'a la place du
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cercle inscrit on prend une section conique tangente aux trovs
cotés du triangle PQR.

Lemme. Soient ( fig. 48) O le point ou le c6té RQ touche
la circonférence, et H celui ou la tangente Aa coupe le coté
PQ, les triangles semblables BHa et ACz donnent la pro-
portion :

Bz BH

Ca — AC’
ou en désignant par a, b, ¢ les cOtés du triangle PQR qui
ont respectivement pour milieux les points A, B, C, et par

g, ¥’ et ¢’ ceux du triangle AQH,

Ba 20'—b
(1) — = ——
Ca b
Cela posé, les deux triangles PQR et HQA étant circonscrits
au méme cercle sont entre cux comme leurs périmétres ; ils
ont dailleurs Vangle Q commun; ils sont donc entre eux

comme les rectangles des cOtés qui comprennent cet angle,

c’est-a-dire :: ab: g b', d’ou il suit que I'on aura :

a4 20+ 2¢
at+b+4c

En second lieu, QO s’exprime aisément, comme on sait, a
Vaide des cOtés de chacan des deux triangles PQR , HQA
circonscrits au cercle ; en égalant ces deux valeurs de QO,

bl
(2) = Z .

on a:
2Q0:a+b—c=g+ b—¢,
d’ou

(3) 2 = 20'+42¢c — 26 —a;
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portant cette valeur de 2¢' dans I’égalité (2), on aura la va-
leur de ¢', savoir :
Y 2b(c—b)
a-+4c—30b’
enfin 'égalité (1) donnera :

Ba_ 3c—a—10b

& Ca a+fc—3b

1" remarque. Il pourrait arriver que le point @ ne tombat
pas entre les points B et C; dans ce cas, il faudra changer
le signe du second membre de 1'¢ uvation (1); cn outre, on
devra changer le signe de ¢’ dans les equations (2) et (3), ce
qui n’occasionnera cn définitive que le changement de signe
du second membre de I'équation (4 ; d’ou il suit que le
rapport 2; est toujours égal a la valeur absolue de -——Z:‘F_Z:gz

2¢ remarque. Les mémes choses subsisteraient si on rem-
placait le cercle inscrit par Tun des cercles exinscrits; il
suffirait en effet de changer le signe des nombres qui repré-
sentent les cotés dont les prolongements touchent la circon-
férence.

Démonstration du théoréme.

Ac

Les trois ort —b — étant 1 aleurs absolues
5 - y V{
rols rapports C N 7’ Be etant 1es

des fractions

at+b—3 b+c—3a a-tc—3b
atc—30" a+b—3c h+c—3sa’

dont le produit est 'unité, on aura :
Ba.Cb.Ac=Ca. Ab.Bc.

D’ailleurs les points @, b, ¢ sont respectivement sur les cotés
du trianzic ABC, «tles dicites Aa, Bo, Cc ne peavent ja-
\
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mais se couper en un méme po:nt, puisque alors on pourrait
mener par ce point {rois tangentes an cercle ; donc, par un
théoréme connu , les trois po'nts a, &, ¢ sont en ligne droite.

Remarque. D'aprés 'unc des remarques précédentes, la
conclusion sera la méme, si I'on substitue au ccrcle inscrit
I'un quelconque des trois cercles exinscrits au triangle.

Ezxtension du théoréme aux coniques.

Si T'on substitue au cercle unc conique quelconque, le
théoréme subsistera. Supposons d’abord qu’il s’agisse d’une
ellipse ; on la placera sur un cylindre droit a base circulaire
convenab'ement choisi ; le triangle PQR se projettera sur le
plan de la basc du cylindre suivant un triangle P'Q'R' cir-
conscrit au cercle de base , et dont les co!és auront pour mi-
licux les projections A,B,C' des points A, B, C; les p:ojec-
tions @', ¥', ¢’ des points a, b, ¢ seront en ligne droite ; done
les points @, 0, ¢ lc seront aussi.

Le théoréme scra également vrai pour une parabole,
puisque celle-ci peut étre considérée comme limite d'unc sé-
ric d’ellipscs.

Enfin, des considérations fort simples I'étendent, comme
on va voir, a I'hyperbole. Dans le cas ol la conique donnce
est une cllipse, son ¢quation sera

xﬁ yi
=+ 5=1
p q

L’équation dc la droite ab devra é(re satisfaile par les coor-
données du point ¢, et cela identiquement , en sorte que cetle
identité ne sera pas troubléc si 'on remplace parlout ¢ par

q\/:_i; d'ou il suit clairement que 12 théoréme subsistera
pour I'hyperbole.

Le théoréme que nous venons de démontrer cst sus-ep-
tible d’'unc autre extension. 11 a encore licu, en effet, si 'on
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prend pour A,B,C, non plus les milieux des cotés du triangle
PQR, mais trois points queiconqucs sur les cOtés, tels que
les droites qui les joignent aux sommels 0pposés se coapent
en un méme point.

Soient donc PQR un triangle dont les cotés touchent une
conique quelconque, et A B,C (rois points pris sur ces colés
et tels que Ies droites PA, RB, QC se coupent cn un méme
point; soient aussi a,b,¢, les points ou les tangentes respec-
tivement menées & la conique par les sommets du triangle
ABC rencontrent les cotés opposés.

Joignons les différents points de cette figure a un point
quclconque pris hors de son plan, et coupons les rayons ainsi
obtenus par un certain plan; on aura sur ce plan unc pro-
jection de la figure primitive, ct si Pon représente la pro-
jection d’un point par la letire accentuée qui désigne ce
point, on verra aisément que les droites P'A’) R'B', Q'C’ se
couperont en un méme point. Or on peut faire cn sorte que
deux des trois points A'B'C’ soient les milicux des cotés du
triangle P'Q'R’ sur lesquels ils s¢ trouvent ; donc il en sera
de méme du troisiéme. Il suit de Ja que d'aprés ce qui a été
démontré plus haut, les points &',0',¢’ seront en ligne droite,
donc les points a,b,c le seront également.




