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THEOREME SUR LE PENTAGONE.

Conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un polygone de m
cOtés , sott circonscrit @ une consque.

PAR M. PAUL SEBRBET,
éléve en mathématiques.

L

Théoréme sur le Pentagone.

Cing droites situées dans un méme plan, forment généra-
lement cing quadrilatéres ; dans chacun d’eux I'on construit
la droite qui passe par les milieux des diagonales; et les
cinq droites que I'on obtient ainsi, concourent au méme
point.

1. Ce théoréme se déduit immédiatement, comme le re-
marque M. Terquem (IV, p. 545), du théoréme de Newton,
sur lc lieu des centres des coniques inscrites & un quadrila-
tére, et de la considération d’un pentagone circonscrit, dans
lequel on retranche successivement chaque c6té , en prolon-
geant les deux adjacents. M. Terquem recommaundant aux
¢éléves de démontrer directement cette proposition , en voici
une démonstration qui n’exige que pen de calculs, et dans
laquelle on fait abstraction de toute conique auxiliaire.

2. Lemue. Dans tout quadrilatére complet, les milieux des
trois diagonales sont en ligne droite.

3. Démontrons d’abord la propesition pour trois des qua-
drilatéres formés par les cinq droites, ces trois quadrila-



— 92
téres ayant tous leurs sommets sar les cotés d'un méme
angle.

Fig. 1. Soient OY et OX deux des cinq droites que nous
prenons pour axes des coordonnées ; et soient AB, A B, A B,
les trois autres droites qui forment dans Pangle YOX et ayant
leurs sommets sur les ctés de cet angle, les trois quadrila-
téeres AB,, AB,, AB, (en désignant chaque quadrilatére
par le systéme des letires de deux sommets opposés) ; soient
a,a,,a,; b, b, b,, les distances a Yorigine des sommets des
quadrilatéres. Désignons en général , par Dab, la droite qui
passe par les milieux des diagonales du quadrilatére AB, , et
prenons les équations des trois droites Dab,, Dab,, Da,b,.

Dab,, (1) (a—a,)y+(b-—b,)x+‘i£§i’f=o.

Dab,, @) (e—a)y+0—b)z+ 22D
b,—ab

Dab,, (3) (@—a)y-(b— b))z 20227 - 2% 0.

Or, si I'on retranche I'équation (1) de 'équation (2), on re-
trouve I’équation (3), doncles trois droites Dab,, Dab,, Da,b,
concourent au méme point.

Remarque. Cette démonstration s’applique évidemment a
chacun des systémes de trois quadrilatéres , qui, formés dans
les angles L et M, ont leurs sommets sur les cotés de ces
angles.

k. Soient donc d’aprés le paragraphe précédent.

(@) N le point de concours des trois droites

Dab,,Dab,, Dab,, dans 'angle YOX.

(&) N 1e point de concours des trois droites
Dab,, Dbm, Dam, dans 'angle KLM.
Pour ce qui est des quadrilatéres de 'angle BML, nous y
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trouvons : 1° le systéme des deux droites KA, L, AA A, dont
les deux diagonales immédiates sont les droites KA,, AL;
mais la droite qui passe par les milieux des deux diagonales
KA,, AL, passe aussi par le milieu de la diagonale A,M;
donc, au lieu de considérer la droite qui passe par lés milieux
des diagonales du systéme des deux droites KAL, AAA,,
nous pouvons considérer la droite qui passe par les milieuk
des diagonales du quadrilatére A,M, ou D, qui estla méme
droite. 2° De méme, relativement au second systéme des
deux droites KB, BBB,, au lieu de considérer la droite
qui passe par les milicux de BL et KB,, nous considérerons
la droite qui passe par les milieux de B,M et KB,, ou Db,m,
qui est la méme droite. 3° Enfin dans le troisiéme quadrilatére
nous trouvons pour la droite qui passe par les milicux des
diagonales , Dab, , ct soit :

(¢) N le point de concours des trois droites

Dam, Dbm, Dab,.

Comparant maintenant les lignes (b) et (c), nous veyons
que les deux points N’ et N" sont les mémes , ou que N" n'est
autre que N', et que de plus:

(d) Les quatre droites Dab,, Dab,, Dam, Db m, cen-
courent au point N',

Mais déja () les deux droites Dab,, Da,b,, concourent
avec Dab, en N, donc le point V' n’est autre que le point N,
el les cinq droites

Dab,, Dab,, Dab,, Dam, Dbm,
concourent au méme point N.

Conséquences.

5. 1° Pour Y'hexagone circonscrit. En prenant les six cotés

d’un hexagone circonscrit quatre a quatre, on forme quinze
quadrilatéres ; dans chacun d’cux Yon construit la droite qoi
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passe par le milieu des diagonales; les quinze droites ainsi

obtenues concourent en un méme point. 2° Pour un poly-

gone circonscrit quelconque de 7 cOtés; dans chacun des

m(m—1) (m—2) (m—3)
1.2.3.4.

en prenant les z cOtés quatre a quatre , ’on méne la droite

qui passe par les milieux des diagonales ; ces

quadrilatéres que ’on peut former

m (m—1) m—2) (m—3) )
1.2.3.4

droites concourent en un méme point , centre de la conique
inscrite.

6. Les réciproques sont vraies. Il suffit évidemment de
démontrer la vérité de la réciproque pour 'hexagone seule-
ment,

Trnkortme. Si dans les quinze quadrilatéres que forment
les six cOtés d’un hexagone, les quinze droites qui passent
par les milieux des diagonales, concourent en un méme point,
I’hexagone sera circonscriptible a une conique.

Soit (fig. 2) O le centre de la conique inscrite & cinq dessix
cOtés, le cOté excepté étant AF. Par le point A menons & cette
conique, une tangente As’, que nous supposerons différente
de AF ; et AB, BE, EF étant trois cotés quelconques du
pentagone circonscrit , considérons les deux quadrilatéres
ABEF et ABEf.

Les deux droites qui passent par les milicux des diagonales
de ces deux quadrilatéres, doivent par hypothése et par
construction passer : 1° par le centre O de la conique inscrite;
2° par le milieu 7 de la diagonale AE commune aux deux
quadrilatéres. Donc, ces deux droites doivent se confondre ;
ou, ce qui revient au méme, la droite mr qui passe par les
milieux de AE et de FB devrait diviser la droite AF en
deux parties égales; et pour cela il faudrait que mn fat pa-
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ralléle 3 FE, ou ce qui revient au méme que les deux cotés
AB et FE fussent paralléles.

Donc déja la proposilion est démontrée pour le cas on
I’hexagone proposé n’a pas deux cotés paralléles séparés par
un seul.

En second lieu , s'il existe dans Ihexagone un c6té non ad-
jacent a deux coOtés paralléles, agissant pour ce coté comme
nous venons de le faire pour le c6té AF, nous ferions voir
que la conique tangente aux cinq autres cotés, est aussi tan-
gente a ce sixiéme.

Enfin il est facile de voir qu’il n’y a que le parallélogramme
circonscrit , dans lequel deux cotés paralléles ne soient sé-
parés que par un seul c6té.

Donc, si dans un hexagone, etc..., etc...., ’hexagone
sera circonscriptible & une courbe du second degré.

7. Enfin il est clair que de 'hexagone , la proposition réci-
proques’élend au polygone de m cOtés.

Donc, pour qu’un polygone de m2 cOtés, soit circonscrip-
tible a une ceurbe du second degré, il faut et il suffit que
les droites qui passent par les milieux des diagonales de tous
les quadrilatéres que Yon peut former avec les m cotés da
polygone, concourent toutes au méme point, et ce point
sera cn outre le centre de 1a conique. )




