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MEMOIRE

sur la résolution de deux équations d& deux inconnuss.

PAR M. OSSIAN BONNET,
Reépetiteur & PEcole polytechnique.

(Suite. Voyez page 54.)

§ 2. Démonstration des deux lemmes sur lesquels repose la
résolution de deux équations @ deuz inconnues.

1* Lemme. Soient A, B, C trois fonctions de deux varia-
bles x et y vérifiant la relation

(1) A=BM+G,

M étant ausst une fonction de x et de y, je dis que les solutions
du systéme A =0, B==0 sont les mémes que celles du systéme
B=0, C=0, ou comme nous sommes convenus de I'écrire pour
abréger, que
[A, B] = [B, C].

D’abord il est évident que si un systéme de valeurs de x et
de y, x=a, x=0 annulent A et B, ces mémes valeurs annu-
leront B ct C, et réciproquement ; ce quil importe donc de
démontrer, c’est qu’une solution ecommune aux deux sys-
témes , a dans les deux le méme degré de multiplicité. Appe-
lons yn, yp,...7r, les valeurs de z tirées de I'équation
B=0, quise réduisenta « quand on y fait y—=8, si nous por-
tons successivement ces valeurs a la place de x dans la re-
lation (1), il viendra

A, =C,

=G
Ar -‘-‘-‘-Cr
en appelant As, Ap, ... A, ce que deviont A ‘pour
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X=n, Ypr-ry € Cn, Cp,..Cy, ce que devient G
pour les mémes hypothéses. De la nous tirons

AnAp... Ay =0CpGCp... Cr
Or le degré d’infiniment petit par rapport a y—§ du premier
membre indique le degré de multiplicité de la solution
x=a, y=0 dans le systétme A—0, B=0, et celui du second
membre le degré de multiplicité de 1a méme solution dans le
systéme B—=0, C =0 : ces deux degrés de multiplicité sont
donc égaux.

2° Lemme. Tout systéme de deux équations de la forme
AB=0, C=0, peut étre remplacé par les deux systémes A=0,
C==0, et B==0, C=0; en d’aulres termes,

[AB, €] = [4, €]+ [B, C].

Il est évident d’abord qu'un systéme de valeurs de x et
de y, r=«, =8, qui annulent AB et C, doivent nécessaire-
ment annuler A et G, ou B et C, et réciproquement. Ce qu’il
suffit donc de démontrer, c’est quen appelantv, v, +" les
degrés de multiplicité respectifs de la solution x=«, y = f
dans les trois systémes (AB=0, C=0), (A=0, C=0), (B=0,
C=0), on a toujours v=1+'~-v". Appelons yn, yp, ...or
les valeurs de x tirées de Y'équation C=0, qui se réduisent a
= quand on y fait y==8; substituons successivement ces ra-
cinesalaplace de = dans A et dans B, et soient A, , Ap ... Ay,
Bn, Bp ... B, les résultats obtenus; » sera égal au degré
d’infiniment petit par rapport a y—8, du produit

AnByApBy... Ar By,
ety et »' aux degrés d'infiniment petit par rapport a y—8,
des produits
Anhp... Ay
BuBy...B, .

D’aprés cela, il est bien évident que v=1"-}-+", comme il
fallait le démontrer.

et
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§ 3. Méthode rigoureuse pour ramener la résolution d'un
systéme de deux équations ¢ deux inconnues & celle de plu-
sieurs systémes composés d'une équation @ une inconnue et
d’une équation ¢ deux inconnues.

Soient A=0, B=0 les deux équations proposées. Appli-
quonsaux premiers membres, quenous supposons débarrassés
de tous leurs facteurs fonctions de x , fonctions de y et fonc-
tionsde x et y, le procédé connu du plus grand commun divi-
seur; si 959.y9s-- g, et Rr, R, R, L R__r , r, sont
les quotients et les restes successifs, et ¢, c,, c, ... ¢, les fonc-
tions de ¥ par lesquelles on a di multiplier les dividendes
pour obtenir des quotients entiers par rapport a y, nous au-
rons la suite des relations

cA=Bqg+ Rr

¢cB=Rq,+ R,

cR=Rg, Ry,
) ?

C”R"__‘= R n--7n+rn‘

Or la premiére relation nous donne, en vertu du premier
lemme (§ 2),
[CA7B] =[B9R"] s

d’ou, en vertu du second lemme (§ 2) ::

[A,B] + [C’B] =[Brl{) + [I',B] ’
d’ou

[AvB] = [B)R] -+ [",B]"' [C,B]F
de méme la seconde relation donne :

[B7R] = [R)Rn] + [”. 7R} - [L‘UR]!
la troisiéme :

[R,R]=[R,R,}+[r,R]—[c,R ],

ANN. DR MATREM, VI, 10
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et ainsi de suite ; enfin la derniére .

[RH? R»-l]=[rn’ Rw—!] ——[L‘., Rn]'
Ajoulant toutes ces égalités et supprimant les termes com-
muns aux deux membres, il vient :

["‘) B]+[I“, R]—I—-[f", Rn]+"'+[ra1 Rn—:]

{A’B]z ‘-[69 B]—[C,Q R]—-[C,, RI]_._,,—-[C., R"_'] ’

ce qui raméne la résolution du systéme proposé a celle de
2(r4-1) autres systémes composés chacun d’une équation a
une inconnue et d’'une équation a deux inconnues.

§ 4. Simplification de la méthode précédente. — Démonstra-
tion compléte du théoréme de MM. Labatie et Sarrus.

Proposons-nous de simplifier les résultats qu’a fournis la
méthode précédente, en cherchant & retrancher d’'une ma-
niére générale et algébrique les solations [¢, B], [¢,, R],
[c. R],...[c.» R,_] dessolutions [r, B], [r,, R], [rs R]J...
... [r,» R,_]. Reprenons les relations (1) du paragraphe
précédent, et pour simplifier le raisonnement, supposons-y

n=1,, ce qui les réduira a

¢cA =Bg-4Rr

¢B=Rq,+Rr,

1) [eR =Rg,+Rr,

¢, = Ryg, -+ Ry,

cR, =Ry, +r,
La premiére nous donnera, comme on I’a vu plus haut ,

[A, B]=[B, R]+[r, B]—[c, B].

Appelons d le plus grand commun divisear entre r ot ¢,
d divisant exactement r ¢t ¢, on aura (lemme 2) :

[ B =[5 B0 B (o B=[ 5, B] 44, B,
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et par conséquent , e subslituant dans la dermére.relation,

r 4
(A, Bi=18, i+ | 5, 8] - [2,8];
mais 4 étant le plus grand commun diviseur entre ret c, les

r c .
quotients Zet - sont premiers entre eux; les solutions

d

[flz, B] sont donc distinctes des solutions [%, B]; cela

nous montre que ces, derniéres solutions sont toutes conte-
nues dans [A, B], et qu’en posant:

(4, Bj= 5 B] +18B),
ona:
c
@ (4, B]=(5K-|3, B]
Considérons la seconde des relations (1). Nous en tirons
d’abord :
(B, R}=[R,R,]4-[r,, R]=~[c,, R],
d’ou, en appelant 4, le plus grand commun diviseur entre
r.etc,, et opérant comme plus haut,

(B, Bl=(R.B1+[ 5, ][ 3 v

substituons cette valear de [B, R] dans Pégatité (2), il
viendra :

® [aBI=I8 R[5 R |-[5 B]- [d,, ]

appelons d," le plus grand commun divisear entre —_ et ‘—l

je dis que I'on aura :

(4., R]=[4,", B
En effet, divisantles deux membres de la premiére des éga-
lités (1) par 4, il vient :
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[ r
(@ SA=BQ+RI,
ouQ =§ est entier, pnisquef—i et ’?.l le sont; or d," étant un

diviseur deg, on a (lemme1) :

, r
d", BQ]: [d,’, R E]’

d'ou, p Z étant premier avec 71 et par suite avec &,”,
[4's B]+[d, Q]= [d.", R],

d'ou
[d-"a B] [d "’ B'} ;

T

mais d’un autre coté, si I'on divise par d,'les deux mem-
bres de la seconde des équations (1), ce qui donne :

(b) drB RQ +Bx dl’
on peut en déduire semblablement
4" R [d.”, B].

Nous conclurons de la que
[, B]=[d', R];
donc, en remarquant que

r, r N ,
AR

55l 2o

on pourra écrire la relation (3) sous la forme :

e [ (e 1)

ctjcomme les deuxquohenls— et ——=sont un et Pautre pre-

dd'
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miers avec 7 d =)

d’ou résulte que les solutions [ av R]
[Z;—,,, B] sont distincles des solutions [-d—,-"i-T,-, R]; on
peut conclure que ces derniéres solutions sont contenues
dans [A,, B], et qu'en posant :

[, Bl=[ 75 R]+0A,, B,
ona: '

T c c,
® (4o Bl=I Rl—[ 77 B |-[ 52 R ]
Passons a la troisiéme des égalités (1) ; nous en tirons :
[B’ Rx] = [Rx s Ra] + [ri b Rl] - [c: b Rl]’

d’oli, en appelant 2 le plus grand commun diviseur entre
r, et c,, et opérant comme plus haut :

[R, R]=(R., R,]+ [di, R{]-—-[di:,, B(].

Substituons cette valeur de [R, R,] dans la relation {4), ce
qui donne :

cr, c
© (4, BI=[R, R)+| Z R~ 7 B
cl c:l
”‘[Z” R]-—[‘—t-,, R |,

et appelons 4 le plus grand commun diviseur entre
rz c. . . Py

i et 7 1e dis que ’'on aura :

4., R]=[d.",R].

En effet, divisant par d, les deux membres de la seconde des
égalités (1), il vient :

c, i
() 78= RQAR. 7
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Or 4, étant un diviseur de 7’ ,ona:
[4,RQ] =4, R :

dn”? R]+[d2’ Q]'—"[ t] 1B|]

done

puisque - est premier avec = et par suite avec d.; done

dl dl

d" R~ [d", R];
(@', R) _[4", R]

d’un autre c6té, si I'on divise par 4, les deux membres de
la troisiéme des égalités (1), ce qui donne :
’ ’.I
(d) d’R-—R Q3+Rnd_7’

on pourra dire que d," étant un diviseur de ;;1, , Ona:

[d,", R Q ] = [d;,a d' ]
d'ou

A R.] [4.. R].

Nous conclurons de 12
(4., R)=[d,)", R] ;

et par conséquent, en remarquant que
7',‘ ra Id
[z =z r ]+ ma

[ )i 1 Jrieem,

que D'égalité (5) peut se mettre sous la forme :

©® oBl=R, R+ [ 5 ][5 8]~

¢, c,
~zr )l )

et
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Appelons encore d,” le plus grand commun diviscur entre
je dis que l'on aura -

[dnm’ R;J:[d,’”, B] .
En effet, entre les deux égalités

T e

c r
S A=BQ+RZ,
% B=RQ,+R,—
27 — Q+ ldl,

déja considérées , éliminons R; puis I'égalité finale obte-
nue, divisons ses deux membres par d," plus grand com--

-, r
mun diviseur entre d‘ d’ il viendra :

rl
dd S Q A'—'BQ +R > d'ldlll ’

r
et ——— le sont. Mais

r
ou Q est entier, puisque -5 3 a,,,, 2% T

d)" étant un diviseur de -d—d—,—, , 0N :

1 i r rl .
7, D)= 4R m]s

donc

[d,’”,B] +[4.",Q]=[4.", Rx] ;
pmsque ¢ d d” sont premiers avec ——, d 7 et par suite avec
d!"; donc

d", B = d", R].

(", B] Z [4", R]

D’un autre coté, si I'on élimine R entre les deux égalités
C, r,
‘d—_l B=RQI+ R' T’
C, r,
~R=RQ+R.,

et que I'élimination faite, on divise de part et d’autre par
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d,' plus graud commun diviseur entre -~ , il viendra :

d/
C,

"
ld!ldlB RQ +RQ'd1d’I’

et d,' étant un diviseur de

d’ d —, qui d’ailleurs est premier

avec ——— d' d e ;’,, on verra de méme que
[d", R] z[d,"’, B].
Nous conclurons de 1a
dl/l R ] = [d’NI, B] )

et par conséquent en remarquant que
r, r, ,
[z *) =l *] e

c [ "
[z 8] =z 8|+ 1m0,

que Pon peut écrire la relation (6) sous la forme .
. - . .
[An B] - [Rv) R ] + [ /dndm'f -J - [W’B] -

C
—[T[Z"’ ] [dHBJ

4
Actuellement les trois quotients 2’,, W , W sont

donc les solutions [ Ak RJ

et

. r’
premiers avec ————;
d!zdﬂzdll N

[d-%m R J ) [;,d—c,d—,,-, , B] sont distinctes des solutions

r, o
[—,—+—ﬁ; , B,]. Cela nous montre que ces derniéres solu-
d'd'd,

tions sont toutes renfermées dans [A,, B)] , et que I'on peut
par conséquent poser

r’
(A, B) = [ i R | + 140, B
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ce qui donne :

UH%M#EJ&{@%@ﬂ—b%m] [ 5]
Passons a la quatriéme des relations (1), nous en tirons :
[Rx b Rz] = [R:) RS] + ["3, Rn] - [CJ b Rz] 3

d’ou, en appelant 4/ le plus grand commun diviseur cntre
r, et ¢, , et opérant comme plus haut ,

& R]=R, R+ |3, &]—| 2. &)

Substituant cette valeur de [R,, R,] dans la relation (7), il
viendra :

® (A, Bl=[R, R]+ | 2 R | =[5 R | -

[pen] [~ n]

Appelons 4, le plus grand commun diviseur entre -5 d’ -5—’-,,
je dis que 'on aura :
(4, R,] = [4), R].

11 suffit, en effet, de considérer les deux égalités :
R,
d' R R Q + dr ’

ZR=RQ+R

obtenues en divisant la troisiéme des égalités (1) par 4, et
la quatriéme par d;, et de raisonner sur elles comme on I'a
déja fait sur les égalités (a) et () ou sur les égalités (c) et (d).
La relation

[, R,)) =[d., R]

permet de mettre 1’égalité (8) sous la forme -
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r, c
(9) [Av Bz] = [Ru Rs] + [d,—d,',s R,] - [W) B] ’

_[ rdMR] [d'd”’R] [an- ’

11 suffit de remarquer que

(28] = [ 1] 10,

[d” ] [d’d"’ R]+ [ R]-

Appelons encore d,” le plus grand commun diviseur entre
T3 G L . A
Zd7 et Td je dis que 'on aura:
(4", R]=[d,", R].
En effet, entre les deux égalités :

d, B RQ + Bl d! 9
EIR:R‘Q’+R’:17’
€liminons R,, puis, I'égalité finale obtenue, divisons ses
deux membres par 4,", plus grand commun diviseur entre
", cx . .
E,Tet-l_i,—" il viendra :

G —RO’ o
gy Q=R Rgrar
Or 4" étant un diviseur de ;210_,:17’ ona:
, ) a4 r, r
[d3m7 RQ,]:[ " Rad’d”d'];

done
(4,", RQ/1=[4,", R,],
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—, el par suite

T r, . c
puisque il et T sont premliers avec d,"_d,'

avec d,''; donc
[dslll, R] d"v’ R ]
D’un autre c6té, si on élimine R, entre les daux égalités

d'R BQ+R:d7’

t—[a,‘ R= RaQa +R, jy_ ’
3 3
et que, I'élimination faite, on divise de part et d’autre par

d,' plus grand commun divisear entre T et - L ,|lwendra

/d”le RQ"+R3Qidvdur

et 4, étant un diviseur de —— d”’ qui d’ailleurs est premier

C, [
avec — et -d—’,-, on trouvera de méme :
2™y 3
[a", R] [d,”', R).

Nous conclurons de la
[4)", Rl=[d,", R,

et par conséquent en remarquant que
r. r,
[z5® ) =i ] + 10 8,
3
I:drd/y’R] [ /d"d“,, ]+[d3"l’B])

que P'on peut écrire la relation (9) sous la forme:
40) [, B1= 8., R +| 7 B || g B]

I c’
~ |z ] ~[z ][ R].
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Appclons enfin &,"" le plus grand comman diviseur entre
r3

c .. ,
Zidrar el Y AP jedis que 'on aura :

[d3””7 Bﬂ] = [dBI"" B]'

Pour le démontrer, entre les deux égalités
c ror
2 QA =BQ +R, 2T

C‘ C, I "’
gy a; P=RE TR g,

éliminons R,, puis, I'égalité finale obtenue, divisons ses
deux membres par 4," plus grand commun diviseur entre

c T, . .
T et 2#;, et par Q,, qui sera facteur a deux et par suite

aux trois termes, il viendra :
c . _n_

1 m A
dWQ A= BQ +R2d d’d" ,'d,”d,""

or d,'" étant un diviseur de W’ ona:

el A "n r rX r!
(!, B ={ 4% W i |
done
[d "wn BQ I/I] [d IIII ,] R
i z sont premiers avec i
puisque ‘—17 dldll 9 d'd"d’" ont p ay dd,”d,'m

et par suite avec d,"' ; donc
[d;”l, B] z [d;ll”, R,]’

D’un autre c6té, si on élimine R entre les deux égalités

‘& B=RO/4R - [
d_‘:'Z/_r QaB“'RQl +Ra d Id.n d,’ ’

c: " r!

' d " d L R“'R Q +BIQ- d,' d,” ’

et que, Vélimination faite, on divise par d," plus grand com-
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mun diviseur entre —> d' d T et d ——, et par Q, facteur com-

mun a tous les termes, il viendra :

C, c, DA . ry ' T
adrdy 'd—’vZT d; B——R,Q. +RQ. d—; d;'—u am)
et 4,"" étant un diviseur de ——7 Z d = d'" , qui d’ailleurs est pre-

C,

cl
mier avec —, <, =577, 0N tronvera de méme :
d 7 d/d’ d'd'd!"

[d HII, R ] [d’IIII, B] ;
de la nous conclurons
[d,"", Rz] —_ [d;'”, B] y

et par suite , en remarquant que

"3 J— "a "y
[dsld;ld"/’ 7 R!] - I:d;d;ld;”d;”l b R’] + [d! b Rl]

¢ - c i
[W ) B] =lm, B]+ [4.", B),

que I'on peut mettre I'égalité (10) sous la forme :

r,
[A;, R]=[R,, R] +[W ) R.]

c c, 1
c, - c,
[d,ldsu [} RIJ—[E’ Rn .

Actuellement les quatre quotients

et

) < ¢
d; 2 d,’ d;' * dll d’ll d‘lll ’

sont premiers avec les solutions

¢ r
P IL ST I L KR
dd''d)"d," d)d)'d)"'d)

[4
7 R [ 7 Rx] [ T ? R] [—TI_c——- B]
[d ? a]’ d"'l k] d'd d 1 * dd. d,"d,l""

sont donc distinctes des solutions [W’ R,}], donc
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ces derniéres solutions sont toutes renfermées dans [A,, B,] ;
posant dés lors :

r,
[A;, B]= [W s R,]+ {Asy By,
on aura :

[
(1) [A,, B]=[R,, R]— [m, B]

¢,
|z -z )

(La fin prochainement. )



