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MÉMOIRE

tur la résolution de deux équations à deux incannua.

» A H M. OSSIAÏT B O N N E T ,
Répétiteur à l'École polytechnique.

(Suite. Voyez page,64.)

$ 2. Démonstration des deux lemmes sur lesquels repose la
résolution de deux équations à deux inconnues.

1" LEMME. Soient A, B, C trois fonctions de deux varia-
bles xcly vérifiant la relation

(1) A = BM + C,

M étant aussi une fonction de x et dey, je dis que les solutions
du système A = 0, B = 0 sont les mêmes que celles du système
B=îO, C=0, ou comme nous sommes convenus de récrire pour
abréger, que

[A ,B]=[B,C] .

D'abord il est évident que si un système de valeurs de x et
dey, x=a , x=$ annulent A et B, ces mêmes valeurs annu-
leront B et C, et réciproquement ; ce qu'il importe donc de
démontrer, c'est qu'une solution commune aux deux sys-
tèmes , a dans les deux le même degré de multiplicité. Appe-
lons yn, yp, ...yr , les valeurs de x tirées de Féquation
B=0, qui se réduisent à a quand on y fait.r=p, si nous por-
tons successivement ces valeurs à la place de x dans la re-
lation (1), il viendra

en appelant A*, Ap, . . . Ar ce qoe ée*init A poer
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xz=zyn, yp, ...yr , et C* , CP, ...Cr , ce que devient C
pour les mêmes hypothèses. De là nous tirons

A nAp. . .A r =CnCp. . . Cf

Or le degré d'infiniment petit par rapport h y—p du premier
membre indique le degré de multiplicité de la solution
j :=a , ^ = p dans le système A = 0 , B = 0 , et celui du second
membre le degré de multiplicité de la même solution dans le
système B = 0 , C = 0 •. ces deux degrés de multiplicité sont
donc égaux.

2e
 LEMME. Tout système de deux équations de la forme

AB=0, C=0, peut être remplacé par les deux systèmes A=0,
C=0, et B=0, C=0 ; en d'autres termes,

[AB,C] = [A, C ] + [ B , C ] .

Il est évident d'abord qu'un système de valeurs de x et
de y , x = a , y = p , qui annulent AB et C, doivent nécessaire-
ment annuler A et C, ou B et C, et réciproquement. Ce qu'il
suffit donc de démontrer, c'est qu'en appelant v, vf

7 v" les
degrés de multiplicité respectifs de la solution .r == a, y = (S
dansles trois systèmes (AB=0, C=0), (A=0, C=0), (B==0,
C=0) , on a toujours v=v' + v". Appelonsyn, yp, ...yT

les valeurs de x tirées de l'équation C=0, qui se réduisent à
a quand on y fait y = p ; substituons successivement ces ra-
cines àla place de x dans A et dans B, et soient A n ,Ap . . .A r ,
B n , Bp . . . B r les résultats obtenus; v sera égal au degré
d'infiniment petit par rapport à y—fi, du produit

A n B„ApBp. . .A r B r ,

et v' et v" aux degrés d'infiniment petit par rapport à y—p,
des produits

A»Ap... Ar
et

Btt Bp ... Br .

D'après cela, il est bien évident que v=v'-|->'\ comme il
fallait le démontrer.
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§ 3. Méthode rigoureuse pour ramener la résolution d'un

système de deux équations à deux inconnues à celle de plu-

sieurs systèmes composés d'une équation à une inconnue et

d'une équation à deux inconnues.

Soient A = 0 , B = 0 les deux équations proposées. Appli-

quons aux premiers membres, que nous supposons débarrassés

de tous leurs facteurs fonctions de x , fonctions de y et fonc-

tions de x cty, le procédé connu du plus grand commun divi-

seur; Ûq,qx,qt... qn et Rr, Rfr,, Rara ... R ^ r ^ , ru sont

les quotients et les restes successifs, et c, cf, c, . . . cn les fonc-

tions de y par lesquelles on a dû multiplier les dividendes

pour obtenir des quotients entiers par rapport à y, nous au-

rons la suite des relations

c A = Bq -f- Rr

Or la première relation nous donne, en vertu du premier

lemme (§ 2),
[ cA,B]=[B,Rr] ,

d'où, en vertu du second lemme ($ 2) : :

d'où

de même la seconde relation donne :

[
la troisième :

[

Ans. DS MÀTHÉM. Vî. 1 0
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et ainsi de suite ; enfin la dernière :

Ajoutant toaies ces égalités et supprimant les termes com-
muns aux deux membres, il vient :

[r,

ce qui ramène la résolution du système proposé à celle de
2(tt-f4) autres systèmes composés chacun d'une équation à
une inconnue et d'une équation à deux inconnues*

S 4. Simplification de la méthode précédente. — Démonstra-

tion complète du théorème de MM. Labatie et Sarrus.

Proposons-nous de simplifier les résultats qu'a fournis la
méthode précédente, en cherchant à retrancher d'une ma-
nière générale et algébrique les solutions [c9 B], [clS R] ,
[c., R;], . . .K, R W J des solutions [r, B], [rf, R] , [r9, RJ...
... [rn, Rn-I] • Reprenons les relations (1) du paragraphe
précédent, et pour simplifier le raisonnement, supposons-y
n = fc, ce qui les réduira à

c A = Bq + Rr

(1)

« A = ^ s + RB

C4R, = R8ry4 -f r4.

La première nous donnera, comme on l'a vu plus haut 0

Appelons ^ le plus grand comnmii dSviseur entre r et
cZ divisant exactement r et c? on aura (lemme 2) :

[r. B] = [ 1 , B ] + [rf, B], [c, B] = [ î , B~]+ [d, B],



et par conséquent, en substituant dans la dernière^relation,

mais d étant le plus grand commun diviseur entre r et c, les
r c

quotients - et -3 sont premiers entre eux ; les solutions

I ~, B ! sont donc distinctes des solutions ~, B | ; cela

nous montre que ces. dernières solutions sont toutes conte-
nues dans [A, B]f et qu'en posant :

[A,B] = ["£f B]-HA„BJ,
on a :

Considérons la seconde des relations (1). Nous en tirons

d'abord :
[B,R}=[R,R, ] -Hr, ,RJ-[ C j ,H] ,

d'où, en appelant dt' le plus grand commun diviseur entre
rL et ct, et opérant comme plus haut,

substituons cette valeur de [B, R] dans Tégatité (2), il
viendra :

(3) [AI,B,] = [ R , R I ] + [ ^ , R ] - [ Î , B]- [^T'

appelons dt
n le plus grand commun diviseur entre — et —,

rt a
je dis que l'on aura :

[<',]!] = [<*.% B],

En effet, divisant les deux membres de la première des éga-
lités (i) par d9 il vient.



— 1*0 -

[a) Î À =

ou Q — % est entier, puisque C-, et .̂ le sont; or d," étant un
a ad

diviseur de-j, on a (lemme 1 ) :

f C

d'où, - étant premier avec - , et par suite avec <",

d'où

maïs d'un autre côté, si Ton divise paro le s deux mem-
bres de la seconde des équations (1), ce qui donne :

on peut en déduire semblablement

Mous conclurons de là que

donc, en remarquant que

et

on pourra écrire la relation (3) sous la forme :

[A1?B,]=:[R, R,

c c
ctjcomme ks deuxquotienls-y; et -j-p sont l'un et Taulre pre-



- U i -

r f c "1
miers avec , ' , d'où résulte que les solutions I -rj, RK

T"' B I s o n l d i s t i n c l e s d e s sortions I -TTTTT? R h o n

peut conclure que ces dernières solutions sont contenues
dans [A,, B,], et qu'en posant :

on a :

(4) [ A , , B J

Passons à la troisième des égalités (1) ; nous en tirons :

[R, BJ = [RI5RJ-Hr,, R J - [ c „ Rf],

d'où, en appelant d%' le plus grand commun diviseur entre
r, et c%9 et opérant comme plus haut :

[R, R,] = [R„

Substituons cette valeur de [R, Rx] dans la relation (4), ce
qui donne :

(5) [ A ^ B J ^ R ^ R J

\Jr RJ L ^ ' R I J '
et appelons djf le plus grand commun diviseur entre

— et —, je dis que Ton aura •.
d% a,

En effet, divisant par dt' les deux membres de la seconde des
égalités (1), il vient :

(c) jlB ^
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Or dl' étant un diviseur de ~, on a :

te",RQ,]=[rf.",R.j];
donc

T* C *

puisque -~ est premier avec — et par suite avec */," ; donc

d'un autre côté, si Ton divise par d[ les deux membres de
la troisième des égalités (1), ce qui donne :

(d) J |R=RIQ,+ B,£„

on pourra dire que d" étant un diviseur de j , , on a •.

te", R.QJ = [<*,", j îR | ,
d'où

te",R.]^te".R].

Nous conclurons de là

te", RJ=te", R] ;
et par conséquent, en remarquant que

et

que l'égalité (5) peut se mettre sous la forme

(6) [A,,B,]=[R t
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Appelons encore d" le plus grand commun diviseur entre
7* C

jij?, et -jjïr » Je dis que l'on aura r

K",R,] = K" ,B] .
En effet, entre les deux égalités

Î A = B Q + R i ,

déjà considérées, éliminons R; puis l'égalité finale obte-
nue, divisons ses deux membres par d" plus grand com-~

p c
mun diviseur entre ~ et ~ , il viendra :

a, a

c rc r r
où Q' est entier, puisque ~r7ïï> -jet -77-777 le sont. Mai»

C
dl" étant un diviseur de —77, on a :

ctct

donc

ï* V C

puisque -̂  et -77777 son^ premiers avec -—7, et par suite avec

«/,"'; donc

D'un autre côté, si Ton élimine R entre les deux égalités

et que l'élimination faite, on divise de part et d'autre par
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d" plus grand commun diviseur entre •— et - £ , il viendra :
dt dm

et dj" étant un diviseur de -£777, qui d'ailleurs est premier
d%d%

c c
a v e c 1 /yn e* ~ , on verra de même que

K , R , ] [ r f , , B ] .

Nous conclurons de là

et par conséquent en remarquant que

et

que Ton peut écrire la relation (6) sous la forme.

[A,, BJ = [R„ BJ

ce c
Actuellement les trois quotients -a , , • • ' , . t„j„, sont

premiers avec ' * ; donc les solutions -^r~> R*

[ . / . , , , R , •; ,,, -„., B sont distinctes des solutions
«««, J L««« «. J

t^ . . * - „,, Rf I. Cela nous montre que ces dernières solu-

tions sont toutes renfermées dans [A2, B2] , et que Von peut
par conséquent poser

[A, , B J = I jrfrrjw' *« J + [A3 ' B»] •
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ce qui donne :

(7, [^«^.BJ-

Passons à la quatrième des relations (1), nous en tirons :

[R,, RJ = [Ra, R3] + [r,, RJ - [c,, R2] ;

d'où, en appelant dl le plus grand commun diviseur entre
r, et c3, et opérant comme plus haut,

[R,, RJ = [R,, RJ + [^, Ra] - [ | , R.].

Substituant cette valeur de [Ro RJ dans la relation (7), il
viendra :

(8) [ A i , I « S S [ R . ,

r c
Appelons d[] le plus grand commun diviseur entre — e t ^ ;

je dis que Ton aura :

[<*/', R,] = [4", R,].

Il suffit, en effet, de considérer les deux égalités :

iVR = R,Q, + R,A,

obtenues en divisant la troisième des égalités (1) par d%' et
la quatrième par d3

f, et de raisonner sur elles comme on Ta
déjà fait sur les égalités (a) et (6) ou sur les égalités (c) et {d).
La relation

permet de mettre l'égalité (8) sous la forme •
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(9) [ A , , B 3 ] = [ R , , R ]

" tó?' RJ ~ tör R'J
II suffit de remarquer que

Appelons encore d"' le plus grand commun diviseur entre

TJU et ^T~7 ; je dis que Ton aura :
JJ ^

En effet, entre les deux égalités

éliminons R,, puis, l'égalité finale obtenue, divisons ses
deux membres par d", plus grand commun diviseur entre

/* C

~ et -—•, il viendra :

Or 3̂"' étant un diviseur de -77317 > on a

donc
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puisque -~ et -rrrr, sont premiers avec -rnrn el par suite

avec dj"\ donc

K " , R] = [<*;', RJ.

D'un autre côté, si on élimine Rt entre les daux égalités

^p-R = RtQa -f Rs ^ r ,

et que, l'élimination faite, on divise de part et d'autre par
C 7*

dj' plus grand commun diviseur entre ~ et —3,, il viendra :

CC

et dt
n' étant un diviseur de -7777,, qui d'ailleurs est premier

d3d3

c c
a v e c T7T7r et -~-, on trouvera de même :

[^,RJ=[^",R],

Nous conclurons de là

K " , R ] = K '" ,R a ] ,

et par conséquent en remarquant que

[ ^ " ^ J = L < ^ " R"J + {d>'"'RJ'

que Ton peut écrire la relation (9) sous la forme :

(10) [A3,B3]=[R., RJ + [ - J ^ , ^]-[~, B]

~ Ux'W" RJ "" 1-^/' ' R"J ~ l i ' R'J •
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Appelons enfin <*,"" le pins grand commun diviseur entre

j ï k r el iêd?n je dis quc 1>on aura :

Pour le démontrer, entre les deux égalités

1 ] R ^ + R&
éliminons R,, puis, l'égalité finale obtenue, divisons ses
deux membres par d,'1' plus grand commun diviseur entre

C T*

"dP Ct IFd" ' e t Par ^ ' q U i S e r a focteur à d e u x e t Par s u i t e

aux trois termes, il viendra :
c r r* r

c
o r dl'" é t a n t u n d i v i s e u r do • , , „ , „ „ o n a :

donc

pui8que 2' 5^7' < ^ - '
et par suite avec d/"' ; donc

K'",B] K",R,],

D'un autre côté, si on élimine R entre les deux égalités

et que, l'élimination faite, on divise par dt
tfr plu» grand com-
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/* c
mun diviseur entre -p— et -r—^, et par Q, facteur com-

mun à tous les termes, il viendra :

cr c. c

et dl'v étant un diviseur de *' f , qui d'ailleurs est pre-

m i e r a v e c^ ifd

de là nous conclurons

et par suite, en remarquant que

x 'V' R * J = l . ^ W " R'J +1**'RJ

^ ' ' B ] = [rfrf/'X"^' ' J + K""' Bî'
que l'on peut mettre l'égalité (10) sous la forme :

r c- R i
\_dWdl'" J

ce c
Actuellement les quatre quotients ^7 , j ^ f d*dndm

idïkdr» s o n t P r e m i e r s avec ^ ^ 5 r *les solations

tó7 RtJ' L ^ n I \ r \Aid]d^ ' RJ' lddt"d;''d;"" BJ
s o n t d o n c d i s t i n c t e s d e s s o l u t i o n s I ,, .., •?„, /{/-$ R a j , d o n c

ld,di d, d, J



ces dernières solutions sont toutes renfermées tlans [A,, B$] ;
posant dès lors :

[A3, B J = I rf'dnjnijini * R»|+ [A4 > 8J>

on aura :

(11) [A4, fi43 = [R2, R3]— dd"dvldv"') J

(La fin prochainement. )


