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NOTE

Sur une question géometrique de mazimum.

PAR M. A. VACHETTE,
licencié és sciences.

P
1.0na (fig. 9) deux paralléles P'g' , et deux points g situés

hors de ces paralléles et de cotés différents; on demande de
trouver le plus court chemin de A en B, par une ligne
brisée AMNB, telle que la portion MN interceptée entre les
deux paralléles soit donnée en direction.

Puisque la portion MN ecst donnée en direction par I'angle
YV qu’elle fait avecles paralléles, elle'est aussi en grandeur,

PQ

. A
et nous pouvons poser MN = a. Si on projette B SUF p Q

!

en p,» en posant A'M = x , il suffira de trouver . pbur ré-

soudre la question : si on pose NB'=y, et qu'on prenne x
pour variable indépendante, » en scra une fonction. On con-
AA =p
BB =4’

La question revient a chercher le minimum (elle ne com-
porte pas évidemment de maximum) de AM - NB, puisque

MN est constant, ou de la fonction V' p'+ 2* Vg + 5.
11 ’agit de trouver y en fonction de x, ou une relation entre
xety. _

Or, dans le trapéze MB'NA', une relation connue donne

MN’4+A'B” = MB” +NA"”+2MA.BN,

nait A'B'=10; et I'on peut poser
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d’ailleurs

MB* =a'+y'—2ay cosV,
NA’ =a’+4x'—2axcosV,
et en substituant , il vient :
@+ =2+ x4y —2(x+y)acosV+2xy,
d’ot I'on déduit aisément :
(1) z-t+y=acosVE Vb —a’sin’V,
relation cherchée entre x et y.

On sait d’ailleurs que pour trouver le maximum de F(x, y)
quand on a f'(x,y) =0, et que x est variable indépendante,
il faut égaler a 0 la dérivée totale de la fonction F , éliminer
d . . . P
(-i‘—; entre 'équation qui en résulte, et la dérivée totale de la
fonction f* qui est identiquement nulle; ce qui donne une
nouvelle relation entre x et y, qui, jointe a la premiére,
peut servir a détermiaer les variables.

Ici:

F(z,y)=V2+p+Viy+q.
On aura donc :
17
x + ¥ 1 —
Vatr Vitd

d'ailleurs en différentiant (1), on obtient :

0,

dy
1 + _d; =0;
et 1a nouvelle relation est alors
(2) g l_/_._r_ﬂ’_
7 Vyi+q

Au lieu de chercher les valeurs de — au moyen des équa-
r

tions (1) et (2), on remarque que, si on éléve au carré, on
aura :



©_2+p P

oyt ¢
donc on a:

p_=x Vx+p

q y ‘/ya+qn

. . AMA'
et par conséquent les triangles { ANB sont semblables, ce

U

qui nécessite le parallélisme de AM et de NB.
11 est d’ailleurs facile de trouver maintenant x et y, au

moyen de § =§ , et de I'équation (1).

2. La question peut se résoudre sans calcul.

Prosrime I. Construire un parallélogramme dont on con-
nait deux sommets opposcs , et 'un des cotés en grandeur et
cn direction.

En menant par chaque sommet une droite indéfinie paral-
l¢ele a la direction donnée, et portant sur cette droite dans
les deux sens la longueur donnée a partir du sommet, on
aura quatre parallélogrammes équivalents, non superpo-
sables, satisfaisant a la question.

TheorémeI. Sion coupe un parallélogramme ABCD(fig.10)
par deux droites paralléles , I'une des diagonales KL du pa-
rallélogramme d’intersection IKML , est paralléle aux cOtés

AB
cD’ si toutefois AB est égal a la longueur QR inscrite entre

les paralléles 158' parallélement a AB.

En effet, si KL n’était pas paralléle a AB, en menant KG
paralléle a AB, on aurait KG = AB, mais

KH=QR =AB,
ce qui serait absurde.

Prosrime I1. Etant données deux parallé]eslgg,(ﬂg. 1), et
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g de cotés différents en debors de ces paralléles,

on peut toujours mener de A ea B un chemin bris¢ AMNB,
de facon que la portion MN interceptée entre les paralléles,

deux points

. _AM
ait une direction donnée, et que les portions

BN soient pa-

ralléles.

Par A on mene AD égale et paralléle A M'N', par B on
meéne BC égale el paraliele a M'N'; d’aprés le théoréme 1,
MN est égale et paralléle 8 M'N', et le chemin AMNB satis-
fait a la question, en vertu du probléme I, il y aura deux
chemins satisfaisant a la question : c'est d’ailleurs ce qu’in-
dique la solution analytique.

Mais de ces deux chemins , le premier AMNB va du point A
ala premicre paraliéle PQ, et du point B a la deuxiéme P'QY’,
lesecond AM"N"B va du point A ala deuxiéme paralléle P'Q’,
et du point B a la premiére PQ.

Les deux autres parallélogrammes du probléme I, ayant
AB pour un de leurs cOtés, ne peuvent satisfaire au pro-
bléme actuel.

Théoréme II. Tout chemin bris¢ AMNB tel que MN ait
une direction donnée, et que 1:311\3 soient paralléles , est plus

court qu’un chemin brisé AM'N'B, dont la portion M'N' a la
direction de MN.

En effet, menons BG (fig. 12) égale et paralléle 8 M'N', le
chemin AM'GB est égal au chemin AM'N'B. MG étant dés
lors paralléle a NB, est le prolongement de AM, et:le
chemin AMGB est égal au chemin AMNB. Or AMGB ecst
évidemment plus petit que AM'GB, ce qu’il fallait prouver.

Note. 11 scrait intéressant de résoudre ce probléme , quia

unc application dans la dioptrique, pour un systéme quel-
conque de droites. Tm.



