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GRAND CONCOURS (année 1845).

Mathématiques elémentaires.

Fig. 22. Soient dans un méme plan deux cercles qui ne se
coupent point; O et O' leurs centres , AB et A'B' lears dia-
métres , qui tombent tous deux sur la droite qw passe par
les deux centres :

1° On demande dc prouver qu’il existe sur cette droite
deux points C ct D, tels que le produit de leurs distances au
centre de chaque cercle, est égal au carré du rayon de ce
cercle; c'est-a-dire tels qu'on a OC X 0D = [N et
0Cx OD=0A".

2° Soit comme dans la figure, le cas ou 'un des cercles
{O) tombe en dedans de Yauatre (O'); on peut d’an point P
pris sur le diamétre AB du cercle intéricur élever a ce dia-~
métre , unc perpendiculaire qui rencontre les deux cercles
enmetm :

Or, si 'on considére les distances de ces points a ’'un ou 4
l'autre des deux points C et D, ci-dessus déterminés, el par
exemple , au point C;

On demande de prouver que le rapport de ces distances est
constant , quelle que soit la position du point P, et que le

carré de ce rapport est égal au rapport des distances du
point C aux centres des deux cercles; c’est-a-dire qu'on a

Cm' €O
Cm'®  CO”

¢
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PREMIER PRIX

PAR M. L.-J.-F. BONNEL,
né & Romenay (Sadne et Loire), le 22 juin 1826.
(Collége Stanislas. — Classe de M. Abel Transon.)

"Pour répondre a la premiére partie de cette question , je
"vais supposer un instant que les deux points C et D existent :
de l'existence de ces denx points, je chercherai a déduire
quelque relation entre les distances de ces deux points aux
centres de chaque cercle; et I'examen de cctte relation
devra me donner la condilion d’existence des deux points C
et D. Il ne restera plas qu'a examiner si cette condition cor-
respond & quelqu’une des conditions de I’énoncé.

Supposons donc le probléme résolu : soit x , la distance du
point C au point O; » la distance du point D au méme.
point O: appelons 4, la distance qui sépare les deux
centres 00"

D’aprés la nature méme des deux points C et D, nous
devons avoir

(1) xy=r",
en désignant par r le rayon du cercle intérieur (0); et
@ (d+x) @+y)=R",

en désignant par R le rayon du cercle (0).
Dans I'équation (2) remplacant y par sa valeur tirée de la
premiére , nous aurons :

(d+ ) <d+:_r) =R
Le développement du produit indiqué donne :

\
dx+dx’ +dr+r'x
— =

R:
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ou bien, multipliant les deux membres par x , et ordonnant
par rapport a x, on obtient -

dx*+ x (d'+r"—R%) J-dr = 0. (3)

La résolution de cette équation nous donne pour valeur
de x

R:__d) . ii‘/(R:__d:__,'a))__4dxrﬁ' .
od (*)

T =

Remarquons alors que pour que les deux valeurs de x
soient réelles , il faut et il suffit que

(R*—d’—r'*—4d’r* soit > 0.

Or, les deux valeurs de = ne sont autre chose que les
distances des deux points C et D au centre O : car I'équa-~
tion (3) divisee par d . devient :

dz rﬁ____R?

x4 x (—jd—->+r’=0,
expression dans laquelle le terme tout connu r* est le produit
des deux racines de I'équation. Nous poserons dounc la con-
dition

(R —d*—r*)’—4d'r > 0.
Mais cette condition se transforme successivement en cette
autre
(R°—d*—r—2dr) (R'—d’—r*4-2dr) > 0

ou [R*—(d+r] [R*—(d—r)]>0,
ou (R—d—r) R+d+r) (R—d+r) (R+d—r)>0. (5)

Or, si l'on fait attention a cette formule, on voit que d
la distance des centres n’élant jamais moindre que 0, les
deux facteurs (R d-r) et (R+d—r) ne seront jamais
plus petits que 0 ; leur produit sera donc toujours positif ; et
pour que le produit total le soit, il fandra que celui des deux
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autres facteurs restants soit lui-méme positif ; il faudra donc
que l'on ait -
(R—d—r) (R—d4-r) > 0.
Pour satisfaire a cette condition, il faut, et il suffit que I'on
ait a la fois

R—d—r> 0\(
et R—d+r>0} ®
R—d—r <0 @
ct R—d+r<<0
ou ce qui revient au méme pour la condition (i)
d<<R+r
et d<<R—r.
et pour la condition (2)
d>R-+4
et d>R-—r

C'est-a-dire que la distance des centres des deux cercles doit
étre ala fois plus petite ou plus grande que la somme et que
la différence des rayons.

Mais , d’aprés 'énoncé méme de la question, les cercles
donnés ne se touchant point, sont tels que ces conditions
sont exactement remplies ; donc, dans le cas ou les deux
cercles ne se coupent point , I'existence des deux points de-
mandés est bien établie.

Si I'on suppose que d devienne égal a R+rou R—r; le
produit indiqué dans la formule (5) devient égal 4 0; le ra-
dical de la formule (4) s’évanouit. Les deux valeurs de x
deviennent égales entre elles, et égales a ». Dans le premier
cas, ou d=R-r, c'est-a-dire ou les cercles sont tangents
cxtérieurement , chacune des valeurs de x est négative, ct
se trouve égale 3 — r. Dans le second cas, qui est celui ou
les cercles sont tangents intérieurement, les valeurs de x
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sont I'une et I'autre positives, et égales a r. Les points C et D
se confondent alors, et se trouvent placés tous les deux au
point de contact méme des cercles. Leur produit du reste est
toujours r°,
Remarque générale. Toutes les discussions , et tous les ré-
sultats qui viennent d’étre établis dans la saupposition
xr=0C, et y=0D,
se retrouveraient parfaitement dans les hypothéses
0C=x et y=0'D.
La seconde partie de la question consisle a prouver que le
rapport de Crm & Cr' est un rapport constant , et que le carré

GO
de ce rapport est égal & ~— co"
geant Cm en Cm" et Cm' en Cm'", nous obtenons deux
triangles Cmm' ¢t Gm”Cm™ qui sont semblables , et qui nous

Or, remarquons qu’en prolon-

Cm"

Cm
donment ;— = ——. On a aussi d’autre part, a cause des
Cm'~ Cm

perpendiculaires CE et CF qui se trouvent partagées respec-
tivement daps les cercles (O) et (O') en deux parties égales par
les droites mm", m'm"'

m : CE :: CE : Gm"
et Cm' : CF :: CF : Cm"

Divisant ces deux proportions ferme a terme, on obticnt :
Cm CE__CE Cwm'
Cm " CFCF° ‘T
dou :
1 m' . Cm Cm"
(cp = o X o Mais G =
donc on a :

Cm . (i'f
( ) (Cm) ——-Cm'.'
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donc le rapport de Cm a Cr' est constant.

' 0
De plus, le carré de ce rapport est égal a (C—%’ En effet,

venons de voir que Cm>,—<CE ’
nous ol q (m =\GF

Or, CE*=0C.CD, car, en vertu de la propriété
0C % OD = OE®,

le point F se trouve sur un cercle décrit sur OD comme dia-

metre. En vertu d’une propriété analogue des points C et D,
on aura -
CE’=0C.CD;
donc:
Cm\ _ 0C.CD _ 0C
Gw/ 0C.CD ™~ oc¢’
donc cnfin , le carré du rapport de Cm a Cm' est bien égal a

oc
5o CQFE.D.

11 est a remarquer que cette seconde partie de 1a question
suppose un théoréme que je n’ai point démontré, lequel
consisterait a prouver que les deux triangles Cmm' et Cm'"'m”
sont semblables. Mais on peut donner du méme fait une dé-
monstration un peu différente , que j’ai vuc depuis le con-
cours, et que je vais exposer.

Posons pour un instant PO'= z, et exprimons le rapport
—— en fonction de cetle inconnue auxiliaire. Nous aurons
Cm®
successivement les expressions suivantes -

Cr” P +PC  R'—z+(td+a)
Cm' P 4 PG TG+t (tdta)

ou, en dévcloppant ct simplifiant les opérations indiquées :
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Cm'” R’+x'+d’+2zd+2zx+2d.r

Gm? r'4-x'4-2zx42dx
"Or, si dans cette expression on remplace x* par sa valeur-
d'+r—R’

tirée de Péquation : x* 4 x ( ) +r= - 0, on ob-
tiendra en réduisant :

ST | g oy,

G Z |
G - z R*4-d*—r'4-2dz) "
d
ou
Cm” xr4-d
=1 + - + ;
Cm’ x

Mais x +4-d =CO’ et x=0C; donc, on aura bien .

o2 ’
e’ = 9C ¢ q. F D
Cm> OC

/



