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SUR LES COURBES

ou le rayon de courbure a un rapport constant avec la partie
de la normale interceptée entre la courbe et une droite fixe.

PAR M. ARMAND FARCY,
ancien éléve de PEcole polytechnique.

Dans toute parabole , le rayon de courbure est double de la
portion de normale interceptée entre la courbe et sa directrice.
Cette propriété a été signalée (t. IT, p. 185) et démontrée
par des considérations de géométrie analytique. Nous I'éta-
blirons par le calcul différenticl ainsi qu’il suit :

I. La parabole, rapportée 4 son axe et a son sommet,
ayant pour équation y*= 2px, si on transporte l'origine au
pied de la directrice , cette équation devient

P —

ou plus symétriquement y*-+p’=2px. Il en résulte, en
différentiant une premiére fois,

yy'=p, dou y :_L;’

puis en différentiant une seconde fois ,
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s o . ),n— >
Y +yy'=0, dou y”——-—;———;;‘

par suite le quarré du rayon de courbure, au point x, y :

(P _ e s
r" I 14
et le quarré de la normale comprise entre la courbe et sa
directrice prise pour axe des y :

O 3
_$+ _Z0 e 22
P P

Donc R*> = 4.N*, ou bien R =2N. C. Q.F. D.

)

I1. Soit encore (y —&)'=2p (x‘ —~= ) Yéquation collec-

tive de toutes les paraboles, ayant pour directrice I'axe des
y et pour axe une paralléle a Yaxe des x ; en la différen-
tiant deux fois , on obtient successivement :

(1) équation primitive (y — &)’ = 2px—p’,

@ (r—hy'=p,
A3) (r—hy"+y"=0.
” 3
De (3), on tire y—h= ~§—, puis de (2), p —j%,—, qui,
4 9 '3 16
substituées dans (1), donnent % = il _}’m (4).

T T

Cette relation, résultant de Pélimination de % et de p

entre (1), (2), (3), exprime une propri¢té communc de

toutes les paraboles données par Y'équation (1); mais en

transposant , divisant par »'*, multipliant par y'', puis par
Vi + 2", 1a relation (4) devient :

VI
yll
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3 2 ’l
oubien : ( +"/) =2 \/x + -, cest-a-dire ce

qu'il fallait demontrer.

III. Réciproquement, si dans une courbe le rayon de cour-
bure est en chaque point double (et de sens contraire) de la
normale comprise entre ce point et une droite fixe , cette courbe
est une parabole ayant la droite fixe pour directrice. — La
droite fixe étant prise pour axe des y, la relation supposée
donne en chaque point de la courbe :

"

(1“*‘_}’“) -—21“/1_*__},/:
y o

ou, par la suppression de Vi —+*:
149" 2x

" R4

N Y
équation différentielle de la courbe proposée. On a vu ci-des-
sus que I'équation en termes finis (y —2%)* = 2px —p’, dans
laquelle il entre deux constantes arbitraires, satisfait en
chacun de ses points a I'équation différentielle du second
ordre actuellement proposée; elle en est donc Yintégrale
générale, mais on la retrouve aussi comme il suit.

+y 2x

L’équation différentielle = == donne,. en ayant

dy' dx __ dy
dx” 2z y(14y")
introduisant une premiére constante A, et repassant des lo-

égard a y''= d’ou, en intégrant,

garithmes a leurs nombres LI 4 ,de larésulte:

AVz V1 +r"

cest-a-diredy = —————
VA’x—-l, Vaz—1

’

y= , d’ou, intégrant et

. . 2, j——
introduisant une nouvelle constante z: y=~h- < l/A’.r—-i ,
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ou bien : (y—hk)’= 23, x——i ; ou enfin en remplacant —2~,

A A A

par p, autre constante arbitraire : (y — )’ =2pxr—p’; ce
qu’il fallait démontrer.

IV. Nous avons di, dans la réciprogque précédente , intro-
duire cette restriction , que le rayon de courbure était de sens
contraire d@ la normale, etc..... Pour en faire comprendre la
nécessité, nous traiterons cette question plus générale :
Déterminer la courbe dans laquelle le rayon de courbure est &
la normale comprise entre la courbe et unedroite fixe, dansun
rapport constant ?

Soit m ce rapport constant : V'énoncé donne de suite, en
prenant la droite fixe pour axe des y :

3 —— \/———7

)2 x' 1 /'

(1+{):m\/1,+_u=mx___’—l_—g_’
Y Y

Y
1 dx dy'
ou bien 1——'—_,‘,Z—= = ,ou antrement : — = —— ‘y————;
y y mx )L
1 1
d’ou en intégrant : Ax™ = f , A étant une constante
‘/1 + ylz
arbitraire; de 1a résulte d’abord :
1 1
" , A"
puis enfin - y =\ ——n—— dxr.

, Ax™
= Voo N
1— A" 1— A%x™

L’intégration de cette derniére formule donnera, en termes
finis, I'équation du lien demandé pour chaque valeur de m;
mais il importe d’observer ici toute linfluence du signe
de m.

Si le rayon de courbure doit étre de méme sens que la

normale considérée, il faut prendre m>> 0, et la formule
2

. Ax™
conserve la forme ci-dessus : y = \ —————da2.

Vo e
1—Aa™
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Si le rayon de courbure doit étre de sens contraire a
celui de la normale, il faut prendre 7 <0, et la formule

. Adx
devient en remplacant m par — m : y = \ ———.
2
o \/x’" —A
Nous intégrerons I'une et I'autre dans les cas de m=1 et
de m=2.

. . Ax.dx
Dans le premier cas, si m=1,0na: y= | ————-,
« \/1———A°.z"
. e s 1 — Ax’
dou en intégrant : y = f — _\/_A_x_ , ou bien :

(y —p)+x"= Ii’ ; ou remplacant -1—- par R': (y— B") +

+ x*=R’. Equation qui, a cause de I'indétermination des
constantes R et 8, appartient a un eercle de rayon quelcon-
que ayant son centre en un point quelconque de Yaxe des ».
Résultat facile a prévoir et a justifier.
. A\/.;: .dx
Dans le méme cas, si m=2, 0n a: y= Vi
d’ou en intégrant :

y=6+%arc[sin_ Vx]—-—Al/x roed

Famille de lignes transcendantes fort différentes comme on
voit des paraboles considérées ci-dessus ; dans les unescomme
dans les autres, le rayon de courbure est double de la nor-
male ; mais dans les unes il est de méme sens, dans les autres
de sens contraire.

Adx
Dans le second cas, sim=1,0na: y= 7——,

d’'ou en intégrant: y = 4! [ﬁA + \/{— —1 l Nou-
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velle famille de courbes transcendantes fort différentes des
cercles trouvés ci-dessus.

Enfin dans le méme second cas,si m=2, ona:
= j‘ Adx
- Ny ————— ’
Vz—A’
d’ou on tire par intégration :

y=8+4+2AVzr—A>,

ou bien
(y — B = 4A’x— BAS,

ou en remplacant 2A” par p :
(y —8) =2px—p’.

Equation collective des paraboles étudiées dans cet article.



