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DEs POINTS DE CONCOURS

des sécantes qui coupent dewx Iransversales en parties
porportionnelles ;

PAR M. A. J. CHEVILLARD,
Ancien eléve de I'Ecole polytechn que, repetiteur au College royal de Bourbon.

1. Laproposition 16 du livre I11de la Géomeétrie de Legen-
dreest réciproque dela proposition 13. Lecorollaire 2 de cette
derniére proposition aurait pour réciproque : Si deux droites
sonl coupées en parties proportionnelles par une suite de
sécanles, ces sécantes sont paralléles. Cette réciproque n'est
pas vraie, comme on le voit aisément , mais on ne vérifie par
11 qu'une circonstance de celte proposition plus générale .

S deux Iroites sont coupées en parties proportionnelles par
une suite de sécantes, toutes les sécantes sont paralléles ou bien
chacune rencontre toules les autres. Dans ce dernier cas,
arrive que les points de rencontre différent successivement ou
se confondent en un seul, selon que les deur droites coupées
concourent ou sont paralléles.

Soit deux droites AG, BH (fig. 89), couptes par dcs s¢-
cantes, de sorte que Yon ait

AC:BD:;CE:DF i GE:Fil:: ete.

Pour établir cette hypothese, on aura pu tirer arbitraire-
ment les deux p:emicres secantes AB, CD, puis porter &
partir des points G, D sur AG des naultiples ou sous-mul-
tiples de AC, ct sur BH les mémes muliiples ou sous-mul -
tiples de BD. AB et CD ne pcuvent éire que paralleles ou
concourantes. Si elles sont parall¢les, il en est de méme de

ANN. DE MaTHEM. L. 30



— 450 — .

toutes les sécantes , car en prolongeant AG , BH jusqu’a leur
rencontre en O, on a OC:0D::AC:BD, donc, a cause de
I'hypothése, OG:0D:: CE:DF, donc CD, EF sont paralléles.
De méme pour les autres sécantes. Si AG, BH étaient pa-
ralléles, alors ABDG serait un parallélogramme, d’ou
AC=BD, etacause de Ihypothése, CE=DF, d'ou CDFE
parallélogramme , EF parallcle a CD, et ainsi de suite.

Supposons maintenant que AB, CD (fig. 90) concourent,
ce qui est facile & réaliser en tirant d’un point M deux sé¢-
cantes a travers deux droites AG, BH, et portant a partir
des points G, D des parties proportionnelles, comme on a dit
plus haut. AB n'est parall¢le ni & CD ni & aucune des lignes
suivartes; car si elle Pétait a EIY, en prolongeant AG, BH
jusqu’a leur rencontre O, on aurait OA:OB:: AE:BF, et, &
causedel’hypothese, AE:BF :: AC:BD, donc OA:OB :: AC:BD,
d’'ou AB, CD paralléles; ce qui n’est pas. On verrait de méme
qu'aucune sécante n’est parallele & une autre. Méme
conclusion si AG, BH étaient paralicles, car si AB ¢tait
paralléle a EF, on aurait ABIE parallélogramme, d’oit
AE=BF, et, par suite de¢ 'hypothese, AC=BD; ce qui ne se
peut. La premicre partie de la proposition est donc démon-
trée.

2, Consid¢rons les points de rencontre des sécantes. Si les
deux droites donnees coucourent, ces points différent suc-
cessivement. En effet, supposons, s'il est possible ( fig. 91),
que les trois sécantes AB, CD , EI' concourenten M, point
de rencontre des deux premiéres. Par B menons Bdf" paral-
Iéle & AG, on aura (prop. 22, liv. 1), AC:Bd::CE.df",
donc, a cause de Vhypothése, BD:Bd::DF :df’, et dD serait
paralléle & fF, ce qui n’est pas. Ainsi les points de ren-
contre se¢ détachent successivement M, N, P, ete. On voit
bien que quand les parties proportionnelles sont (rés-
petiles, ces points tendent par leur réunion a tracer une
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courbe. J'en donne 'équation plus loin (4). Si les droiles
coupées AG, BH sont paralléles, les points de concours
des sécantes successives se confondent en un seul. En effet,
soit (fig. 92), M la rencontre des sécantes AB, CD, ct
le point ou la droite ME couperait BH, on aurait (prop. 22)
AC:BD::CE:Df, donc, & cause de Vhypothése, Df=DF,
donc , etc.

3 Une suite de rapports égaux a:b::c:d:le:f Iig:k:iete.,
peut étre placée sur deux droites concourantes ou paralléles
par une suite de sécantes concourantes ou paralléles. T1
suffira de la connaissance d’'un rapport et de tous les antécé-
dents ou de tous les conséquents. Ainsi pour placer cette
suite (fig. 93), a partir des points A et B sur les deux con-
courantes AG, BH, on meé¢nera B/ parallele a AG, on
prendra AC=a, Bd=b, CE=c, EG=e, GI=g, etc. On
tirera AB, CD qui concourent en m, puis mE, mG, ml, etc.,
qui donnent dv=d , ak=f,... avec des cercles du centre B
onrabattraden D, / enF, 2 en H, etc

PROBLEME.

4. Quelle est la courbe quc tendent a décrere les intersec-
ions consécutives d'une infinité de sécantes wnterceptant sur
deux droites fixes données des parties proportionnelles, lorsque
ces parties sont trés-petites ? (fig. 94). Je prends les deux
droites fixes pour axes coordonnés, ct je désigne par A
le rapport connu qui existc constamment entre les por-
tions qu'interceptent sur les axes deux sécantes quel-
conques. Il est évidentqu'il faut encore connaitre la premicre
secantc AB a partir de laquelle on porte les parties trés-
petites AG, BD, .. dont lc rapport est A ; car si I'on change
la position de cette sécante, tout le systéme des points con-
s~cutifs d’intersection change de position. Je désignerai cette

: T ) T4 .
St¢cante primitive par I'équation — - z =1. Faisant croitre
4
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d’une quantité trés-petite % , ¢ scra aceru d'unc autre quan-
k
lité trés-petite & telle que ~]—=A , de sorte qu’on aura pour
(3
x y
la seconde s¢ Ch, —— — =
onde sécante LT e AR

74
commodément le point de rencontre M de ces deux sécantes ,
on retranche leurs équations aprés en avoir fait disparaitre

1. Pour trouver

les dénominateurs, et Pon arrive a Ahz+hy=Ah+het-AR,
ou en simplifiant Ax+-y = A4 64 A%, Entre cette équa-
tion et 'équation de la premiére sécante, on élimmne) et I'on
AL(h + 2!
Az— ¢
infiniment petite pour qu’il y ait licu a une courbe, on
supposera k=0, d’ou pour le point M,
A’ . —
TER e WS o=

obtenu cn substituant la valeur de x dans I'¢quation de la

trouve x = - Mais comme % doit étre unc quantité

premicre sccante. Telles sont les coordonnées du point de
rencontre de la premiére sécante AB, avee la sécante infini.
ment voisine. Si Pon veut considérer ‘maintenant Vinter-
section d'une sécante quelconque de la suiie de AB, par
x ) . .
exemple GH... m + m =0 (%4 étant un accrois-
sement fini AG), avec sa sécante infiniment voisine, on
concoit qu'on y parviendra en remplacant dans les calculs
Ja premiére sécante AB par la sécante GH, el la sécante
infiniment voisine de AB, par la sécante infiniment voisine

de GI1, savoir

X B
Py +6—{—A§—{—Ak' =1, &' devenant une
quantit¢ infiniment petite. Il suflira donc pour avoir le point
de rencontre de GH avec la sécante voisine, de remplacer
dans les valeurs ci-dessus, o par a7k et & par 3--A%, d'ou
A(a—+h) — (84 Ahk)
A R A e
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Maintenant, comme on a Pintersection de deux sécantes
nfiniment voisines quelconques de la suite de AB, il est
evident qu'en éliminant la quantité finie % de signe quelcon-
que entre les deux équations précédentes, il s’agira des
intersections conséculives de toutes les sécantes infiniment
voisines a droite et 4 gauche de AB, c'est-a-dire qu'on aura
I'équation du licu cherché. Les deux c¢quations précédentes
peuvent s’écrire

Ar(Az—8) = A"(a-+ L), ¥ (Ax—8) =— (B Ak).
En les ajoutant ensemble, on a

(Az—6)(Ax—y) = A’ — 6" 27k (Au—6) |
Otlant le facteur commun A«—6, ¢t tirant la valeur de A/

on a
Ax-H-y —Az—%
e

-

Ah =

enfin , remplacant cette valeur de AL dans I'équation en v .
on trouve, aprés reduction ,

) P +2Ax) +A 242y (A —4)—2A2 (Aa—6)+(Aoa—F) =0,

pour I'équation du licu cherché, lequel est comme on vo't
une parabole tangente a Yaxe des x et a Vaxe des -, car les
coordonnées a Porigine sont fournies par les ¢équations
(Axr—Az4-6) =0, (y»+As—%)»=0. La droite yr =—A2
est un diametre qui rencontre la parabole en un point dont
les coordonnées sont les quarts des coordonnées des contacts

a -
avec les axes. Si 'on suppose A=-, cest-a-dire toules les
*

sécantes paralleles a la premiére, 'équation de la parabole
devient (y + Ax)*=0, diamétre de Iorigine. Cela n’a pas
besoin d’interprétation.

5. On prévoit que loule droile obtenue en portant a par-
tir de AB sur les axes, deux longucurs dans le rapport A,
sera aussi bien que les axes et la sécante ADB, tangente a
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la parabole. Pour le vérifier par le calcul, jobserve que
I'¢quation de la parabole trouvée est de la forme

2y y2Axy+Ax4-2my —2Amx+-m’=9;
et méme c’est Ja la forme de I'équation de toute parabole rap-

poriée a deux langentes comme axes coordonnés , car toute
parabole ainsi rapportée aura pour équation

yitbrytex+dyrex+ /=0,
avece les relations b —4ec=0, d'—4f =0, e'—h4cf=0,
de sorte quen éliminant les cocflicients ¢, 4, e, Véquation
sera y' -+ bxy + % x' =29V f o bxlV f+f=0. Les coefli-
cients d)y et d’x peuvent étre pris avec 'un ou lautre de
leurs signes, parce qu’en effetrien n’oblige a porter les x ¢t
lesy positifs d’'un coté plutot que d’un autre de Yorigine des
axcs-tangentes ; mais il faut les prendre ensemble en signe
contraire... == 2yy/ f=bxy/f... attendu qu’en prenant
ensemble les deux -+ ou les deux —, l'équation serait

[J \ 2
(.Y + sy S ) = 0, et ne représenterait plas une para

bole. L’équation (2) convient donc bien a toute parabole
rapportée a deux axes-tangentes, m et A éant des nombres
de signes quelconques. Pour trouver les conditions aux-
quelles on reconnait qu'une droite y = ax -0 est tangente
a une parabole ainsireprésentée, on remplacera y par ax -6
dans 1'équation (2), ce qui donncra
(A +Fa) 422 (Ab+ ab—Am—+am)y+ (b+4m)*=0.
Etablissant que les racines de cette équation sont égzales , on
aura a (b-} m)-+A (b—m) ==(a+ A) (b-+m). Le signe -+
conduit & une absurdité et le signe — a la relation
ab—4am—+4Ab=0,

pour la condition de tangence cherchée. Or la sécante AB ¢t
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-

{ G ite, étant représentée par —— =1,

{oute autredesasuite, é P e p x+h+c-{-Ah
S4-Alk

satisfait a cette relation, car alors a=— -_-*Zp», b=6-}Ah,
24 (2

de sorte que par la substitution de ces valeurs, la relation
de tangence acquiert le facteur commun €A% se simplifie
etdevient une identité¢, cc qui démontre la propri¢ié ¢noncée
des sécantes aux axes. On voit donc qu’on peut mener des
tangentes a la parabole trouvée (4) en employant le procéde
cité n® 3. Cette propricté, que les sécantes interceptant sur deux
droites qui concourent des parties proportionnelles , sont toules
tangentes a une méme parabole, explique de nouvcau pour-
quoi chacune des sécantes n’est paralléle a aucune aatre (2),
car on sait qu’a la parabole, il ne peut y avoir deus tangentes
paralléles.

6. Lorsque deux droites qui concourent, sont fixces, ainsi
que la position d’unc premicre sécante, la parabole, lieu
des concours des sécantes, est déterminée (%). Mais si, au
contraire, on donne d’abord une parabole quelconque, on
pourra toujours la rapporter & deux tangentes, puisqu’il n'y
a pas de paralléles entre elles ; alors son ¢quation sera de la
forme (2) n® 5, comme je I'ai démontré. En identifiant les
équations (1) ct (2), on a sculement 2= Az—%. Une des
coordonnées «, 4 reste conc arbitraire pour que la premiére

. xr o .
sécante -~ -+ =1 soit tangentc a la courbe, ce qui montre

qu’on peut choisir,, pour fixer le départ des parties propor-
tionnelles sur les deux axes, telle tangente quon voudra.
x y
a—h +€ Al
toujours tangente a la parabole; cela suit des équations iden-
tiques (1) et (2). Jajouterai sculement que le rapport A des
parties proportionnelles, varic ¢videmment avec les deux

Ensuite, quel que soit %, la droite

=1, est
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premiéres tangenles qu'on prend pour axes coordonnés ; car
ce rapport est égal au rapport des sinus des angles de ces
deux tangentes, avec lc grand axe de la parabole. Il est
donc démontré que si Uon méne deux tangentes quelconques
@ une parabole, toules les tangentes qwon lui ménera ensuite ,
interceplteront sur ces deux tangentes @ partir d’une troisiéme
fixée d volonlé des parties constamment proportionnelles.

Observation. Si les deux droites du probleme (%) sont
situces dans l'espace, alors il est facile de démontrer que la
sécante décrit un parsboloide hyperbolique, engendré par
le monvement d’une droite qui s’appuie toujours sur les
deux droites données, et sur une troisicme droite facile a
déterminer.

Il suffit de prendre pour plan des xy, un plan paralléle
aux droites ¢t poar axe des =, la direction de ia plus courte
distance. Alors les équations des deux droites sont de la
forme

( T =1m, S=2n

|l y =ax, i y=bx
Prenant sur la premicre droite un point dont les coordon-
nees sont x = -} At, y =ax, z—=m, et sur la seconde vu

autre point ayant pour coordonnées x ==L, y=b.x, z==u,
{(«, B, k, L, étanl des constantes, et ¢ une variable) , climi-
nant ¢ entre los ¢quations de deux projections de la droite
qui passe par ces deux points, on parvient a Péguation
cherchee :
(z—m)(a—0) (J—" L)+ (z—m) (m—n) | A—=1)y+(bl—ak)x-
+ (a—0b (. I—ph) )+ (m—n)" h (y—ax) =0.

Faisant = =0, on (rouve I'équation d’une troisieme direc-
trice.

La surface cst aussi engendrée par le mouvement d'une
droite constamment parallele au plan x)-, et s'appuyant sur
deux directrices. Tm.



