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GEOMETRIE D’ARAKELOV DES VARIETES TORIQUES
ET FIBRES EN DROITES INTEGRABLES

Vincent Maillot

Résumé. — Notre but, dans ce mémoire, est double. Nous étendons tout d’abord la
théorie de l'intersection arithmétique de Gillet-Soulé afin qu’elle englobe les fibrés en
droites intégrables. Pour ce faire, nous utilisons de maniére essentielle une théorie du
produit pour les courants positifs due & Bedford-Taylor et Demailly.

Dans un second temps, nous appliquons cette construction aux variétés toriques
projectives lisses. Dans ce cadre, nous montrons entre autres choses que les hauteurs
canoniques des hypersurfaces sont reliées & leur mesure de Mahler, et & partir de ’en-
semble des résultats obtenus nous établissons un analogue arithmétique du théoréme
de Bernstein-Koushnirenko.

Abstract (Arakelov geometry of toric varieties and integrable line bundles)

Our aim in this paper is twofold. Firstly, we extend the Gillet-Soulé arithmetic
intersection theory, so that it encompasses integrable line bundles. In so doing, we use
as an essential tool a product theory for positive currents developed by Bedford-Taylor
and Demailly.

Secondly, we apply this construction to smooth projective toric varieties. In this
framework, we prove among other things that canonical heights of hypersurfaces are
related to their Mahler measure. As a consequence of our results, we prove an arith-
metic analogue of the Bernstein-Kushnirenko theorem.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Grace & Demazure [Demal], on sait associer & tout éventail A de Z¢ un schéma
7w : P(A) — SpecZ que 'on appelle variété torique associée & A. On trouve dans
la littérature (cf. [Dal, [Oda] et [Fu2] pour des références précises) une description
explicite de la variété P(A) sur C en terme des propriétés combinatoires de A. Re-
venant au point de vue originel de Demazure, nous montrons que cette description
s’étend sans difficulté a la situation sur Z. En particulier, on dispose lorsque P(A) est
projective et lisse, d’'une description agréable basée sur un théoréme de Jurkiewicz
et Danilov, de 'anneau de Chow CH*(P(A)) en terme de générateurs et relations
(théoréme 2.5.7). Plus précisément, nous montrons que CH*(P(A)) est engendré en
tant qu’anneau par la premiére classe de Chern c;(L) € CH(P(A)) des fibrés en
droites L sur P(A).

Afin de donner pour I’anneau de Chow arithmétique CH (P(A)) un analogue de
cette description, il nous est nécessaire de munir tout fibré en droites L sur P(A) d’une
métrique ||.||1,00 « canonique » permettant entre autres choses le calcul explicite du
produit :

&1(Ly | llz,00)P € CH' (P(A)),

ou é1(L,||.llL,0c0) désigne la premiére classe de Chern arithmétique de (L, ||.||L,00)
(comparer avec [Mal] ol un point de vue analogue est développé pour les grassman-
niennes).

Nous donnons plusieurs constructions d’une métrique ||.||z,00 qui est canonique
dans le sens o l'application L — ||.||1,00 posséde des propriétés fonctorielles (pro-
position 3.3.2) qui permettent de la caractériser entiérement. Malheureusement, la
métrique ainsi construite n’est pas C™ en général. La premiére « forme » de Chern
c1(L, ||||z,00) €st un courant réel de bidegré (1,1), et donc le produit ¢; (L, ||.||1,00)?,
et a fortiori le produit é (L, ||.||z,00)?, ne sont pas définis.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Nous sommes donc amenés dans un premier temps & étendre sur certains points la
théorie développée dans [GS1], afin de pouvoir considérer en géométrie d’Arakelov des
fibrés en droites munis de métriques non-nécessairement C°°. Comme, pour autant
qu’il nous soit permis d’en juger, ces développements possédent un intérét propre,
nous avons choisi d’en donner une exposition valable en toute généralité.

Quittons donc un instant 'univers torique, et considérons X une variété arithmeé-
tique quelconque de dimension absolue d + 1. Reprenant une terminologie introduite
par Zhang [Zha], nous dirons d’un couple (L, ||.||) formé d’un fibré en droites L sur X
et d’une métrique hermitienne continue ||.|| sur L(C) qu’il est admissible si L est en-
gendré par ses sections globales, ||.|| est positive et peut étre approchée uniformément
sur X (C) par des métriques positives C*°. Plus généralement, un fibré en droites sur
X sera dit intégrable s’il est différence de deux fibrés en droites admissibles. Tout fibré
en droites L sur P(A) muni de sa métrique canonique ||.||r 0o est intégrable (exemple
4.7.2).

Nous développons alors sur X (C) un formalisme de formes différentielles géné-
ralisées ; en particulier la premiére « forme » de Chern ¢;(L) d’un fibré en droites
intégrable L est une forme différentielle généralisée & notre sens. En nous appuyant
sur une théorie développée par Bedford-Taylor [BeT| puis Demailly [De2], nous mon-
trons comment I’on peut donner un sens au produit de deux telles formes (proposition
4.3.7).

Nous construisons ensuite un groupe gradué¢ CH :nt(X ) contenant ’anneau de Chow
arithmétique usuel CH *(X ), de telle sorte que pour tout fibré en droites intégrable
L sur X, on ait ¢ (L) € CH ilnt(X ). Nous étendons alors partiellement le formalisme
développé dans [GS1] au groupe CH :m(X ), ce qui nous permet de retrouver certains
résultats de Zhang [Zha] concernant les fibrés intégrables. Notre principal résultat
dans cette direction est le suivant (théoréme 5.4.1). Il existe un accouplement :

=T == ——p+
CHp(X) ® CHjpo(X) — CHine (X)a,

qui prolonge celui défini par Gillet-Soulé sur CH *(X ) et qui munit CH :nt(X ) d’une
structure d’anneau commutatif, associatif et unifére. De plus, on dispose d’un mor-
phisme (Te\g . CH id;l(X ) = R qui prolonge celui défini dans [GS1], et tel que (théo-
réme 5.5.6) si L1, ..., Lq41 sont des fibrés intégrables sur X et hy, 7, . (X) est la
hauteur de X relativement & L1, ..., Ly telle qu’elle est définie dans [Zha], alors :

hE,. T (X) =deg(ér(L1) - é1(Lata))-

Revenons au cas particulier des variétés toriques : Soient Ly, ... ,fq des fibrés en
droites sur P(A) munis de leur métrique canonique ; nous donnons une formule ex-
plicite pour le produit généralisé c;(L;)---c1(L,) en terme de la combinatoire de A
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

(théoréme 6.3.1). Nous montrons que cette formule conduit & un algorithme parti-
culiérement simple pour le calcul du volume mixte de polytopes convexes (remarque
6.3.7).

Lorsque ¢ = d + 1, nous montrons que la hauteur canonique A (P(A)) est
nulle (proposition 7.1.1), puis nous approfondissons ce résultat en montrant (théo-
réme 7.4.1) que le sous-anneau de CH ;t(]P’(A)) engendré par les premiéres classes
de Chern arithmétiques é (L, ||.||1,00) des fibrés en droites L sur P(A) est isomorphe
canoniquement & CH*(IP(A)). Ce résultat est I’analogue arithmétique du théoréme
de Jurkiewicz et Danilov. Nous en déduisons que la hauteur canonique d’une hyper-
surface dans P(A) (i.e. sa hauteur relativement & des fibrés en droites sur P(A) munis
de leur métrique canonique) est donnée essentiellement par la mesure de Mahler du
polynéme qui la définit (proposition 7.2.1).

En nous appuyant sur les résultats précédents, nous concluons cet article par la
démonstration d’un analogue arithmétique du théoréme de Bernstein-Koushnirenko
(théoréme 8.2.1 et corollaire 8.2.3) donnant une majoration de la hauteur des points
d’intersections de d hypersurfaces de P(A) en fonction de leur hauteur canonique et
de leur polyhédre de Newton. Ce résultat étend aux variétés toriques projectives et
lisses (mais pour des métriques différentes) un analogue arithmétique du théoréme de
Bézout da a Bost, Gillet et Soulé [BGS].

Passons maintenant en revue 'organisation de cet article.

Le chapitre 2 est consacré aux variétés toriques sur Spec Z. Nous rappelons au 2.1
quelques propriétés simples des cones et des éventails, et au 2.2 la construction d’aprés
Demazure des variétés toriques et de leurs morphismes canoniques. Nous introduisons
au 2.3 la notion de diviseur invariant et de fonction support associée. Nous rappelons
en les adaptant & la situation sur Z certains critéres pour amplitude d’un diviseur
invariant. Au 2.4 nous montrons comment ’on peut construire de maniére canonique
une variété torique projective a partir d’'un polytope convexe entier. Enfin le 2.5 est
consacré & la structure de 'anneau de Chow d’une variété torique projective lisse.
En utilisant une décomposition cellulaire sur Z d’une telle variété, nous montrons
comment la plupart des résultats classiques (sur C) s’étendent a la situation sur Z ;
nous en profitons pour prouver un théoréme d’annulation des groupes C HPP~1(P(A)).
C’est 14 le seul point vraiment nouveau de ce chapitre.

Au chapitre 3 nous nous intéressons plus particuliérement aux variétés toriques
complexes. La variété torique & coin P(A)> est définie au 3.1. Nous présentons au 3.2
un recouvrement canonique de P(A)(C) introduit par Batyrev et Tschinkel [BaT| puis
étudions certaines de ses propriétés. Nous utilisons ce recouvrement pour construire au
3.3 la métrique canonique ||.||1,0o- Nous montrons que cette métrique vérifie certaines
propriétés de multiplicativité et de fonctorialité (proposition 3.3.2). Nous en donnons
ensuite deux autres constructions, I'une basée sur un théoréme de Zhang (théoréme

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

3.3.3), Vautre par image inverse (proposition 3.3.8). Nous déduisons de cette derniére
construction un théoréme d’approximation globale pour ||.||1 . (proposition 3.3.12).

Le chapitre 4 est centré sur ’étude des formes différentielles généralisées sur une
variété complexe arbitraire. Aprés avoir rappelé au 4.2 la théorie développée par
Bedford-Taylor [BeT] puis Demailly [De2], nous définissons au 4.3 et au 4.4 plusieurs
types remarquables de courants qui, grace a cette théorie, peuvent étre multipliés.
Nous introduisons aux sections 4.5 et 4.7 les notions de fibrés en droites admissibles
et de fibrés en droites intégrables, et montrons au 4.6 que tout fibré en droites ample
muni d’une métrique positive sur une variété projective est admissible.

Nous abordons au chapitre 5 le coceur de notre sujet, & savoir la construction de
P’anneau CH Tnt(X ) pour toute variété arithmétique X. Aprés avoir rappelé au 5.1 la
théorie classique de Gillet-Soulé et introduit au 5.2 le groupe de Picard arithmétique
généralisé PiCin (X), nous définissons au 5.3 les groupes de Chow arithmétiques gé-
néralisés CH fnt(X ) (définition 5.3.11) puis nous construisons au 5.4 l’accouplement
CH fnt(X ) ®CH ?nt (X) = CH f:: q(X )o- Finalement nous relions au 5.5 cette construc-
tion & celle de Zhang [Zha] (théoréme 5.5.6), puis nous démontrons un résultat général
de positivité (proposition 5.5.7) qui nous servira au chapitre 8 lors de la démonstration

d’un analogue arithmétique du théoréme de Bernstein-Koushnirenko.

Nous retournons & partir du chapitre 6 aux variétés toriques. Aprés avoir donné
au 6.2 une expression explicite, pour tout fibré en droites L sur P(A) muni de sa
métrique canonique, du courant c; (L), nous généralisons ce résultat en donnant au 6.3
une formule explicite pour le produit généralisé de tels courants de Chern (théoréme
6.3.1). Nous démontrons enfin au 6.4 un résultat d’annulation pour un tel produit

(corollaire 6.4.2).

Le chapitre 7 est consacré & ’étude de la géométrie d’Arakelov des variétés toriques.
Nous démontrons au 7.1 un théoréme d’annulation des multihauteurs canoniques de
P(A) (proposition 7.1.1) et établissons au 7.2 une formule reliant la hauteur canonique
d’une hypersurface dans P(A) & la hauteur de Mahler du polynéme qui la définit
(proposition 7.2.1). Le 7.3 présente un exemple intéressant : le calcul de la mesure
de Mahler d’une droite dans P2. Nous exhibons au 7.4 une section canonique du
morphisme d’anneaux application cycle ¢ : CH i*nt (P(A)) = CH*(P(A)).

Au 8.1, nous associons de maniére fonctorielle une constante réelle positive L(V) a
tout polytope convexe entier V de R?, puis nous en donnons une majoration explicite
lorsque V est absolument simple (proposition 8.1.6). Finalement nous démontrons par
récurrence au 8.2 un analogue arithmétique du théoréme de Bernstein-Koushnirenko
faisant intervenir dans son énoncé les constantes L(V) précédemment introduites
(théoréme 8.2.1 et corollaire 8.2.3).

Ce texte constitue une version remaniée d'une partie de la thése de 'auteur [Ma3].
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Certains des résultats présentés ici avaient été annoncés dans [Maz2].

L’auteur tient & exprimer sa profonde gratitude a J.-B. Bost sans ’aide duquel
ce travail n’aurait jamais vu le jour. Il lui est également agréable de remercier J.
Cassaigne, A. Chambert-Loir, D. Harari, M. Laurent, E. Leichtnam, J. Pfeiffer, C.
Soulé et B. Teissier pour des discussions intéressantes, ainsi que les rapporteurs de ce
texte pour de nombreuses remarques.
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CHAPITRE 2

VARIETES TORIQUES SUR SPECZ

Nous rappelons dans ce chapitre la construction de leurs propriétés les plus impor-
tantes qui nous serons utiles par la suite. Nous suivrons [Dema| dans la mesure du
possible, ainsi que [Oda], [Fu2], [KKMS], [Br|, [Da] ou [Lau] lorsque l’exposition le
rendra nécessaire, avec I'inconvénient pour ces derniéres références que leurs auteurs
ne considérent que des variétés toriques sur C. Le lecteur pourra également consulter
[FC, §IV, section 2] avec profit.

2.1. Cones et éventails
Pour plus de détails sur les définitions et les démonstrations des propositions énon-
cées ici, on peut consulter [Oda, §1.1] et aussi [Fu2, §1.1 et 1.2].

Soit N ~ Z%un Z-module libre de rang d dans lequel on a choisi une base e, . . . , eq.
On note M = Homgz(N,Z) son Z-module dual. On dispose de I’accouplement non
dégénéré :

,Y:MxN—Z.

On pose Ng = N@zR et Mp = M ®zR; ce sont des R-espaces vectoriels de dimension
d. L’accouplement ci-dessus s’étend en une forme bilinéaire non-dégénérée :

<,>:MRXNR—>]R.

DEFINITION 2.1.1. — On appelle céne polyhédral rationnel dans N ou plus simple-
ment céne tout ensemble ¢ C Ng de la forme :

g = Z ]R+ n;,
icl
ot (n;)ser est une famille finie d’éléments de N. La dimension de o est définie comme
la dimension de ’espace vectoriel réel engendré par les points du cone o :

dim o = dimg (Vect(o)) = dimg(c + (—0)).
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REMARQUE 2.1.2. — On définit de la méme fagon les cones polyhédrauz rationnels
dans M.
DEFINITION 2.1.3. — On définit le dual o* (resp. l'orthogonal o) du cone o de la

facon suivante :

o ={ve Mp:(v,z) 20, Vz€o}C M,
ot ={ve Mg:(v,z) =0, Yz€o}C Mp.

DEFINITION 2.1.4. — On dit que 7 C o est une face de o, et ’on note 7 < o, si ’on
peut trouver v € o* tel que :

T =an{v}t
REMARQUE 2.1.5. — Dans une telle situation, on peut toujours choisir v € c* N M

(voir par exemple [Oda, prop. 1.3] ou [Fu2, p. 13]).
DEFINITION 2.1.6. — Un coéne o est dit strict s’il ne contient aucune droite réelle.
Les assertions suivantes découlent aisément des définitions :

ProrosITION 2.1.7

Toute face d’un céne est un cone.

~ Le dual d’un céne o est un cone, et de plus (c*)* = o.
Pour tout come strict o, dimo* = n.

- On a dimo + dim o = n pour tout cone o.

|

DEFINITION 2.1.8. — Un éventail de Np est une famille finie A = {0} de cones
stricts de Vg telle que :

1. Si o € A, alors toute face 7 de ¢ appartient 4 A.
2. Sio,o’ € A, alors 0 N o' est une face A la fois de o et de o'.

La réunion |A| = {J,ca o est appelée support de A. On note :

A(-7) = {a}d'UEA Rl

imo=j

le j-squelette de A. On notera également Apax = A(d).
DEFINITION 2.1.9. — Soit ¢ un cone strict de Ng, on note ./, = M No*.

La proposition suivante donne une caractérisation algébrique des ensembles ., :

PROPOSITION 2.1.10. — Soit 0 un cone strict de Ng. L’ensemble ., est un semi-
groupe (additif), saturé, de type fini. De plus, , engendre M en tant que groupe.
Réciproquement, si ¥ C M est un tel semi-groupe, alors il existe o un céne strict de
Ny tel que & = ;.

MEMOIRES DE LA SMF 80



2.2. CONSTRUCTION DES VARIETES TORIQUES SUR SPEC Z 9

Dans toute la suite du texte, N est un Z-module libre de rang d fixé une fois
pour toute.

2.2. Construction des variétés toriques sur Spec Z

On suit essentiellement [Dema, §4]. Demazure ne s’intéresse qu’aux variétés to-
riques lisses, mais les démonstrations données par lui des propositions citées ici.s’éten-
dent immédiatement au cas général. On peut également consulter [Oda, §1] et [Fu2,
§1 et §2] pour les démonstrations de ces mémes propositions lorsque le corps de base
est C.

DEFINITION 2.2.1. — Soit ¢ un coéne strict de Ng. On appelle variété torique affine
associée au cone o et 'on note U, le Z-schéma :

U, = Spec (Z [%]) -

PROPOSITION 2.2.2. — Le Z-schémaU, est affine, normal, plat sur SpecZ et a fibres
géométriqguement intégres.

PROPOSITION 2.2.3. — Soit 7 < o, Uinclusion &, C &%, induit un morphisme ca-
nonique U, — U, ; c’est une immersion ouverte de Z-schémas.

Démonstration. — Voir [Dema, §4, lemme 1] et aussi [Oda, th. 1.4]. O
EXEMPLE 2.2.4. — Prenons ¢ = {0}, on obtient Usoy = T, le Z-tore dual de N.

Soient ¢ et o' deux cones d'un méme éventail A. Comme o N ¢’ est lui-méme un
élément de A, on dispose grace a la proposition (2.2.3) des immersions ouvertes :

Us
UUﬂU'L/
Uy

qui nous permettent de recoller U, et U, le long de U,n,+. On pose alors la définition
suivante :

DEFINITION 2.2.5. — Soit A un éventail. On appelle variété torique associée o 1’é-
ventail A et 'on note P(A) le schéma obtenu par recollement des U, pour ¢ parcourant
A, & l'aide des immersions ouvertes Uyny, < Uy et Ugngr — Uy et ce pour tous o,
o' € A.

PROPOSITION 2.2.6. — Le Z-schéma P(A) est plat sur SpecZ, normal, séparé, in-
tégre, de dimension absolue d + 1 et a fibres géométriquement intégres.

Démonstration. — Voir [Dema, §4, prop. 1] et aussi [Oda, th. 1.4]; on peut égale-
ment consulter [Fu2, §1.4] sur certains des points abordés ici. O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



10 CHAPITRE 2. VARIETES TORIQUES SUR SPECZ

La proposition suivante justifie le nom de variété torique pour un Z-schéma de la
forme P(A) :

PROPOSITION 2.2.7. — Notons T le Z-tore dual de N ; l’action :
T xspecz Ugoy =T Xspecz ' — T,

de T sur Uqoy, définie par la structure de schéma en groupe de T', se prolonge en une
action :

T Xgpecz P(A) — P(A),
de T sur P(A).

Démonstration. — Voir [Dema, p. 559]. On peut également consulter [Oda, p.9]. O

Comme T = Uygy est un ouvert dense de P(A), tout mondéme z™ pour m € M
s’étend en une fonction rationnelle sur P(A). On note Y™ cette fonction que 1’on
appelle caractére associé & m. La proposition suivante est une conséquence immédiate
de la définition de P(A) :

PROPOSITION 2.2.8. — Soitoc € A et m € M No* = ., alors xX™ est réguliére sur
U,. De plus sim', m" € %, alors x™ ™" = xm'y™" sur U,.

Les deux propositions suivantes donnent des critéres simples sur A pour que P(A)
soit propre (resp. lisse) :

PROPOSITION 2.2.9. — La variété torique P(A) est propre sur SpecZ si et seulement
st léventail A est complet (i.e. |A| = Ng).

PROPOSITION 2.2.10. — La variété torique P(A) est lisse sur SpecZ si et seulement
si tout come o € A est engendré par une partie d’une base de N. Dans ce cas, l’éventail
A est dit régulier.

Démonstration. — Voir [Dema, §4, prop. 4| et [Dema, §4, def. 1 et prop. 1]. On
peut également consulter [Oda, th. 1.10] et [Fu2, §2.1 et 2.4]. O

REMARQUE 2.2.11. — Soit k& un corps quelconque et notons :
P(A)k = ]P(A) XSpecZ Spec k,

la variété torique sur k associée & A comme dans [Dal. Les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Le schéma P(A) est régulier.

2. Le schéma P(A) est lisse sur SpecZ.

3. La variété torique P(A)y est lisse sur k.

EXEMPLE 2.2.12. — On prend N = Z2. On note ey = —e; — ey et on pose o; =
Rte; + Rtesy, 05 = RTeg + Rtes et 03 = Rteg + Rte;.
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01

€2
g2 T

€1

€o
03

En prenant o1, 02, 03 ainsi que leurs faces Rt eg, RT €1, Rt e2 et {0}, on obtient un
éventail complet et régulier Ay. Dans M, les cones duaux sont donnés par :

Les ouverts Uy, , Uy, et U,, sont des plans affines que ’on recolle par les applications :

91,2 : Ual - U0'2 e1,3 : Ual — U0'3 62,3 : UO‘2 — U0'3
y 1 z 1 1y
==, = ] NE ) ) e
(z,) (x$> (z y)'—>(y y> (z y)'—><x -
On en déduit que P(A,) s’identifie au plan projectif PZ.

La proposition suivante donne une décomposition de P(A) sous forme d’une réunion
disjointe de tores :

PROPOSITION 2.2.13. — Soit A un éventail de Nr et P(A) la variété torique asso-
ciée. Pour tout o € A on considére le tore :

0(c) =Spec (Z [MNnot]).
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12 CHAPITRE 2. VARIETES TORIQUES SUR SPECZ

Le tore €(0) se plonge de maniére canonique dans l'ouvert U, (et donc dans P(A))
par le morphisme :

ic : O(0) = Spec (Z [M Not]) — Spec(Z M Na*)) = Uy,

obtenu par prolongement par zéro (i.e. induit par le morphisme i, : Z[M No*] —
Z [M Not] défini par iz (x™) = X™ sim € ot et i, (x™) = 0 sinon). De plus :
1. Soit k un corps algébriguement clos, toute T(k)-orbite de P(A)(k) est de la
forme €(c)(k) avec o € P(A).
2. Le schéma P(A) est réunion disjointe des sous-schémas localement fermés O (o)
pour o parcourant A et cette décomposition est respectée par laction de T'.
3. Ona:
- 0({0}) =Ui0y =T.
-T7<0& O(o)C O(1).
- Us =U,, O(7).

4. Pour tout 0 € A, notons V(o) = O(0) ; c’est une variété torique et l'on a :

Vie)=J o).
o<1
Démonstration. — Voir [Dema, §4, prop. 2|. On pourra également consulter [Oda,
prop. 1.6] et [Fu2, §3.1]. a

REMARQUE 2.2.14. — Soient ¢ € A et N, C N le Z-module engendré par ¢ N N.
On note N(o) le Z-module quotient N/N, et M (o) = o N M son dual.

On appelle étoile du cone o ’ensemble des cones 7 € A contenant o. Soit 7 un tel
cobne ; on note 7 son image dans N (o), c’est-a-dire :

T= (74 (No)r)/(No)r C N(0)r -

L’ensemble {7 : 7 € A, o < 7} forme un éventail de N(o) que 'on note A(c). On
dispose de l'inclusion canonique € (o) C P(A(0)) correspondant au cone {0} € A(o).

On peut montrer (voir [Fu2, §3.1] ou [Oda, cor. 1.7]) que le morphisme i, : &(o) —
U, introduit & la proposition (2.2.13) s’étend de maniére canonique en une immersion
fermée i, : P(A(0)) < P(A) qui a pour image V(o). Dans toute la suite, on identifie
P(A(o)) & V(o) par cet isomorphisme canonique.

La définition et la proposition suivantes décrivent les morphismes naturels entre
variétés toriques :

DEFINITION 2.2.15. — Soient (N,A) et (N',A’) deux éventails, avec N ~ Z< et
N' ~ Z4; un morphisme d’éventails ¢ : (N',A’) — (N,A) est un morphisme de
Z-module ¢ : N' — N telle que I'application induite : pr : N — N, définie par
extension des scalaires & partir de ¢, vérifie : pour tout o’ € A’ il existe 0 € A tel
que ¢(o') C 0.
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2.2. CONSTRUCTION DES VARIETES TORIQUES SUR SPEC 7 13

Soit ¢ : (N',A’) — (N,A) un tel morphisme d’éventails. On construit & partir
de ¢ un morphisme équivariant ¢, : P(A’) — P(A) de la fagon suivante : On note
to : M — M'la transposée de ¢ et ‘pr : Mg — My}, l'application définie par
extension des scalaires & partir de tp. Soient o' € A’ et 0 € A tels que ¢r(c') C 0.
De l'inclusion ‘pr(c*) C (¢')*, on tire que ‘p(#,) C #,. On dispose donc d’une
application tp : 4, — %, qui induit un morphisme équivariant ¢, : U, — U,. En
particulier, si ’on prend o’ = {0’} et ¢ = {0}, on obtient le morphisme de tore :

« : T' = Spec(Z[M')) — Spec(Z[M]) =T,

induit par lapplication f¢ : M — M'. La proposition suivante affirme qu’on peut
recoller ces constructions locales pour obtenir un morphisme global équivariant ¢, et
donne une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que ¢, soit propre :

PROPOSITION 2.2.16. — Soit ¢ : (N',A") — (N,A) un morphisme d’éventails. Le
morphisme de tore algébrique :

¢« T" = Spec (Z[M']) — Spec (Z[M]) =T,
induit par Uapplication duale t¢o : M — M' se prolonge en un morphisme :
s 2 P(A) — P(A).

Le morphisme @, est équivariant sous laction de T' et T. De plus, p. est propre si
et seulement si :

er (1A]) = A7)
Démonstration. — On peut consulter [Oda, prop. 1.13 et 1.15] et aussi [Fu2, §1.4 et
2.4]. O
EXEMPLE 2.2.17. — Soit p un entier supérieur ou égal & un, prenons N' = N et

A" = A, et soit [p] le morphisme d’éventail défini par :
[p): N —N
n —pn.

On note encore [p] I'endomorphisme de P(A) induit par [p]. D’aprés la proposition
précédente, le morphisme [p] est propre. Sa restriction & chacun des tores &(o) est le
morphisme puissance p-éme :

[p]: O(0c) —0(0)
r +— zP.

On en déduit que pour tout corps k, le morphisme [p]i : P(A)r — P(A), obtenu par
extension des scalaires est fini de degré p?.
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14 CHAPITRE 2. VARIETES TORIQUES SUR SPECZ

DEFINITION 2.2.18. — Soient A et A’ deux éventails de N. On dit que A’ est plus
fin que A ou encore que A’ est un raffinement de A si pour tout o’ € A’ il existe
o € A tel que o' C o, et si de plus |A’| = |A|. L’inclusion induit un morphisme
équivariant propre canonique i, : P(A’) — P(A).

2.3. Diviseurs invariants sur P(A)

On considére A un éventail complet, de sorte que la variété torique associée P(A)
est propre. On note 71, ..., 7, les éléments de A(1), c’est-a-dire les demi-droites de A
et uy,...,u, leur générateur dans N, c’est-a-dire les éléments de N tels que ;NN =
Nu;. A tout 7; on a associé précédemment V(7;) = €(r;) un schéma irréductible de
codimension 1 invariant sous ’action de T'.

DEFINITION 2.3.1. — On appelle diviseur invariant élémentaire ou plus simplement,

diviseur élémentaire et I'on note D; le cycle donné par V(7;).

PROPOSITION 2.3.2. — Tout diviseur de Weil D sur P(A) horizontal invariant par
T (i.e. dont la restriction a la fibre générique est laissée invariante par Tg) est de la
forme :

D = ZaiD,' (a; € Z).
i=1

Démonstration. — Cela découle directement de la décomposition donnée dans la pro-
position (2.2.13). O
PROPOSITION 2.3.3. — Soit m € M et x™ le caractére associé; l’ordre de x™ en D;

est donné par :

ordp,(x™) = (m, ui).
Démonstration. — Voir par exemple [Fu2, lemme p. 61]. O
DEFINITION 2.3.4. — On dit qu’une fonction % : Ng — R est linéaire par morceaux

sur A (ou plus simplement linéaire par morceaux) si la restriction de ¢ & chacun des
cones de A est définie par une forme linéaire my , € M.

PROPOSITION 2.3.5. — Un diviseur de Weil horizontal T -invariant D = Z:zl a;D;
sur P(A) provient d’un diviseur de Cartier si et seulement s’il existe une fonction
¥ : Np — R continue et linéaire par morceaux sur A telle que ¥(u;) = —a; pour

(1 <i<r). Sielle existe, une telle fonction i est unique.

Démonstration. — Voir [Oda, prop. 2.1] et [Fu2, p. 66]. O
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2.3. DIVISEURS INVARIANTS SUR P(A) 15

DEFINITION 2.3.6. — Soit D un diviseur de Cartier sur P(A) horizontal et T-inva-
riant, on appelle fonction support associée a D et 'on notera p la fonction définie
par la proposition ci-dessus. On notera mp, la forme linéaire définissant ¢p sur
o€ A.

REMARQUE 2.3.7. — Lorsque P(A) est lisse, tout diviseur de Weil est un diviseur de
Cartier. On remarquera que sous cette hypothése, I'existence d’une fonction support
découle du critére de lissité (2.2.10).

PROPOSITION 2.3.8. — Sip: (N',A") = (N, A) est un morphisme d’éventails et D
un diviseur de Cartier T-invariant sur P(A) de fonction support ¢p, alors le diviseur
de Cartier T -invariant (@«)*(D) sur P(A") admet ¥p o ¢ comme fonction support.

Démonstration. — Soient o' € A’ et ¢ € A tels que ¢(¢') C 0. On pose D' =
(¢«)*(D) et on note mp , (resp. mpr o) la forme linéaire définissant ¥p sur o
(resp. ¥p o ¢ sur ¢'). D’aprés la proposition (2.3.3) le diviseur D est de la forme
div(x™P-7) sur U,, et donc D’ est de la forme div(x™P-= o ¢,) sur U, . 1l suffit alors
de remarquer que :

X™P 0, = X’w(mp,a) = ™Dt

b

et d’appliquer une nouvelle fois la proposition (2.3.3) pour conclure. O
Le lemme suivant est une simple conséquence de la proposition (2.3.3).

LEMME 2.3.9. — Soit D = }:2:1 a;D; un diviseur de Cartier horizontal T -invariant
et O(D) le faisceau inversible associé ¢ D. Pour tout o € A, on pose :

Pp(o) ={v € Mg : {(v,u) 2 ¢¥p(u), Yu€o}=0"+mp,.
Le Z-module des sections de O(D) sur U, est donné par :
U, 0D)= € zx™
méE€Pp(oc)NM

La proposition suivante, qui décrit les sections globales d’un diviseur de Cartier
T-invariant, découle directement du lemme précédent :

PROPOSITION 2.3.10. — Soit D = Y."_, a;D; un diviseur de Cartier horizontal T'-
invariant et O(D) le faisceau inversible associé a D. On note Kp le polytope convexe
de My défini par les inéquations suivantes :

Kp Z{UEMR,<U,U¢> > —aj;, OSZS'P}
={v € Mg, (v,u) > ¥p(u), Vué€ Np}.
Le Z-module des sections globales de O(D) est donné par :

I (P(A),0(D) = P zx™

meKpnNM
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16 CHAPITRE 2. VARIETES TORIQUES SUR SPECZ

Pour plus de détails, on peut consulter [Oda, lemme 2.3] et [Fu2, p. 66], les argu-
ments donnés sur C s’étendant immédiatement & la situation sur SpecZ.

DEFINITION 2.3.11. — Une fonction ¢ : Np — R est dite concave si pour tous z,
y € Ng et tout ¢ € [0, 1] 'inégalité suivante est vérifiée :

t(x) + (1 = t)p(y) < vtz + (1 -1)y).

DEFINITION 2.3.12 (Minkowski). — Soit A un compact convexe non vide de Mp.
On appelle fonction d’appui associée ¢ K et 'on note ¥k la fonction i : Np — R
définie par :

Vi (u) =inf{{v,u), ve K},

pour tout u € Ng.

L’énoncé suivant (voir par exemple [Oda, th. A. 18]) montre qu'un compact convexe
est entiérement caractérisé par sa fonction d’appui :

THEOREME 2.3.13. — Soit C(Mg) Uensemble des compacts convexes non vides de
Mg et notons S(Nr) l'ensemble des fonctions 1 : Np — R positivement homogénes
(i.e. telles que ¥(cu) = cp(u) pour tout ¢ € RY et u € Ng) et concaves. Pour tout
Y € S(Nr), notons Ky le compact conneze associé a v par les inégalités suivantes :

Ky ={ve Mg:{v,u) 2v¢(u), Yu€e Nr}.
Ona:

1. Les applications C(Mgr) — S(Ngr) et S(Nr) = C(Mg) qui envoient respective-
ment K sur ¢ et ¢ sur Ky sont réciproques l'une de lautre.

2. Par la correspondance biunivoque décrite ci-dessus, la somme de Minkowski K +
K' de deuz compacts convezes K, K' € C(Mg) (resp. le dilaté cK, c € R" ) est
associée a la somme Y + Vi (resp. 4 Yk ).

Nous pouvons alors énoncer :

THEOREME 2.3.14. — Soit D un diviseur de Cartier horizontal T -invariant sur P(A).
Le faisceau inversible O(D) est engendré par ses sections globales si et seulement si
Yp la fonction support de D est concave. De plus, si pour tout cone o € A on note
mp,s Uélément de M définissant la restriction de yp a o, le polytope convere Kp
associé a D est alors ’enveloppe convexe des mp , dans Mp pour o parcourant Amax.
En particulier, Kp est a sommets entiers. Enfin Kp et ¥p sont images l'un de l'autre
par la correspondance définie a la proposition (2.3.13).

Démonstration. — Voir [Oda, th 2.7] ou [Fu2, p. 68]. O
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2.3. DIVISEURS INVARIANTS SUR P(A) 17

PROPOSITION 2.3.15. — Soient D et D' deux diviseurs horizontauz T -invariants et
engendrés par leurs sections globales. Soit D" = D + D', on a :

wD/l = ’lpD + wDI

Kpr=Kp+ Kp.
Démonstration. — C’est une conséquence des énoncés précédents. On peut consulter
[Fu2, p. 69] pour plus de détails. O
REMARQUE 2.3.16. — On remarquera que I'on a pas nécessairement :

KD//OM‘—‘(KDQM)-!-(KDIQM).

DEFINITION 2.3.17. — Soit % une fonction concave linéaire par morceaux sur un
éventail A complet. On dit que ¢ est strictement concave relativement ¢ A (ou plus
simplement strictement concave lorsque aucune confusion n’est a craindre) si et seule-
ment si A est I’éventail complet le plus grossier dans N tel que la restriction de ¥ &
o soit linéaire pour tout o € A.

THEOREME 2.3.18. — Soit D un diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A)
et ¥p la fonction support associée. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le diviseur D est ample.

2. La fonction support 1¥p est strictement concave relativement a A.

3. Le polytope Kp est de dimension d, et si pour tout ¢ € A, on note mp
lélément de M donnant la restriction de vp a o, alors les sommets de Kp sont
donné par {mp.;,0 € Amax}. De plus mp s # mp, pour o, T € Apax dés que

CFET.

Démonstration. — Comme SpecZ est un schéma affine, le diviseur D est ample sur
P(A) si et seulement s’il est ample relativement & Spec Z d’aprés [EGAZ2, cor. 4.6.6].
Par ailleurs, d’aprés [EGA2, cor. 4.6.4] et le critére d’amplitude donné dans
[EGAS, th. 4.7.1], Pamplitude de D sur P(A) relativement & SpecZ est équivalente
a Pamplitude de D sur P(A)r, pour tout nombre premier p.
Enfin pour tout corps k, [Oda, cor. 2.14] ou [Fu2, p. 70] modifiés de facon évidente
montrent que les trois assertions du théoréme sont équivalentes sur P(A)g. |

On remarque en particulier que sur une variété torique propre, tout diviseur de
Cartier horizontal T-invariant ample est engendré par ses sections globales.
Concernant les fibrés trés amples, on a le :

THEOREME 2.3.19. — Soit D un diviseur de Cartier horizontal T -invariant sur P(A)
et Yp sa fonction support associée. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le diviseur D est trés ample (relativement & SpecZ ).
2. La fonction p est strictement concave relativement & A. De plus, pour tout
0 € Amax, Uensemble (M N Kp)—mp . engendre le semi-groupe M No™* = ;.
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18 CHAPITRE 2. VARIETES TORIQUES SUR SPECZ

3. Le polytope Kp est de dimension d, l’ensemble de ses sommets est donné par
{mp,o,0 € Amax}. De plus, (M N Kp) — mp,, engendre le semi-groupe M N
o* = %, pour tout 0 € Apax.

Démonstration. — 11 suffit de modifier de fagon évidente la preuve de [Oda, th 2.13].

a
Enfin lorsque P(A) est lisse, on peut préciser les deux résultats qui précédent :

THEOREME 2.3.20 (Demazure). — Soit P(A) une variété torique propre et lisse de
dimension relative d. Soit D un diviseur horizontal T-invariant sur P(A) et ¥p sa
fonction support associée. Les quatre assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le diviseur D est ample.

2. Le diviseur D est trés ample.

3. La fonction ¥p est strictement concave relativement a A.

4. Le polytope Kp est de dimension d, et si pour tout ¢ € A, on note mp
lélément de M donnant la restriction de ¥p a o, alors les sommets de Kp sont
donnés par {mp 5,0 € Amax}. De plus mp s # mp, pour o, T € Amax dés que

oFT.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, le polytope Kp est absolument simple dans le

sens ou chaque sommet mp , rencontre exactement d arétes et o, si My g,..., My o
sont les points de M les plus proches de mp , sur chacune de ces différentes arétes,
alors {m1 s —Mpg,...,Mae —Mp,} est une base de M.

Démonstration. — Voir [Dema, §4, th. 2 et cor. 1] et aussi [Oda, cor. 2.15]. O

2.4. Variété torique et fibré en droites associé a un polytope

Dans ce paragraphe, on suit [Lau]; on peut également consulter [Oda, th. 2.22] et
[Fu2, §5.5].

On a vu comment associer & tout diviseur de Cartier horizontal T-invariant D
sur une variété torique propre P(A) un polytope convexe Kp C Mg. Inversement le
probléme suivant se pose : étant donné un polytope convexe & sommets entiers K C
Mp, peut-on construire une variété torique propre P(Ag) et un diviseur horizontal
T-invariant E sur P(Ak) tels que le polytope Kg soit égal & K 7 La réponse est
donnée par le théoréme suivant :

THEOREME 2.4.1. — Soit K C My un polytope convexe d’intérieur non vide dont les
sommets sont dans M. Il existe un unique éventail complet A dans Nr et un unique
diviseur de Cartier E horizontal T -invariant sur P(A) tels que :

1. Kp=K.

2. Le diviseur E est ample.
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L’éventail A est le plus petit éventail complet tel que la fonction d’appui i est linéaire
par morceau relativement a A. De plus, P(A) est lisse si et seulement si le polytope
K est absolument simple; dans ce cas, le diviseur E est trés ample.

Démonstration. — On suit ici [Oda, th. 2.22] et [Lau, §3, th. 1]. On définit I’éventail
A comme dans le dernier alinéa de ’énoncé. La fonction d’appui ¥ est continue et
concave. Soient uy, ..., u, les générateurs dans N des demi-droites 71, ..., 7. de A(1);
le diviseur :

E=- z_; Vi (ui) V(3),

est un diviseur de Cartier horizontal T-invariant engendré par ses sections globales
d’apreés (2.3.14). De plus, par construction, ¥k est strictement concave relativement
a A, donc E est ample et A est 'unique éventail & satisfaire cette condition. On a
Kg = Ky, = K. Enfin, P(A) est lisse si et seulement si K est absolument simple
d’aprés (2.2.10) et (2.3.20). O

EXEMPLE 2.4.2. — Lorsque d = 2, considérons K, C Mp = R? le polytope convexe
absolument simple défini par les inéquations :

z1 20, 2920 et z;+xz9<1.

K

L’éventail complet de Ng associé & Ko est I’éventail Ay déja considéré a ’exemple
(2.2.12) dont la variété torique associée est le plan projectif P3. La fonction ¥, est
définie sur o1, o2 et o3 par respectivement m; = (0,0), mo = (1,0) et mz = (0,1).
En particulier ¥k, (e1) = ¥k, (e2) = 0 et Yx,(eg) = —1. On en déduit que le diviseur
E sur P2 associé a4 K, par le théoréme (2.4.1) est un hyperplan coordonné. On a
notamment O(E) ~ O(1).
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20 CHAPITRE 2. VARIETES TORIQUES SUR SPECZ

Plus généralement, considérons Ky C Mp = R? le simplexe standard défini par les
inéquations :

21 20,...,2420 et x4+ ---+xzq4<1.

C’est un polytope convexe absolument simple. La variété torique associée P(K,)
s’identifie avec ’espace projectif IF’%. Le diviseur E sur IF’% associé & K4 par le théoréme
(2.4.1) est un hyperplan coordonné. On a donc O(E) ~ O(1) (cf. [Oda, §2.4] et aussi
[Fu2, §1.4 et 1.5]).

Si I'on considére plusieurs polytopes convexes, on a le résultat suivant :

THEOREME 2.4.3. — Soient Ky,...,K,, des polytopes convexes de Mp a sommets
dans M. Posons K = Ky + --- + K,,,. On suppose que l'intérieur de K est non vide.
Soient A 'éventail de Ny et E le diviseur de Cartier horizontal T -invariant sur P(A)
associés & K. Il existe des diviseurs de Cartier horizontaux T -invariants E; pour
(1 <j<m) tels que Kg; = K et les faisceaux inversibles O(E;) soient engendrés
par leurs sections globales. On a de plus E = Ey + -+ + E,,.

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que les fonctions ¢, sont linéaires par
morceaux sur A. On pose alors :

Ej ==Y vk, w)V(n)  (1<j<m)
i=1

Comme les fonctions 1 f; sont concaves, E; est un diviseur de Cartier horizontal
T-invariant et engendré par ses sections globales; de plus, I\’¢Kj = Kj. Enfin, on a
YK =Yg, + -+ Yk, , et donc E = Ey + --- + E, d’aprés (2.3.15). O

REMARQUE 2.4.4. — Reprenons les hypothéses et les notations du théoréme (2.4.3).
D’aprés le théoréme de résolution torique des singularités (cf. [KKMS, th. 11, p. 94],
voir aussi [Br, th. 11, p. 273]) il existe un raffinement A’ de A tel que P(A') est projec-
tive et lisse. Si 'on note iy : P(A’) — P(A) le morphisme propre équivariant induit par
l'inclusion 7 : A’ < A comme & la définition (2.2.18) alors les diviseurs E' = (i,)*(E),
Ef = (ix)*(E1), ..., B}, = (ix)*(Ep) sont tels que Ky = K, Kpy = Ki,...,Kp, =
K, d’aprés (2.3.8), et les faisceaux inversibles O(E'), O(E}),...,O(E!,) sont engen-
drés par leurs sections globales (mais E' n’est pas nécessairement ample). De plus
E'=E{ +---+E],.

2.5. Groupe de Picard et anneau de Chow d’une variété torique projective
lisse

2.5.1. Préliminaires. — On démontre une légére généralisation d’un théoréme da
a Gillet et Soulé [GS2, prop. 3.1.4].
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THEOREME 2.5.1. — Soit X un schéma quasi-projectif sur SpecZ admettant une

décomposition cellulaire, c’est-a-dire tel qu’il existe une suite :
X=X,20X-1D--D2XoDX_1 =g,

de sous-schéma fermés tels que (X; — X;_1) soit réunion finie disjointe d’ouverts

affines U; ; isomorphes a A .

1. Pour tout | entier positif, on a des isomorphismes de groupes :
CH'(X) £ OH!(Xq) & CH(Xc) & Han-a(X(C), Z),

ot les isomorphismes b et b’ sont déduits des morphismes de changement de base
Xg = X et Xc — Xg et ou cl est Uapplication cycle. De plus, CH'(X) est un
Z-module libre de type fini, et Himpair(X(C),Z) = 0.

2. Pour tout couple (r,s) d’entiers positifs tels que r > s, on a CH™*(X) =0, les
groupes CH™®(X) étant ceux définis dans [Gi, §8].

Démonstration. — On commence par démontrer ’assertion 2. Du fait de 'invariance
des groupes C H™* par homotopie (cf. [Gi, th. 8.3]), on a pour tout r > s > 0 :
CH"* (A7) = CH™(A) =0,
et donc pour tout 7 € {1,...,n},
(1) CH™(X; — X;-1) = @ CH™ (Us ) = 0.
j

Par ailleurs, d’aprés la longue suite exacte d’excision [Gi, th. 8.1], on a :
R 4 CHT+1’3(X1'+1 — Xl) —{Z-) CHT’S(XZ‘) —
CH™ (Xip1) — CH™ (Xip1 — X;) -2 CH™ V5 (X;) — -
On tire de (1) que pour tout r > s > 0,
CHT’S(XZ‘_H) ~ CHT’S(X,').

Par récurrence, on est donc ramené & montrer le résultat pour Xy, ce qui est immédiat
car X est réunion finie disjointe de A) = SpecZ.

On montre maintenant que b est un isomorphisme. Pour cela, on suit [GS2, prop.
3.1.4] et 'on effectue une récurrence sur la dimension. On remarque que le méme rai-
sonnement que précédemment appliqué & Xq et & sa décomposition cellulaire montre
que CH* M ((X,, — X,—1)g) = 0 pour tout entier positif . On a le diagramme com-
mutatif suivant, formé de deux suites exactes :

CH(Xp_1) ——— CH(Xp) —— CH(Xp — Xp_1) ——— 0

| | |

(x) 0—— CH((Xpn-1)g) —— CH((Xpn)g) — CH((Xn, — Xn-1)g) —— 0
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ou les fleches verticales sont induites par le morphisme Xg — X et ses restric-
tions et ou la ligne (x) est une suite exacte du fait de la longue suite exacte d’ex-
cision [Gi, th. 8.1] et de la nullit¢ du groupe CH* M ((X,, — X,,_1)g). Puisque
X,,—1 est encore un schéma sur SpecZ admettant une décomposition cellulaire, la
fleche CH(X—1) = CH((Xn-1)g) est un isomorphisme par hypothése de récur-
rence. Comme les groupes C'H sont invariants par homotopie [Gi, th. 8.1], la fleche
CH(Xp, — Xn-1) =& CH((Xn — Xn—1)q) est également un isomorphisme, et donc
CH(X,) —» CH((Xy)g) est un isomorphisme. De la suite exacte (%), on tire immé-
diatement que CH(Xgq), et donc CH(X), est un Z-module libre de type fini. Enfin
b’ et ¢l sont des isomorphismes d’aprés [Ful, §1.9.1 et §19.1.11], ce résultat pouvant
par ailleurs se montrer par le méme argument que précédemment. O

Le résultat suivant (voir [Eh, p. 144] ou encore [Fu2, §5.2], la démonstration sur C
s’étendant immédiatement A la situation sur Spec Z) nous permet d’appliquer ce qui
précéde aux variétés toriques projectives lisses :

THEOREME 2.5.2. — Toute variété torique projective lisse P(A) sur SpecZ admet
une décomposition cellulaire.

On déduit immeédiatement des deux théorémes précédents le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.5.3. — Soit P(A) une variété torique projective lisse.

1. Pour tout entier | positif, CH'(P(A)) est un Z-module libre de type fini et on a
les isomorphismes de groupes suivants :

CH'(P(A)) £ CH'(P(A)g) & CH (P(A)c) & HP(P(A)(C), Z),

ou b et b sont donnés par changement de base de Z a Q et de Q a C, et ou cl
est lapplication cycle.
2. Pour tout r entier strictement positif, on a :

CH™ 1(P(A)) = 0.
REMARQUE 2.5.4. — Tous les isomorphismes de groupes introduits au corollaire

(2.5.3) sont compatibles avec I'intersection; ce sont donc des isomorphismes pour
les anneaux gradués associés aux groupes considérés.

2.5.2. Groupe de Picard. — La proposition suivante caractérise les diviseurs de
Cartier horizontaux T-invariants principaux sur une variété torique compléte :

PROPOSITION 2.5.5. — Soit P(A) une variété toriqgue compléte et soit D un diviseur
de Cartier horizontal T -invariant sur P(A). Le diviseur D est principal si et seulement
si Yp est linéaire sur tout Ng.
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Démonstration. — En reprenant les notations de (2.3.2), on écrit D sous la forme
D =%, ,a;D;. Si D est principal sur P(A), alors D¢ = >_;_, a;(D;)c est principal
sur P(A)¢ et d’aprés [Oda, prop. 2.4] il existe donc m € M tel que m(u;) = —a; pour

tout 1 < ¢ < 7. On en déduit que D = div(x™). La réciproque est immédiate. O
PROPOSITION 2.5.6. — Soit P(A) une variété torique projective lisse. On note 1y,
.., Tr les €éléments de A(1) et uy,...,u, leur générateur dans N. On a la suite
exacte :

0— M - @ ZV(r;) = Pic(P(A)) — 0,
=1
la fleche v étant donnée par v : m — Y., (m,u;)V (1) et la fleche s désignant la sur-
jection canonique sur Pic(P(A)) vu comme groupe quotient par ’équivalence linéaire.
Donc Pic(P(A)) est un Z-module libre de rang (#A(1) — d).

Démonstration. — C’est une conséquence directe de [Oda, cor. 2.5] et de 'isomor-
phisme b : CH'(P(A)) ~ CH'(P(A)g) donné par le corollaire (2.5.3). On peut éga-
lement consulter [Fu2, §3.4]. O

2.5.3. Anneau de Chow. — On décrit maintenant un théoréme de Jurkiewicz et
Danilov [Da, th. 10.8 et rem. 10.9] donnant la structure de I’anneau de Chow (et donc
de Panneau d’homologie) d’une variété torique projective lisse :

THEOREME 2.5.7. — Soient P(A) une variété torique projective lisse, 11,..., 7 les
éléments de A(1) et uq,...,u, leurs générateurs respectifs dans N. Considérons l’an-
neau de polynomes en r indéterminées :

S=Lltn)icicr-
Soient I l’idéal de S engendré par la famille :
{tprtpy - -ty : p1y...,ps € A(1) deux & deux distincts et p1 + -+ ps ¢ A},
et J lidéal de S engendré par :

{Zr:(m,ui)tm m € M} .

=1
Soit []: S — CH*(P(A)) le morphisme d’anneau défini par :
[t-] :=[V(7)] € CH*(P(A)),
pour tout T € A(1). On a Ker[ | = (Z + J) et le morphisme :
S/ +7) L cH(p(a)),
est un isomorphisme d’anneaux gradués.

Démonstration. — C’est une conséquence de [Da, th. 10.8] ou encore de [Oda, p.
134]. On peut également consulter [Fu2, p. 106]. ]
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CHAPITRE 3

VARIETES TORIQUES COMPLEXES

Ce chapitre est consacré a ’étude de certaines des propriétés analytiques des va-
riétés toriques complexes. En particulier, nous donnons plusieurs constructions équi-
valentes d’'une métrique canonique sur les faisceaux inversibles équivariants au-dessus
de celles-ci.

3.1. Variété a coin associée i une variété torique
Dans cette section, on suit essentiellement [Fu2, §4]. On peut également consulter

[Oda, prop. 1.8] et [GM].

Soit A un éventail de N. On rappelle que R* C R désigne I’ensemble des réels
positifs ou nuls muni de la topologie induite par la topologie habituelle sur R. Pour
tout cone o de A on note :

(Uy)s = Homgg (o™ N M, R"),
I’ensemble des morphismes de semi-groupe avec élément neutre de c*NM vers (RT, x).
Du fait de I'inclusion Rt C C, I'ensemble (U,)> peut étre vu comme sous-ensemble
fermé de U, (C). En effet, on a :
(Uy)> = Homgg (o™ N M, R")
C Homgg (0™ N M, C) = Homc aigebre (Clo™ N M],C) = U, (C).
L’application module | | : C — R* induit par composition une rétraction :
U, (C) = Homgg(0* N M, C) — Homge(o* N M, RY) = (U,)>

que l'on note encore | |. Si o et ¢’ sont deux éléments de A, alors (Uy)> N (Ug')> =
(Usno)s- 11 existe donc une partie fermée P(A)> de P(A)(C) telle que pour tout
o € A on ait P(A)s NU,(C) = (Uy)s.

L’application | | s’étend en une rétraction continue :
[:P(A)C) — P(A)> .

PROPOSITION 3.1.1. — Si A est régulier, P(A)> est une sous-variété a coins analy-
tique réelle de P(A)(C), de dimension réelle d.
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Démonstration. — C’est une conséquence directe des définitions (voir par exemple
[Oda, prop. 1.8]). d

EXEMPLE 3.1.2. — On note T> = (Ujoy)» = Homgg(M,RY). On vérifie que T> est
dense dans P(A)>.
Soient T(C) le tore analytique complexe associé & T et Sy le tore compact :
Sy = Hom(M,S;) € Hom(M,C*) = T(C),
ot &1 C C est le cercle unité. C’est le sous-groupe compact maximal de T(C) ; on a :
Sy = Hom(M,S;) = N @28, = 8% € T(C) = Hom(M,C*) = N @7 C* = (C*)°.

L’action naturelle de T(C) sur P(A)(C) induit une action de Sy sur P(A)(C). La
décomposition polaire C* = §; x R** et I'isomorphisme log : Rt* — R déterminent
un isomorphisme Sy-équivariant :

log : T(C) = Sy x Hom(M,Rt*) — Sy x Hom(M,R) = Sy x Ng.
On note pra : Sy X Ngr — Np la seconde projection. Le diagramme suivant commute :

1
T((C) ——&—)SN x Np

gl me
log

Ts ——~° N

et les fleches horizontales sont des isomorphismes de groupes de Lie réels.
On note « orb » la surjection canonique :

orb : P(A)(C) — P(A)(C)/Sn .
On remarque qu’on peut identifier de maniére canonique :
T> = Homge (M, R") = Hom(M,R**) = T(C)/Sn;

cette identification s’étend & P(A)> toute entiére de la facon suivante :

THEOREME 3.1.3. — Il existe un unique homéomorphisme k entre P(A)> et le quo-
tient P(A)(C)/Sn tel que le diagramme suivant commaute :
P(A)(©)
| | orb
P(A)> z »B(A)(C)/Sn

De plus, la restriction de k a T coincide avec 'identification ci-dessus.

Démonstration. — Voir [Fu2, p. 79] et [Oda, prop. 1.8]. O
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3.2. Un recouvrement canonique de P(A)(C)

On étudie en détail les propriété d’un recouvrement canonique de P(A)(C) introduit
pour la premiére fois par Batyrev et Tschinkel dans [BaT].

DEFINITION 3.2.1 (Batyrev et Tschinkel). — Pour tout ¢ € A, on définit C, C
P(A)(C) de la fagon suivante :

Co={z€eP(A)C):Vme S =c"NM, x™ estrégulier en z et [x™(x)| < 1}.

PROPOSITION 3.2.2. — Pour tout ¢ € A, on a C, C U,(C) et C, est compact. De
plus, si 7,7 € A, alors :

C-,- n CT/ =Urr.
Démonstration. — Soit x € C,, la fonction x™ est définie en x pour tout m € .%, =
o* N M, et donc z € U,(C).
Soit {my,...,mq} une famille génératrice du semi-groupe .#,. On dispose de I'im-

mersion fermée :
p: Uy (C) — 7
z — (X" (@), ., X (2))-

On remarque que p(Cy) = ¢(Uy(C)) N B(0,1)?. Comme ¢(U;(C)) est un fermé
analytique, on conclut que ¢(C,), et donc C,, sont compacts.
Enfin la derniére assertion résulte de I'identité 7* + 7' = (r N 7')* (voir [Oda, th.

A1]). O

PROPOSITION 3.2.3. — S1 A est complet, alors les compacts C, forment un recou-
vrement de P(A)(C) lorsque o parcourt Amax-

Démonstration. — On suit ici [BaT]. Puisque T'(C) est dense dans P(A)(C), il suffit
de démontrer que les C,, lorsque o parcourt Ap,ax, recouvrent T'(C). Soit z € T(C) ;
puisque A est complet, il existe 0 € Anax tel que —log|z| € o. Pour tout m € %,
ona:

(m, —log|z|) = —log [x"(z)| > 0.
On en conclut que |x™(z)| < 1 pour tout m € 7, c’est-a-dire que z € Cj. O

Les compacts de la forme C, sont globalement invariants sous l’action de Sy . Pour
mieux comprendre la structure des C,, on peut étudier I'image de C, N T(C) dans
Nr par 'application log|.|. C’est ’objet de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2.4. — Pour tout o € A, notons &7: C,NT(C). Ona :

—log|8‘(,]:a.
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Démonstration. — Soit z € T'(C). On tire de l'égalité (m, —log|z|) = —log |x™(z)]|

valable pour tout m € M, que = appartient & CO',, si et seulement si :
(m,—loglz|) >0 VYme .9,

ce qui est équivalent & :
—log|z| € (6%)* = 0. O

L’é¢tude des U, est donc ramenée & I'étude de A « plongé » dans P(A)s.

EXEMPLE 3.2.5. — On a représenté ici P2(C)/Sy :

Co, Cs,
CO’1 Noa
002003 CO'1 Nos
Coq

PROPOSITION 3.2.6. — Soit p un entier strictement positif. L’endomorphisme [p] :
P(A)(C) = P(A)(C) envoie P(A)s dans lui-méme. Pour tout o € A, le compact C,
est laissé stable par [p]. Enfin le diagramme suivant commute :

T(C) ) (€
—log] | P(A)(©) i P(A)(©)
l— log | |
b b
N or [p] N or
exp QXN
[p]

)P(A)>

z
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ot exp est l’inverse du morphisme log : T> — Ng, et [p] : Ng = Ngr désigne la
multiplication par p.

Démonstration. — La premiére partie de la proposition est une conséquence de 1’éga-
lité [p](z) = P valable pour tout € T'(C) (on peut également consulter [Fu2, p. 80]).
Soient 0 € A et z € C,; ; pour tout m € #; on a |[x™([p](z))| = [x™(x)|P <1, ce qui
montre que [p](z) € C, et donc que C, est laissé stable par [p]. Enfin la commutativité
du diagramme résulte des propositions énoncées au paragraphe précédent. O

DEFINITION 3.2.7. — Pour tout ¢ € A, on pose :
O ={reC,: |X™(2)| <1, Vme€ (o*—ot)nM}.
La proposition suivante rassemble diverses propriétés des ensembles C,, et Cint

PROPOSITION 3.2.8
1. Pour tout o € A, on a —log|Ci"* N T(C)] =0, o 0 est lintérieur relatif du
céne o.
2. Les ensembles CI" sont deur & deuz disjoints. Pour tout o € A, on a :
(2) Co = U Cint,
<o

3. Si éventail A est complet, alors les C™ pour T parcourant A forment une
partition de P(A)(C).

Démonstration. — Démontrons tout d’abord ’assertion (1). Soit z € T(C) N Cint,
Pour tout m € (¢* —ot)N M, on a (m,—log|z|) > 0, ce qui équivaut & écrire que
—log|z| €5. On en déduit que — log |Ci"® N T'(C)] =7.

On s’intéresse maintenant & I’assertion (2). On reprend ici les notations de la re-
marque (2.2.14). Soient 7 et 7' deux cones distincts de A. D’aprés ’assertion (1), on
a —log|Cint 0 Cint N T(C)| =7 N 7' = @, ce dont on déduit que les ensembles CI* et
Cint sont disjoints sur T'(C). En remarquant que pour tout o € A, on a :

Cint NV (0)(C) = Cint, (resp. CI*NV(0)(C) = Ci1t)
ot 7 € A(co) (resp. 7 € A(o)) et ou Cit* C P(A)(A(0))(C) = V(o)(C) (resp.
Cint € V(0)(C)), on obtient la relation :
Oint N Cint NV (0)(C) = it 0 O,

=
Pa récurrence, on déduit de cela, de la décomposition en tores disjoints donnée &
la proposition (2.2.13) et de la remarque (2.2.14) que Ci™* et Ci%* sont disjoints sur
P(A)(C). La décomposition (2) se montre par récurrence de fagon similaire en utilisant
la relation o = |, ., 7 et la proposition (3.2.4).

Il reste & prouver l’assertion (3). D’apreés ce qui précéde, il suffit de montrer que les
Cint pour 7 € A forment un recouvrement de P(A)(C); or ceci se déduit directement
de la décomposition (2) et de la proposition (3.2.3). O
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Lorsque I'éventail A est complet et régulier, on peut préciser la structure des en-
sembles C,, et Cint

PROPOSITION 3.2.9. — Soient A un éventail complet et régulier et ¢ un élément de
A.

1. L’ensemble Cin est une sous-variété analytique réelle lisse de dimension réelle
d+ dimo de P(A)(C).

2. Le compact C, est une sous-variété réelle a coins de dimension réelle d + dim o
de P(A)(C), et son bord OC, est une variété a coins vérifiant la relation :

0C, =C, —Cirt = | J Ci.

T<0o

T#0

Démonstration. — On pose ¢ = dimo. Soit 7 € Apax tel que o < 7. D’aprés la pro-
position (2.2.10), on peut trouver {m, ..., mq} une base de M telle que {ms,...,mq}
(resp. {m1,...,mq}) soit une famille génératrice du semi-groupe ., (resp. #;).

Dans la carte affine ¢ : U,(C) — C¢ donnée par p(z) = (Y™ (x),...,x™¢(x)), les
ensembles C, et Ci" sont définis par les conditions :

Co={z€C: |o1|<1,..,|Za—g| < L,|Za—gt1| = 1,...,|za| = 1}
et
Ot — {2 eCh: oy <1,...,|a gl < 1L, |Ta—grr]| = 1,...,|za| = 1}.
On en déduit directement les assertions énoncées. O

3.3. Métriques canoniques sur les faisceaux inversibles équivariants au-
dessus de P(A)(C)

Dans toute cette section, A désigne un éventail complet de N. Pour tout diviseur
de Cartier D horizontal et T-invariant sur P(A), on construit de maniére canonique
une métrique sur le faisceau inversible O(D)(C).

Plusieurs constructions équivalentes sont indiquées.

3.3.1. Construction de Batyrev et Tschinkel. — On présente ici, sous une
forme légérement différente de [BaT, §2.1], une construction due & Batyrev et Tschin-
kel.

PROPOSITION-DEFINITION 3.3.1. — Soit s une section holomorphe de O(D)(C) au-
dessus d’un ouvert Q& C P(A)(C). Pour tout x € Q, soit 0 € A tel que v € Cy C
Uy (C), et mp s € M la restriction de yvp & 0. Le quotient :

(3) Is(@)ller = } ()

S

b

XmD'd
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est bien défini et est appelé norme de s au point T au sens de Batyrev-Tschinkel.
Cette norme définit une métrique continue Sy -invariante sur O(D)(C), que ’on note
Il-llB-

Démonstration. — L’existence du quotient est une conséquence directe du lemme
(2.3.9). Enfin, le second membre de (3) est indépendant du choix de o car :

X2 ()] =[x ()],

pour tout x € C, N C,s du fait de la continuité de la fonction support ¥p sur Vg, et
le méme argument montre que ||.||gT est bien continue sur P(A)(C). O

On donne dans la proposition suivante quelques propriétés de la construction de
Batyrev-Tschinkel :

PROPOSITION 3.3.2

1. (Multiplicativité). Soient A un éventail complet dans Ny et Dy, Dy deux divi-
seurs de Cartier horizontaux et T-invariants sur P(A). L’isomorphisme :

O(D1) ® O(D2) ~ O(D: + D3),

est compatible aux métriques de Batyrev-Tschinkel.

2. (Fonctorialité). Soient ¢ : Ay — Ay un morphisme d’éventails complets et
o« : P(A1) = P(A2) le morphisme de variétés toriques associé. Soient également
D> un diviseur de Cartier horizontal T -invariant sur P(Az) et s sa fonction
support, et notons D1 = (.)* Dy le diviseur de Cartier T-invariant sur P(A)
dont la fonction support est donnée par Y1 = s o . L’isomorphisme :

O(D1) = (p4)*O(D2),

est une isométrie lorsque O(D1) et O(D2) sont munis de leur métrique de
Batyrev-Tschinkel.

Démonstration. — On démontre tout d’abord ’assertion (1). Soient s; et sy des sec-
tions holomorphes, sur un ouvert  C P(A)(C), des faisceaux O(D;) et O(D3) res-
pectivement. Pour tout € 2, soit 0 € A tel quex € C,. On a :

81 ® so(x) 81 ® sa(x)
Xle,a’+mD2,o (:t) XmD1+D2,0(l.)

ls1(z)llBr ® [|s2(2)[[BT = = [Is1 ® s2(2)llBT,

ce qui établit ’énoncé recherché.

On s’intéresse maintenant a ’assertion (2). Soit s2 une section holomorphe du fais-
ceau O(D3) sur un ouvert 2 C P(A2)(C) et notons s; = s2 0 ¢, la section holomorphe
de O(D,) au-dessus de (¢.)~1(2) obtenue par image réciproque de s par (.)*.

Pour tout = € (p«) (), soit 01 € A; tel que z € Cy, et choisissons a5 € Ay tel
que @(01) C 02. D’aprés la proposition (2.3.8), on sait que ¥p, = ¥p, o ¢, et donc
que mp, o, = tSO(sz,az)'
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On déduit de la proposition (3.2.4) et du fait que ¢, est T-équivariant, 'inclusion :
+(T1(C) N Coy) C T2(C) N Coy,
ce qui, comme @, est continue, montre que :
0x(Coy) C Coy.

On peut donc écrire :

_|_ s s20@x(x) | _|_s2opu(x) | _
s @l = | s 7| = [omannt 7| = |ons = oy | = W2+ @l
ce qui termine la démonstration. O

3.3.2. Construction d’aprés Zhang. — Dans ce paragraphe on suit [Zha, th.
2.2] (on peut également consulter [FoS1| pour des idées voisines de celles exposées
ici).

Soient p un entier supérieur ou égal & 2 et D un diviseur de Cartier horizontal
T-invariant sur P(A). Comme [p] est ’endomorphisme équivariant de P(A) associé a
I’endomorphisme de A défini par la multiplication par p, on a d’aprés (2.3.8) I'égalité
des diviseurs de Cartier :

[p]"D = pD,
et donc un isomorphisme de faisceaux sur P(A) :
®p,p: O(D)? = O(pD) ~ [p]"O(D).

Comme P(A)(C) est compacte, on peut munir O(D)(C) d’une métrique continue
que ’on notera ||.||o. On définit alors par récurrence une suite de métriques (||.||n)nen
sur O(D)(C) de la fagon suivante (n > 1) :

-l = (83, 01" lllln) 7

On a alors le théoréme suivant :

THEOREME 3.3.3

1. La suite des métriques ||.||n converge uniformément vers une métrique ||.||zn,p sur
P(A)(C) (i.e. la suite de fonctions log H—-H% converge uniformément sur P(A)(C)

vers log _”']l]l,zul;'p ).

2. La métrique ||.||zn,p est l'unique métrique continue sur O(D)(C) telle que :

* * 1/p
I-llznp = (2Dp [P)" l-llznp)
Démonstration. — C’est une conséquence directe de [Zha, th. 2.2]. |

REMARQUE 3.3.4. — Zhang raisonne pour des variétés projectives, mais son argu-
ment ne nécessite en fait que la compacité.

MEMOIRES DE LA SMF 80



3.3. METRIQUES CANONIQUES SUR LES FAISCEAUX INVERSIBLES 33

Le théoréme suivant nous permet d’identifier les deux métriques introduites précé-
demment :

THEOREME 3.3.5. — Soit D un diviseur de Cartier horizontal et T-invariant sur
P(A). Pour tout entier p > 2, on a l’égalité des métriques :

-8 = [I-llzn,p
sur le faisceau inversible O(D)(C).

Démonstration. — 1l suffit de vérifier que ||.||gT satisfait & la condition donnée au (2)
du théoréme (3.3.3). Cela découle des propriétés de multiplicativité et de fonctorialité
énoncées a la proposition (3.3.2). [

3.3.3. Construction par image inverse. — Dans ce paragraphe, on suppose de
plus que A posséde une fonction support strictement concave, en conséquence de quoi
la variété torique P(A) est alors projective.

Soit D un diviseur de Cartier T-invariant sur P(A) et O(D) le faisceau inversible
associé. On suppose dans un premier temps que O(D) est engendré par ses sections
globales. Le choix d'un ordre sur les éléments de Kp N M permet de définir un mor-
phisme T-équivariant associé & D, que I'on note ¢p, de la fagon suivante :

¢p : P(A) — PEP
. —(X"(®))mekpnM,

ol kp est un entier positif défini par kp = #(Kp N M) — 1. On note O(1) le fibré de
Serre sur ]P’%D et on le munit de la métrique définie pour toute section méromorphe
de O(1)(C) par :

4) Is(@)lloo = ——2@I

SUP1 Cigkp+1 ||
Cette métrique est la métrique de Batyrev-Tschinkel ou de Zhang pour le faisceau
O(1) sur PP considérée comme variété torique comme dans I'exemple (2.4.2). On

note O(1) . le faisceau O(1) muni de cette métrique. Comme ||.|| est invariante si
I’on permute les éléments de Kp N M, la métrique sur O(D) définie par :

[-D,00 = @D [I-lloos

est indépendante de I’ordre choisi pour définir ¢p. On note O(D)  le faisceau O(D)
muni de la métrique ||.||p,0o. On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 3.3.6. — Soient D et E deuz diviseurs T-invariants sur P(A) dont les
faisceauz associés sont engendrés par leurs sections globales, on a :

Démonstration. — On démontre tout d’abord le lemme suivant :
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LEMME 3.3.7. — Soit D un diviseur T-invariant sur P(A). On notera Kp(0) les
points entiers extrémaux du polytope Kp. Pour tout x € P(A)(C), on a :

sup [x"(z)| = sup [x"()|-
meKpNM meKp(0)
Démonstration. — Soient my, ..., mq les éléments de Kp(0) et m un élément quel-

conque de Kp N M. Comme Kp est convexe, on peut trouver des réels positifs
Qg, . ..,0q tels que :

m=aomo+- - +agmg et ag+--+ag=1
On en déduit l'inégalité :

IX™(@)] < sup [x™ (z)],

N4

ce qui joint & l'inclusion Kp(0) C Kp N M donne le résultat annoncé. O

On passe maintenant & la démonstration de la proposition. Soit s (resp. r) une sec-
tion holomorphe de O(D)(C) (resp. de O(E)(C)) au-dessus d’un ouvert  de P(A)(C).
Pour tout z € 2, on a :

Is(a)lp o = - (resp. @l = Y

SUP ek pnm IX™ SUDP, e i pnm IX™(@)]

En utilisant le lemme (3.3.7) et le fait que :
Kp4+e(0) = (Kp + Kg)(0) C Kp(0) + Kg(0) C Kp + Kg = Kp+E,

on obtient ’égalité :

sup @)l = (s (@) ((sup o).

mEKp+E m€EKp
et la proposition est démontrée. |
PROPOSITION-DEFINITION 3.3.8. — Soit D un diviseur de Cartier horizontal et T -

invariant sur P(A). Il existe E et F' des diviseurs de Cartier horizontauz et T-
invariants sur P(A), dont le faisceau associé est engendré par ses sections globales, et
tels que :

D=FE-F
La métrique ||.||g,0c0 @ HH;}OO induite sur O(D) = O(E) ® O(F)™! par les métriques

canoniques ||.||E,c0 €t ||-||F,00 €st indépendante de E et de F. On note ||.||p,c cette
métrique et l'on note O(D), le faisceau O(D) muni de la métrique ||.||p,oo-

Démonstration. — La premiére partie de 1’énoncé est classique (Serre) et est trés
facile a généraliser dans le cadre équivariant (prendre H diviseur de Cartier T-
invariant tel que O(H) est engendré par ses sections globales et considérer E = nH
et F = —D +nH pour n assez grand). Soient E, F', E' et F' des diviseurs de Cartier
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T-invariants dont les faisceaux associés sont engendrés par leurs sections globales et
tels que :

D=E-F=E-F.
On tire E+ F' = E' + F, et donc des isomorphismes isométriques :

O(E), @ O(F") . = O(E)® O(F"),, = O(E") @ O(F),, = O(E") . ® O(F) .,

on conclut que :

O(E) o ® (O(F) o)™ = O(E) o, @ (O(F") o),

o

ce qui termine la démonstration. O

PROPOSITION 3.3.9. — Soient E et F deux diviseurs de Cartier horizontauz et T'-
invariants sur P(A). On a un isomorphisme isométrique :

O(E),, ®O(F), ~OE+F)...

Démonstration. — La proposition est vraie lorsque O(E) et O(F') sont engendrés par
leurs sections globales. Le cas général s’obtient par différence a partir des propositions
(3.3.6) et (3.3.8). O

La construction qui vient d’étre donnée coincide avec les deux autres présentées
précédemment :

THEOREME 3.3.10. — Pour tout diviseur de Cartier horizontal T-invariant D sur
P(A), les métriques ||.||T, ||-llzn €t ||-||p,co sur O(D) coincident.

Démonstration. — Cela découle directement des propriétés de multiplicativité et de
fonctorialité de la métrique ||.||gT énoncées & la proposition (3.3.2), ajouté au fait que
Il-llIBT €t ||.]|p,00 coincident par construction lorsque P(A) est I'espace projectif P4 et
que O(D) = O(1). d

Dans toute la suite de ce paragraphe, P(A) est supposée projective et lisse.

On constate que les métriques canoniques définies précédemment ne sont pas C*

en général (considérer par exemple P(A) = P% et O(D)_ = O(1) ). On a néanmoins
le résultat suivant :

PROPOSITION 3.3.11. — Soient P(A) une variété torique projective et lisse, et D un
diwviseur de Cartier horizontal T -invariant sur P(A) tel que O(D) soit engendré par
ses sections globales. Pour tout ouvert @ C P(A)(C) et pour toute section holomorphe
s de O(D)(C) sur Q ne s’annulant pas, la fonction x — — log Hs(x)ll%m est continue
et plurisousharmonique sur €.
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Démonstration. — La continuité découle des définitions. Comme la condition de plu-
risousharmonicité est préservée par changement de variable holomorphe (voir par
exemple [De3, th. 1.5.9]), il suffit de démontrer le résultat pour le faisceau moo sur
P75 et d’aprés la formule (4) cela résulte de [De3, th. 1.5.6 et exemple 1.5.10]. On

peut également consulter [Del, §3]. O

On montre maintenant un théoréme d’approximation des métriques canoniques par
des métriques C* sur P(A)(C) :

PROPOSITION 3.3.12. — Soient P(A) une variété torique projective et lisse, et D un
diviseur de Cartier horizontal T -invariant sur P(A) tel que O(D) soit engendré par ses
sections globales. Il existe une suite de métriques (||.[n) ey sur O(D)(C) convergeant
uniformément vers ||.||p,co sur P(A)(C) et vérifiant les conditions suivantes :

1. Les métriques ||.||, sont C*°.

2. SiQ C P(A)(C) est un ouvert et s une section holomorphe de O(D)(C) sur Q ne
s’annulant pas, la fonction z — log ||s(x)||% est continue et plurisousharmonique
sur §); en particulier le courant :

c1(O(D)(©), [I-lln) = —dd* log ||s()Il7.,

est positif.
3. Pour tout x € Q, la suite (—log||s(x)||2)nen est décroissante et converge vers
—logls(2) I}, -

Démonstration. — La condition de plurisousharmonicité étant préservée par chan-
gement de variable holomorphe, il suffit d’aprés la construction par image inverse
de démontrer la proposition pour O(1)_ sur P%. On considére alors la famille de

métriques |||, définies par :

[e ]

|s(2)]
(27 lailm)' "

pour toute section locale holomorphe s de O(1)(C). Les métriques ||.||, sont C*° sur
P(A)(C). De plus, la fonction :

lls(@)lln =

(%o, ..., Tm) —> log(e™ + - +e"m),

étant convexe et croissante en chacun des z; et la fonction t — log |t| étant soushar-
monique, la fonction log (31", |x,-|")1/ " est plurisousharmonique (voir par exemple
[De3, th. 1.5.6] et [Del, §3]). Enfin la suite (3", lx,-]")l/", (n € N), est décroissante
et converge vers SuPg;<,, [Z:l, et la positivité de ¢1(O(1)(C), ||.||ln) découle directe-
ment de [De3, exemple 3.1.18]. O
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3.4. Métriques canoniques sur les fibrés en droites sur P(A).

Dans cette section, A désigne un éventail complet et régulier de N possédant une
fonction support strictement concave. En d’autres termes, on suppose que P(A) est
une variété torique projective lisse.

Pour tout fibré en droites L sur P(A), on construit de maniére canonique une
métrique sur L(C).

PROPOSITION-DEFINITION 3.4.1. — Soit L un fibré en droites sur P(A). Il existe un
diviseur horizontal T-invariant D sur P(A) et un isomorphisme :
®: L — O(D).

La métrique ®*||.||p,co sur L est indépendante des choix de D et ®. On l'appelle mé-
triqgue canonique sur L et on la note ||.||1,00, 0u plus simplement ||.||oo lorsqu’aucune
confusion n’est & craindre. On note Loy = (L, ||.||L.00) le fibré L muni de sa métrique
canonique.

Démonstration. — L’existence de D et ® est une reformulation de la surjectivité de
s proposition (2.5.6). Soit maintenant D’ un second diviseur horizontal T-invariant
de P(A) tel qu'’il existe un isomorphisme @' : L ~ O(D’). Le diviseur D — D' est
principal, et il existe un unique élément m € M tel que D — D' = div x™ d’aprés la
proposition (2.5.6).

Comme les unités globales sur P(A) sont {1,—1}, les isomorphismes ® et ' sont
uniques au signe prés. Pour montrer que :

&*[.Ip,c0 = "Il pr00
il suffit donc de vérifier que l'isomorphisme :
O(D') =~ O(D),

défini par la multiplication par x™ transporte ||.||p.co sSur ||.||p,co- Cela découle de
Pexpression (3) de Batyrev et Tschinkel pour ces métriques. O

La proposition suivante est une conséquence immédiate du théoréme (3.3.3).

PROPOSITION 3.4.2. — Soit p un entier supérieur ou égal & 2. Pour tout fibré en
droites L sur P(A), on a un isomorphisme isométrique :

[p]*(zoo) = (zoo)p7
et ||||lL,co est lunique métrique continue telle que Loo = (L,||.||L,0c0) vérifie cette
propriété.
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CHAPITRE 4

PRODUITS DE COURANTS

4.1. Motivation

Soient P(A) une variété torique projective lisse et L, un fibré en droites engendré
par ses sections globales sur P(A) et muni de sa métrique canonique. Soit s une
section holomorphe de L sur un ouvert U C P(A)(C). En général la fonction z
_108”5(3”)”%,00 n’est pas de classe C* mais seulement plurisousharmonique sur U
(cf. prop. (3.3.11)) ; la premiére « forme » de Chern ¢;(Lo,) = —dd® log |s|7 o, n’est
alors définie qu’au sens des distributions (c’est un courant de bidegré (1,1)). On ne
peut espérer définir en toute généralité le produit de deux courants; ici néanmoins,
¢1(Loo) est un courant positif (voir [De3, prop. 3.1.18 et 3.1.14]). Une construction
due & Bedford et Taylor [BeT]| permet d’associer & des fibrés en droites fl,oo» e ,fp,oo
engendrés par leurs sections globales sur P(A) et munis de leur métrique canonique,
un produit :

1 (zl,w) Tl (LP»OO)v

possédant des propriétés satisfaisantes.
Les constructions présentées dans ce qui suit étant tout & fait générales, on aban-
donne dans ce chapitre et le suivant le point de vue particulier des variétés toriques.

4.2. Théorie de Bedford-Taylor-Demailly

On suit 'exposé donné dans [Del, §3], [De2, §1 et §2] et [De3, §3.3]. Tous les
résultats présentés ici sont dus a Bedford et Taylor [BeT]| et Demailly (cf. [Del], [De2]
et [De3]). Pour des énoncés proches ainsi qu’un historique détaillé des différentes
contributions sur ce sujet, on peut consulter [FoS2].

On rappelle tout d’abord quelques définitions et notations.
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Dans toute cette partie, X désigne une variété analytique complexe de dimension
complexe d. On note AP7(X) (resp. DP?(X)) l'espace vectoriel des formes diffé-
rentiables C*° complexes (resp. l'espace vectoriel des courants complexes) de type
(p,q) sur X. Soit Y C X un cycle analytique irréductible de codimension p, on note
dy € DPP(X) le courant d’intégration sur Y. Pour tout élément T € DPP(X), on
note Supp T C X le support de 7. Enfin pour tout ouvert U C X, on notera Psh(U)
I’ensemble des fonctions plurisousharmoniques de U vers [—oo, +00[ semi-continues
supérieurement.

La notion de positivité que nous utiliserons ici a été introduite initialement par P.
Lelong [Lel].

DEFINITION 4.2.1 (Lelong). — Soit p un entier positif et U un ouvert de X. Un
courant T € DPP(U) est dit positif (ou faiblement positif) et 'on note T > 0, si et
seulement si pour tout choix de (1,0) formes ay,...,aq—p de classe C™ & support
compact sur U, la distribution :

T A (ion A@) A~ A (ia_p ATg_p),

est une mesure positive sur U. On note D}'P(U) C DP?(U) Pensemble des courants
positifs de type (p,p) sur U.

Suivant Bedford et Taylor, on pose alors :

DEFINITION 4.2.2 (Bedford-Taylor). — Soit T € D¥?(U) un courant positif fermé
de type (p,p) et u € Psh(U) une fonction plurisousharmonique localement bornée sur
U un ouvert de X. Le produit (dd°u) AT est défini par la formule :

(dd°u) AT = dd°(uT).
REMARQUE 4.2.3. — Le produit uT" est bien défini puisque u est localement bornée

et T est d’ordre 0, i.e. & coefficients mesures (pour une démonstration de ce fait, voir
par exemple [De3, 3.1.14]).

PROPOSITION 4.2.4. — Le produit (dd°u) AT défini ci-dessus est un courant positif
fermé de bidegré (p + 1,p + 1). Il étend la définition usuelle du produit (dd°u) AT
lorsque u est une fonction C*® sur U.

Démonstration. — Voir par exemple [Del, prop. 5.1], [De2, prop. 3.3.2] ou [De3,
prop. 1.2]. O

De maniére plus générale, étant données T' € DRP(U) et uy,...,u, des fonctions
plurisousharmoniques localement bornées sur U, on peut définir par récurrence sur ¢
le courant :

(dd°ur) A -+ A (dduq) AT = dd®(us (dduz) A -+ - A (dduq) AT).

C’est encore un courant positif fermé, de bidegré (p + ¢,p + q).
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Le produit ainsi défini a un comportement agréable vis-a-vis de la limite uniforme :

THEOREME 4.2.5. — Soientuq, ..., uq des fonctions plurisousharmoniques continues
. k k ) . . ,
sur U. Soient (ug ))keN,‘..,(ug ))keN, q suites de fonctions plurisousharmoniques
localement bornées sur U convergeant uniformément sur tout compact de U wvers
Ui, ..., Uq respectivement, et (Ty)ren une suite de courants positifs fermés conver-

geant faiblement vers T sur U. Alors :
ugk) (ddcugk)) Ao A (ddcuflk))/\T;C tend vers wuy(dd®uz) A--- A (dduq) AT
et (ddcugk)) Ao A (ddcu((lk))/\T,C vers (ddur) A -+ A (dduq) AT,
au sens de la convergence faible des courants.

Démonstration. — Voir [De2, cor. 1.6] ou [De3, cor. 3.3.6]. O

Au vue de la prop. (3.3.12), on souhaite affaiblir les hypothéses du théoréme pré-
cédent et remplacer la convergence uniforme par la convergence simple décroissante ;
c’est 'objet du théoréme suivant :

THEOREME 4.2.6 (Bedford-Taylor). — Soient ui,...,uq appartenant ¢ Psh(U) et
localement bornées sur U, et ugk), e ,u,(lk), q suites décroissantes de fonctions dans
Psh(U) localement bornées sur U et convergeant simplement sur U vers uq,...,uq

respectivement. On a :
ugk)(ddcugk)) ARRRWN (ddcugk))/\T tend vers wui(dd®ua) A - A (dd°uq) AT
et (ddcugk)) Ao A (ddcuflk))AT vers (dd°ur) A -+~ A (dduq) AT,
au sens de la convergence faible des courants.

Démonstration. — Voir par exemple [De2, §1.7] ou [De3, th. 3.3.7]. d

Par régularisation (voir par exemple [De3, th. 1.5.5]), on déduit immédiatement
de ce théoréme le corollaire :

COROLLAIRE 4.2.7. — Soient ui,...,uq des fonctions plurisousharmoniques locale-
ment bornées sur U et T € DVP(U) un courant positif fermé ; le produit uy (dd®us) A
A (dduq) AT (resp. le produit (dd°ui) A---A(dduq) NT') est indépendant de lordre
des us, ..., uq (resp. de lordre des ui,...,uq).

DEFINITION 4.2.8. — Soit U un ouvert de X et u € Psh(U). On appelle lieu non
borné de u dans U et 'on note L(u) I'ensemble des points x € U tels que u n’est
bornée sur aucun voisinage de = dans U.

Le résultat suivant, di & Demailly, montre que sous certaines conditions, on peut
abandonner I’hypothése selon laquelle les fonctions plurisousharmoniques uy, ..., uq
dans les énoncés (4.2.6) et (4.2.7) doivent étre choisies localement bornées.
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THEOREME 4.2.9 (Demailly). — Soit U un ouvert de X et soient T € DYP(U) fermé
et u1,...,uq appartenant & Psh(U). On suppose que ¢ < d —p et que pour tout choix
d’indices ji < -+ < jm dans {1,...,q} Vintersection L(uj,)N---N L(uj,,) N Supp T
est contenue dans un ensemble analytique de dimension complexe inférieure ou égale
a (d—p—m). On peut construire des courants ui (dd®uz) A+ --A(dduq) AT et (dd°uyi) A
-+ A (dd°uqg) AT de masse localement finie sur U et caractérisés de maniére unique

par la propriété suivante : Pour toutes suites décroissantes (ug ))keN, RN (uf,k))keN
de fonctions plurisousharmoniques convergeant simplement vers uy, ..., uq respective-
ment, on a :

u(lk)(ddcugk)) ARERWA (ddcuflk))AT tend vers wy(dduz) A--- A (dd°ug) AT
et (dd“ugk)) A A (dd”ugk))AT vers (ddur) A -+ A (dduq) AT,
au sens de la convergence faible des courants sur U.

Démonstration. — Voir [De2, th. 2.5 et prop. 2.9] et [De3, th. 3.4.5 et prop. 3.4.9].
On peut aussi consulter [Del, th. 5.4]. O

On déduit immédiatement du théoréme précédent les corollaires suivants :

COROLLAIRE 4.2.10. — Soient uy,...,uq et T comme au théoréeme (4.2.9); le pro-
duit ui(ddug) A --- A (dduq) AT (resp. le produit (ddui) A -+ A (dd°uq) AT) ne
dépend pas de Uordre de us, ... ,uq (resp. de lordre de uy,...ug).

COROLLAIRE 4.2.11. — Soient uy,...,uq plurisousharmoniques sur U et telles que
pour tout 1 <1 < q, L(u;) est contenu dans un ensemble analytique A; C U. Si pour
tout choiz d’indices j1 < ...Jm dans {1,...,q}, on a :

codimA; N---NA4;, =>m,

alors les courants uy (ddug) A--- A (dduq) et (dd°ui) A--- A (dd°uq) sont bien définis
et vérifient les propriétés d’approximation énoncées au théoréme (4.2.9).

On expose enfin une construction due & Gillet et Soulé [GS1, §2.1.5] :

Soient X une variété projective complexe, Z un cycle de codimension q¢ de X et
gz un courant de Green localement L! pour Z (i.e. un élément de DP~1:P=1(X),
localement L' sur X, C® sur X — |Z| et tel que dd°gz + 0z = wz est C™ sur X).
Faisons le choix d’une métrique riemannienne sur X, notons d(-,-) la distance sur X
induite par celle-ci, puis posons pour tout € € RT* :

N(Z)={zeX: d(z,2)<e}.
Pour tout ¢ € RT*, soit p. : X — R une fonction C* telle que :
- 0<pe <1lsur X,

— pe = 1 en dehors de N.(2),
— pe =0 sur N, »(2),
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et posons g(ZE) = pe97.

PROPOSITION 4.2.12. — Pour tout € € R™, les assertions suivantes sont vérifiées :
1. g(ZE) est une forme C* sur X.
2. On a : ddcg(ZE) + 5(ZE) = wgz, ol 5(25) est une forme fermée C* dont le support

est contenu dans N¢(Z).

De plus, on a les limites suivantes :

i a8 i 508 —
limgy’ =gz et liméy’ =0z,
au sens de la topologie faible des courants.
Démonstration. — Voir [GS1, §2.1.5]. O

4.3. Formes différentielles généralisées
Les résultats énoncés section précédente motivent la définition suivante :

DEFINITION 4.3.1. — Soit U un ouvert de X et ug,...,u, des fonctions de U —
[—00, +00[. Le g-uplet (u1,...,uq) est dit admissible sur U si et seulement si :
1. Les fonctions uy, ..., uq sont des éléments de Psh(U).
2. Pour tout 1 <7 < ¢, Pensemble L(u;) est contenu dans un ensemble analytique
A; CU.
3. Pour tout choix d’indices j; < -+ < jm, dans {1,...,q}, on a:

codimA; N---NA4;, =>m.

Pour tout g-uplet (u1,...,uy) admissible sur un ouvert U C X, le corollaire (4.2.11)
nous permet de définir sur U les courants uq (dd®usz) A --- A (dd®uq) et (ddui) A--- A
(dd°uq).

On pose :

=p,p
DEFINITION 4.3.2. — Soit p un entier positif. On note A (X) C DPP(X) (resp.
=p,p .
Ajq(X) C DPP(X)) I'espace vectoriel complexe formé des éléments de DPP(X) qui,
sur tout ouvert U d’un recouvrement suffisamment fin de X, peuvent s’écrire sous la
forme :

n
Zwi(ddcui,l) JARERWAN (ddcui,Qi)
=1

n
(resp. Zwiui,l(ddcui,g) A A (dduig,)),

i=1
ott pour tout 1 <4 < n, on a w; € AP~%P=4%(U) (resp. w; € AP~%+1LP=G+1([])) et le
gi-uplet (ui1,...,Uiq; ) est admissible sur 'ouvert U considéré.

On pose aussi la définition suivante :
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. . . " . =p,p
DEFINITION 4.3.3. — Soit p un entier positif. On dit que @« € A (X)) est une forme
différentielle généralisée de type (p,p) si et seulement si sur tout ouvert U d’un re-
couvrement suffisamment fin de X, on peut écrire la restriction de o & U sous la
forme :

n
ap =Y wildduiy) A A (dduig,),
i=1
ot pour tout 1 <4 < n, on a w; € AP~4P~%(U) et usq,...,u; 4 sont plurisoushar-
moniques et localement bornées sur U. On note Zp’p(X ) ’espace vectoriel complexe
des formes différentielles généralisées de type (p,p) sur X.

On pose également :
— X == =p,p == =p.p
X =@A"X), AX) =4 (X), et Agu(X) =D AX).

p=0 p=0 p=0
REMARQUE 4.3.4. — On a immédiatement les inclusions suivantes :
A'(X) C A (X) C Apg(X) C D*(X).

REMARQUE 4.3.5. — L’opérateur dd° : DPP(X) — DPTLP+1(X) induit par restric-
. L =p,p =p+1,p+1
tion une application dd° : A5, (X) = Ajog (X).

— =a,q
Soient = € Ap’p(X) et y € Ajy(X). Sur tout ouvert U C X assez petit, on peut
écrire :

n
2= Y wildduin) A A (dd°uir,)
i=1

m
et y= Z Njvj1 (ddc’vj,g) A A (ddc’l)j7sj),
j=1
ou pour tout 1 <3 < n, on a w; € AP~"HP7T(U) et u;q,...,u;r, sont des fonctions
plurisousharmoniques localement bornées sur U ; et oll pour tout 1 < j < m, on a
n; € A978iT1a=sit1(J) et le multiplet (vj1,...,v;,;) est admissible sur U.
D’apreés le théoréme (4.2.9), ’expression :

n

m
D> wmivja(ddouin) A A (ddoui ) A (ddvj2) A - A (ddCvjs,),

i=1 j=1

a bien un sens et définit sur U un courant de type (p + ¢,p + q) que l'on note provi-
soirement [z - y](U).

PROPOSITION 4.3.6. — Le courant [z - y|(U) défini ci-dessus ne dépend que de x et
de y.
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Démonstration. — Soient 2’ et y' deux courants sur U tels que z’' = z,y et y' = y,u,
et tels qu’on puisse écrire :

widdug ) Ao A (dd g )

H\
Il
3\ M=

et yl = ] ] l(ddC j 2) A (ddCU},s; )’
1

<.
Il

ot pour tout 1 < i < n', on aw) € AP~TP~Ti(U) et Ujgyoo U » sont des fonctions

plurisousharmoniques localement bornées sur U ; et ou pour tout 1 < j < m/, on a
€ AT*97% (U) et le multiplet (V1550 9 . ) est admissible sur U.
On définit les courants :

= Z Z winjva (ddeul ) A+ A (ddou ) A (ddvj2) A<+ A (dd°vjs,)

i=1 j=1
et

[z -] Zzw'n; Vi (dduy) Ao A (ddCug ) A (dd°V]5) A A (dd] ).
Jj=1

=1

On veut démontrer que le courant § défini sur U par ’égalité :

6=[a"-y|(U) = [z-ylU) = (&' -y'UU) = [2" - y](0)) + ([&" - y](U) = [z - y](V)),
est nul. On va prouver pour cela que [z’ - y](U) — [z - y](U) = 0. On démontrerait de
méme que [z’ - y'|(U) — [ - y](U) = 0.

Par régularisation, on peut trouver pour tout 1 < j < met 1 <k < s, une suite
décroissante (U;fz))nGN d’éléments de Psh(U)NC*°(U) convergeant simplement sur U
vers vj . Pour tout n € N, on note y(™ la forme différentielle C*° de type (g, q) sur
U définie par :

m
y™ = Z njv§ﬁ) (ddcv;f;)) A A (dd"vﬂ)j)‘
Jj=1
De Dégalitée = = ', on déduit que z-y™ = 2’ - y(™ pour tout n € N, le produit étant

le produit habituel d’un courant par une forme différentielle. Or, d’aprés (4.2.9), on
a:

z-y™  tend vers [z - y](U)
et 2 -y™ tendvers [z’ y|(U),

au sens de la topologie faible. On en conclut que [z’ - y](U) — [z - y](U) = 0 et la
proposition est démontrée. O

L’assertion suivante est une conséquence directe de ce qui précéde.
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=4,

PROPOSITION 4.3.7. — Soient © € A7P(X) ety € Ajog(X). 11 existe un (unique)
=p+4q,pt+q L. .

élément de Ay, (X) que lon notera x -y et dont la restriction & tout ouvert

U C X assez petit coincide avec le courant [z - y|(U) défini a la proposition (4.3.6).

DEFINITION 4.3.8. — Soient z € A7 (X) et y € EI‘;Z (X). On appelle produit de x

=p+q,ptq
et de y le courant z -y € 4, (X)) deéfini & la proposition précédente.

—_— —
Plus généralement, soient z € A" (X) et y € Ajog(X), on appelle produit de x et de
y et l’on note encore z - y le produit gradué de x et de y.
Les propositions suivantes sont des conséquences immédiates des définitions :

PROPOSITION 4.3.9. — Soient z; € A7 (X) et z; € AV(X) C jﬁ;g(X); on a :

PROPOSITION 4.3.10. — Soient x; et zo des éléments de A" (X) ety € Z:Og(X) ;on
a les relations suivantes :

1. 21 - (z2-y) = (x1 - 22) -y (associativité).

2. 11 T2 =Tg Ty (commutativité).

PROPOSITION 4.3.11. — Le produit défini  la proposition (4.3.9) mumt A (X) d’u-
ne structure d’algébre associative commutative unifére et graduée et Alog(X ) d’une
structure de A" (X)-module, qui étend sa structure usuelle de A*(X)-module. La res-

triction & A*(X) de la structure d’algébre sur A (X) coincide avec la structure d’al-
gebre usuelle sur A*(X).

Soient X et Y deux variétés complexes et f : Y — X un morphisme lisse de variétés
analytiques (i.e. une submersion holomorphe). On considére U C X et V C Y deux
ouverts tels que f(V) C U. Un résultat classique (voir par exemple [De3, th. 1.5.9])
affirme que si u € Psh(U) alors f*(u) = uo f € Psh(V). Plus généralement, on a le
résultat suivant :

PROPOSITION 4.3.12. — Soit (u1,...,uq) un g-uplet admissible de fonctions réelles
sur U ; le g-uplet (ug o f,...,uqo f) est admissible sur V.

Démonstration. — D’aprés la remarque ci-dessus, on sait que les fonctions uj o f, ..
uq o f sont plurisousharmoniques sur V. Pour tout 1 < ¢ < ¢, on a : L(uz of) =
F~Y(L(u;)) € f~1(A;). Enfin, du fait de la lissité de f, les ensembles f1(A;) sont
analytiques et on a pour tout choix d’indices j; < -+ < jp, dans {1,...,q} :

codim f—l(Ajl) n---N f_l(Ajm) = codim Aj1 N---NA; >m,

*

dés que les intersections considérées sont non vides. O

La proposition suivante montre que I'image inverse du courant u;ddus A- - -Add“uq
s’exprime simplement :
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PROPOSITION 4.3.13. — Soit (u1,...,uy) un g-uplet admissible de fonctions réelles
sur U ; on a sur V [égalité :

[ (urdd®us A - - A dduq) = (uq o f)(dduz o f) A--- A (dduq o f).

Démonstration. — Par régularisation, on peut trouver pour tout 1 < 7 < ¢ une suite
décroissante (u( )) d’éléments de Psh(U)NC°(U) convergeant simplement sur U

neN
vers u;. Pour tout n € N on note (™ la forme différentielle C* de type (¢ —1,q— 1)

sur U définie par :
2 = u(ln)dd”ugn) Ao A ddcug")

D’aprés (4.2.9) la suite (™ (resp. la suite f*(z(™)) tend vers uydd®us A - - - A dd°u,
(resp. vers (u1 o f)(dd°uz 0 f) A--- A (dd°uq o f)) au sens de la convergence faible des
courants quand n tend vers +oo. Le résultat découle alors de la continuité faible de
r*. O

On déduit de ce résultat que | toute appllcatlon analytique lisse f : Y — X induit
un morphlsme de groupes f* Alog( ) — Alog (Y), qui induit un morphisme gradué

f . Alog( ) - Alog(Y)‘
Les deux propositions suivantes sont des conséquences directes de (4.3.13) :

PROPOSITION 4.3.14. — On a : f* (T(X)) CA(Y) et f* (Z*(X)) c A (V).

PROPOSITION 4.3.15. — Soient x € A (X) ety € jl*og(X), on a :
fr@-y) = 1) )
En particulier, le morphisme f* : A" (X) — A (Y) est un morphisme d’algébres.
Enfin les deux propositions suivantes sont valables en toute généralité :

PROPOSITION 4.3.16. — Soient g: Z — Y et f:Y — X deux morphismes lisses de
variétés complexes, on a lidentité : (f o g)* = g* o f*.

PROPOSITION 4.3.17. — Soient a € AX(Y) et x € jl*og(X), ona:

fula- f5(2)) = fula) -z

limage directe f.(c - f*(z)) étant prise au sens des courants.

4.4. Convergence au sens de Bedford-Taylor et image inverse

On introduit dans ce paragraphe de nouvelles classes remarquables de courants.
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DEFINITION 4.4.1. — Soit p un entier positif et Z un cycle de codimension ¢ de X.
On note BPP(X) (resp. Bf,7(X), resp. BY"(X), resp. By}, (X)) I'espace vectoriel

complexe formé des éléments de DPP(X), qui, sur tout ouvert U d’un recouvrement
suffisamment fin de X, peuvent s’écrire sous la forme :

Z wi(dduii) A~ A (ddug g, ),
i=1

resp. Z witti 1 (dduip) A A (ddui g, )) )

i=1

(resp. Z wildd®ui1) A A(ddu;g,) Nz, ),
i=1

n

resp. Zwiui,l(ddcum) A A(dduig) Nz, ),
i=1

ot pour tout 1 < i < m, on a w; € AP~%P~%(U) (resp. w; € AP~4+LP=ai+1([]) resp.

w; € APTI79:P=4=4 ([]), resp. w; € APTI"GTLP==GHL([)) et w1, ..., u;,, sont des

fonctions plurisousharmoniques continues sur U.

REMARQUE 4.4.2. — On déduit des définitions les inclusions BP?(X) C BPP(X) et

log
BYP(X) € BYfp(X), et Vegalite BLE(X) = BYfoq(X).

En reprenant les hypothéses et les notations de la définition précédente, on pose

également :

DEFINITION 4.4.3. — On note B{*(X) (resp. BPY (X), resp. BYZG(X), resp.

B%,zl)og,O(X )) le sous-espace vectoriel complexe de BPP(X) (resp. de Blpo’g (X), resp.

de BYP(X), resp. de B%’Og (X)) formé des éléments qui, sur tout ouvert U d’un re-
couvrement suffisamment fin de X, peuvent s’écrire sous la forme :

Z w,-(ddcu,-J) VANRREWAN (ddcui,qi),
i=1

(resp. Z wiuivl(ddcui,g) Ao A (ddcui,qi )) R
=1

(resp. Z widduig) A A (ddus ) Nz, ) ,
i=1

(resp. Zwiui,l(ddcui,g) Ao AN (ddusg ) Aoz, ),
i=1

ou les u; ; et les w; sont comme & la définition (4.4.1) et ot de plus, pour tout 1 < i < n,
la forme w; est fermée.
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REMARQUE 4.4.4. — On a les inclusions By"(X) C Bi? ((X) = By, o(X) et
BZ0(X) C B g 0(X).

DEFINITION 4.4.5. — Soit (2(¥))zen une suite d’éléments de B[Z)’Il)og(X)‘ On dit que
() ey converge vers x € BYg(X) au sens de Bedford-Taylor (en abrégé au sens
BT) si pour tout ouvert U d’un recouvrement suffisamment fin de X, on peut écrire :

k) = Zw(k)ugﬁ)(dd‘:u%) Ao A (ddcugf;)i) Nbz

=1

et r = Z W41 (ddcui’g) VARERWA (ddcuiyqi) A (52,

i=1

ou n est indépendant de k et ol, pour tout 1 < ¢ < n et tout kK € N, on a wgk) €
AP=9=GHLp=a—Gi+ (1)) 1y, € AP—9-G+LP—a—aG+1([]) et ug”fl),.”7ug”;)i,ul,’17.“7uiyqi
(k)

sont des fonctions plurisousharmoniques continues sur U ; que w; ’ tend vers w; au
k k

sens des formes C* quand k tend vers +oo et que de plus (ug 1)) KENS - -+ (ui q)i)keN

convergent uniformément sur U vers u; 1, ..., u;q respectivement quand k tend vers

+00.

DEFINITION 4.4.6. — Soit (z(®))en une suite d’éléments de BYP(X). On dit que
(#®) ,en converge vers z € B%?(X) au sens BTR, si pour tout ouvert U d’un recou-
vrement suffisamment fin de X, on peut écrire :

2® =57 w® ddcul)) A A (ddou)) A6y

4,qi
=1

n
et w=Y w(ddui) A A(dduig,) Adz,
i=1
ou n est indépendant de k et ou, pour tout 1 < i < net tout k € N, on a wl(-k) €
APTI79GPTIT(), wy; € APTITIPTITE(T) et ug’kl),...,ugﬁl)i,ui,l,...,ui,qi sont des
(k)

fonctions plurisousharmoniques continues sur U ; que w;"’ tend vers w; au sens des

formes C*® quand k tend vers +o0 et que de plus (ugﬁ))keN, cey (ugz)i)ke]\; convergent

uniformément sur U vers u; 1, ...,u;q; respectivement quand £ tend vers +oo.

En reprenant les hypothéses et les notations de la définition précédente, on pose
également :

DEFINITION 4.4.7. — Soit (z(®) e une suite d’éléments de B og0(X). On dit que
(*))ren converge vers x € B?,ll)og,O(X ) fortement au sens BT si pour tout ouvert U
d’un recouvrement suffisamment fin de X, il existe n € N* tel que pour tout £k € N
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on puisse écrire :

n

) = Zw(k)ugﬁ) (ddcugg)) A+ A (ddcu(k)

4,qi

)N\ bz

i=1

n
et T = Zwui,l(ddcui,g) A A (dduig) A bz,
i=1

ou pour tout 1 < ¢ < n, wgk) tend vers w; dans A*(U) quand k tend vers +oo et

u(k) u(k) converge uniformément sur U vers u; Ui q; TeSpective t d
i Ui, g 1y Uig; pectivement quan

k tend vers 400, et ou pour tout 1 < i < n et tout k € N les formes wz(k) et w; sont
fermées.

DEFINITION 4.4.8. — Soit (z(®)cn une suite d’éléments de BYP(X). On dit que
(*))gen converge vers z € BY4(X) fortement au sens BTR si pour tout ouvert U
d’un recouvrement suffisamment fin de X, il existe n € N* tel que pour tout £k € N
on puisse écrire :

n
=S A ) 05
i=1
n
et o= w(dduii) A A(dduig,) Adz,
i=1
ol pour tout 1 < i < 1, w* tend vers w; dans A*(U) quand k tend vers +oo et

ug’kl), ... ,ugﬁl)i converge uniformément sur U vers u;1,. .., U;q respectivement quand
k tend vers +o00, et ot pour tout 1 < i < n et tout k¥ € N les formes w) et wj; sont

i
fermées.

REMARQUE 4.4.9. — D’aprés le théoréme (4.2.5) les quatre notions de convergence
introduites aux définitions (4.4.5), (4.4.6), (4.4.7) et (4.4.8) sont plus fortes que la
convergence faible au sens des courants.

REMARQUE 4.4.10. — L’application dd® : BL? (X) — BE*"P*(X) envoie I'en-
semble des suites convergeant fortement au sens BT dans ’ensemble des suites conver-
geant fortement au sens BTR.

REMARQUE 4.4.11. — L’application dd¢ : BP?(X) — BYT"?*1(X) envoie 'ensemble
des suites convergeant au sens BTR dans I’ensemble des suites convergeant fortement
au sens BTR.

DEFINITION 4.4.12. — On note CPP(X) (resp. C{o?(X)) I'ensemble des limites des
suites de APP(X) convergeant dans BP?(X) (resp. dans B2? (X)) au sens BTR (resp.

log
au sens BT).
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On note CHP(X) (resp. Ch? o(X))lensemble des limites des suites de APP(X)
convergeant fortement dans B5*(X) (resp. dans Bi? ,(X)) au sens BTR (resp. au
sens BT).

Soient z € BPP(X) et y € B%og(X). Sur un ouvert U C X assez petit, on peut
écrire :

n
x = Zwi(ddcui,l) A=A (dduig;)
i=1

m
et y= anvj,l(ddcvj,g) A A (ddvj ) Nz,

j=1
ou pour tout 1 < i < n, w; € AP74 P %(U) et u;1,...,U,4 sont des fonctions
plurisousharmoniques continues sur U; et ot pour tout 1 < j < n, on a 7; €
AP~a=TithP=a=Tit N () et w1, . .., v}, sont des fonctions plurisousharmoniques con-
tinues sur U. A partir de ces données, on définit un courant de By F*"(U) que I'on
note provisoirement [z - y](U), par la formule :
[z-9l(U) =
n m
Z Zwmjvjvl(ddcu,’,l) ARERWAY (ddcu,-,qi) A (ddc’l)jg) VARERWAY (dd”vj,Tj) Néz.
i=1 j=1

PROPOSITION 4.4.13. — Le courant [z - y]|(U) ainsi défini ne dépend que de x et de
y.

Démonstration. — Par linéarité, on peut supposer que Z est effectif. Le probléme
étant local, on se restreint & un ouvert U’ C U tel qu'il existe une suite (6(Zn))neN de
formes C*° fermées et positives sur U’ convergeant faiblement au sens des courants
vers §z. On suit alors mutatis mutandis la démonstration de la proposition (4.3.6) en
utilisant le théoréme (4.2.5). a

On déduit immédiatement de ce qui précéde :

PROPOSITION-DEFINITION 4.4.14. — Soient x € BPP(X) ety € Bg’f,og(X). Il existe

un unique élément de B%S’J"’T(X) que l’on nmote x -y et qu’on appelle produit de x

et de y, dont la restriction a tout ouvert U C X assez petit coincide avec le courant
[z -y)(U) défini a la proposition (4.4.13).

Plus généralement, soient z € B*(X) et y € B}vlog(X ), on appelle produit de z et
de y et 'on note encore z - y le produit gradué de z et de y.

REMARQUE 4.4.15. — On définit de facon similaire un produit :

(+): Biog(X) x BZ(X) — B7 15 (X).
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REMARQUE 4.4.16. — Du fait de Pinclusion B*(X) C By, (X) = By g(X), on
dispose d'un produit ( - ) : B*(X) x By, (X) = By, (X). Ce produit coincide avec le
produit défini & la proposition (4.3.7).

La proposition suivante est une conséquence directe des définitions :

PROPOSITION 4.4.17. — Le produit défini a la proposition (4.4.14) munit B*(X)
d’une structure d’algébre associative commutative unifére et graduée et By ., (X)
d’une structure de B*(X)-module qui étend sa structure usuelle de A*(X)-module.

La proposition suivante montre que le produit défini & la proposition (4.4.14) se
comporte bien vis-a-vis des convergences ordinaires ou fortes au sens BT et BTR :

PROPOSITION 4.4.18. — Le produit :
( : ) : B*(X) X B},log(X) — B},log(X)v
est compatible avec les convergences au sens BTR et BT sur B*(X) et By, (X)
respectivement. Sa restriction :
(+): Bg(X) X BZ10g,0(X) — BZ10g,0(X),

est compatible avec les convergences fortes au sens BTR et BT sur les espaces B§(X)
et B} 1oq,0(X) respectivement.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des définitions. O

REMARQUE 4.4.19. — Soient ¢ € CP7((X), ¢' € Cibd ((X) et " € Cy"(X), on a

pddey’ € Cl’(’)gf’OH’pHH(X) et pp" € Cﬁ,@f};””(X).

THEOREME 4.4.20. — Soit f : X — Y un morphisme de variétés projectives com-
plexes. Il existe un unique morphisme de groupes gradués :

f* : Bl*og(Y) — Blt)g(X)’
tel que les assertions suivantes soient vérifiées :

1. f* restreint o A*(Y) coincide avec Uapplication image inverse usuelle.

2. f* respecte la convergence au sens BT.

3. Ona f*(B*(Y)) C B*(X), f*(B5(Y)) C By(X) et f*(Bipgo(Y)) C Biogo(Y)-

4. f* restreint & B*(Y) (resp. a B5(Y), resp. a By, o(Y)) respecte la convergence
au sens BTR (resp. la convergence forte au sens BTR, resp. la convergence forte
au sens BT).

5. Siz € B*(Y) ety € B, (Y), alors on a :

fr@-y) =) fy).

6. Soit g : V — X un autre morphisme de variétés projectives complexes. On a :

(fog) =g o f"
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Démonstration. — Le morphisme f : X — Y peut se factoriser comme la composition
d’une immersion fermée i : X — P}, pour n assez grand, et de la projection 7 : P}, —
Y qui est un morphisme lisse. On va définir 7* et 7*, puis poser f* =i* o w*.

Comme 7 est lisse, 7* : D*(Y) — D*(X) est défini en toute généralité et sa
restriction & By, (V) vérifie les assertions (1) & (6) d’aprés les propositions (4.3.13),
(4.3.15), (4.3.16) et (4.3.17).

On donne & présent une construction de i*. Soit = € Blog( ); sur tout ouvert U
d’un recouvrement suffisamment fin de Y, on peut écrire :

x = ijuj,l(ddcum) A A (ddCug,g,),

i=1
ot pour tout 1 < j < n, wj € A*(U) et uj1,...,uj4 sont des fonctions plurisoushar-
moniques continues sur U. On pose :
n
i*(z) (4 Zz* (wj)(uj1 0 t)(ddujz 0 i) A--- A (ddujq; 01) € B]*;g(i‘l(U))‘
=1

Le morphisme image directe i, : D*(X) — D*(Y') étant injectif, le courant i*(z) est
I'unique courant tel que :

i (1" () = T - 6y x),

ce qui montre que le morphisme i* est bien défini. On déduit aisément des définitions
que * vérifie les assertions (1) a (6).

Les morphismes 7* et ¢* étant définis, on pose f* = ¢* o 7*. Par composition, f*
vérifie les assertions (1) & (5). Il faut montrer que f* ne dépend pas de la décomposition
f = m o1 utilisée pour le définir. Pour cela, on montre que les assertions (1) et (2)
caractérisent f* de maniére unique.

Soit z € By,,(X). En utilisant une partition de I'unité associée a un recouvrement
suffisamment fin de Y, on peut supposer que le support de z est contenu dans un
ouvert U C X tel que 'on puisse écrire :

n
T = ijuj,l(ddcuj,g) VARERIAN (ddcuj,qj),
j=1

ou pour tout 1 < j < n, w; est une forme C* dont le support est contenu dans U
et uj1,...,uj,q; sont des fonctions plurisousharmoniques continues sur U. Par régu-
larisation, on peut trouver pour tout 1 < j < n des suites (ugﬁ))keN,... (u ;k‘;])keN
de fonctions plurisousharmoniques C* convergeant uniformément vers w1, ... ,u;q;
respectivement sur U.

Posons, pour tout k € N,

ij ®) (ddeul) A - A (ddoult)).
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On déduit de lassertion (2) que la suite (f*(z(*)))en converge faiblement vers f* ().
Comme d’autre part les formes images inverses f*(z(*)) pour k& € N ne dépendent
pas, d’aprés 'assertion (1), de la décomposition choisie, il en est de méme pour f*(z).

L’assertion (6) se montre de fagon similaire. a

REMARQUE 4.4.21. — Les opérateurs f* et dd® commutent.

REMARQUE 4.4.22. — Si ¢ € BY, ((X), alors f*(p) = ¢ o f.

REMARQUE 4.4.23. — Sii: X — Y est une immersion fermée et ¢ € B]*Og(Y), on
déduit de la construction donnée au théoréme (4.4.20) que :

(i (9)) = ¢ di(x).-

4.5. Métriques admissibles

Dans cet article, on appellera fibré en droites hermitien sur X tout couple L =
(L, ||-|]) formé d’un fibré en droites holomorphe L sur X et d’une métrique hermitienne
continue sur L.

On considére U C X un ouvert et s; et s deux sections holomorphes de L ne
s’annulant pas sur U. Il existe alors une fonction h holomorphe et ne s’annulant pas
sur U telle que so = h - s1. On en déduit que :

dd°(~log |s2]|*) = —dd* log |h[* + dd°(~log ||s1||*) = dd°(~log ||s1||*).

Cette remarque justifie la définition suivante :

DEFINITION 4.5.1. — Soit L = (L,||.||) un fibré en droites hermitien sur X. On
appelle premier courant de Chern de L et I’on note c¢;(L) € D*!(X) le courant défini
localement par I'égalité :

c1(L) = dd*(~log ls||*),

ou s est une section locale holomorphe et ne s’annulant pas du fibré L.

PROPOSITION 4.5.2. — Soient Ly et Ly des fibrés en droites hermitiens sur X. On
a la relation :

C1 (fl ® ZQ) = cl(fl) + Cl(zg).
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la définition (4.5.1). O

L’énoncé suivant est une extension immédiate de la formule de Poincaré-Lelong clas-
sique au cas des fibrés hermitiens quelconques :
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PROPOSITION 4.5.3 (Formule de Poincaré-Lelong généralisée)

Soit L = (L, ||.||) un fibré en droites hermitien sur X et s une section méromorphe
de L sur X non identiquement nulle sur chaque composante connexe de X. On a
l’égalité entre courants :

dd*(~log|[s]|*) + daivs = c1(L).

DEFINITION 4.5.4. — Soit L = (L, ||.||) un fibré en droites hermitien. La métrique
||| est dite positive (resp. strictement positive) si et seulement si ¢1(L, ||.||) = 0 sur
X (resp. pour toute forme de Kahler a sur X et tout ouvert U d’un recouvrement
suffisamment fin de X, il existe ¢ € RT™ tel que ¢i(L,||.]|) > ea sur U).

DEFINITION 4.5.5. — Soit L un fibré en droites holomorphe sur X. Une métrique
|I.|| continue et positive sur L est dite admissible s'il existe une suite (|[.|[n),ey de
métriques positives de classe C* sur L, convergeant uniformément vers ||.|| sur X.
On appelle fibré admissible sur X un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique
admissible sur X.

PROPOSITION 4.5.6. — Soient Ly = (Ly,|||l1),.--,Lg = (Lg|l-ly) des fibrés en
droites admissibles sur X et s1,...,8, des sections méromorphes non identiquement
nulles, sur chaque composante conneve de X, de Ly, ..., L, respectivement, et telles
que les cycles div sy, ..., div sq soient d’intersection propre (i.e. tels que codim(div s;,
N---Ndivs;, ) = m pour tout choix d’indices j1 < -+ < jm dans {1,...,q}). Pour
tout 1 < i < q, le courant :

(=log|lsl|F)er(L1) -+ e1(Lie1) - Odiv sigy - - Odiv sy

—q—1,qg—1
est bien défini et est un élément de A, (X).
Démonstration. — Le probléme étant local, on peut supposer par linéarité que les
sections 1, ..., 8q sont holomorphes au-dessus d’un ouvert U. La proposition est alors
une conséquence directe de la formule de Poincaré-Lelong généralisée (4.5.3), du fait
que pour tout 1 <i < q, c1(L;) € ZI’I(X ), et des définitions. O

PROPOSITION 4.5.7. — Soit L = (L,||.||) un fibré admissible sur X compacte. Il
existe une suite croissante de métriqgues C* positives convergeant uniformément vers

Démonstration. — Soit (||.||n)nen une suite de métriques C* positives sur L conver-
geant uniformément vers ||.||. Pour tout n € N, on note ¢(n) le plus petit entier positif
tel que :

ooy |
( Y S e
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On choisit alors un réel A\, dans ]0, 1] tel que :

1 Loy |
1— — ) <dap—2 (1 — ).
( 2n)< T S U T e

On a donc construit une application croissante ¢ : N — N et une suite de réels (A, )nen
dans ]0, 1[ tendant vers 1 tels que la suite des métriques [|.||7, = Apl|.[|(n) POur n € N
soit croissante sur X. Comme c; (L, ||.]|;,) = e1(L, |].[l4(n)) = 0 pour tout n € N et que
([11%),en converge uniformément vers ||.|| sur X, la proposition est démontrée. O

EXEMPLE 4.5.8

1. Toute métrique positive C* est admissible (prendre ||.||, = ||.[])-

2. Soient P(A) une variété torique projective lisse et L un fibré en droites engen-
dré par ses sections globales au-dessus de P(A); la métrique canonique ||.||z,00
introduite & la proposition (3.4.1) est admissible (voir prop. 3.3.12).

3. Plus généralement, soit L un fibré en droites holomorphe engendré par ses sec-
tions globales holomorphes au-dessus d’une variété X que l’on suppose com-
pacte. Soit ¢ : X — X un morphisme surjectif tel que ¢*(L) % LF, avec k un
entier > 1; on munit L d’une métrique de Zhang ||.||zn pour ¢ (i.e. une métrique
continue telle que ¢* (L, ||.||zn) Y (L, ||.||Zh)k). Le fibré hermitien (L, ||.||zn) est
admissible. (Prendre sur L une métrique ||.||o positive C*, puis considérer la
suite de métriques (||.||n)nen définie par la récurrence :

. 1/k

-l = (25 " [1ln-2)*
Les métriques ||.||, sont positives et C'™, et la suite (||.||n)nen converge unifor-
mément vers ||.||zn sur X d’aprés [Zha, th. 2.2]).

4.6. Un théoréme d’approximation globale

Le théoréme suivant montre que pour un fibré ample, les notions de métriques
positives et de métriques admissibles sont équivalentes :

THEOREME 4.6.1. — Soit X une variété complexe projective et L un fibré en droites
ample sur X. Toute métrique positive sur L est admissible.

Pour démontrer le théoréme (4.6.1) on utilise une méthode de régularisation et de
recollement essentiellement due & Richberg [Ri]. On s’inspire ici de la présentation
donnée dans [De3, §1.5.C].

Soit 6 : R — R™ une fonction C* dont le support est inclus dans [—1,1] et telle
que [, 0(t)dt =1 et [,t0(t)dt =0.

LEMME 4.6.2. — Pour tout n = (n1,...,1mp) € |0, +00[?, la fonction :

My(ty,... tp) = | max{t; + hy,....tp +hy} [ 0(hi/n;) dha ... dhy,
R 1<j<p
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vérifie les propriétés suivantes :

1. My(t1,...,tp) est croissante en chacune des variables et est conveze et C*° sur
RP.

2. On a :max{ti,...,tp} < My(t1,...,tp) < max{tlA+ My-oytp+Mp}-

3.0n a: My(tr,...tp) = M, i)ty oot tp) dés que tj + 15 <
maxgz; {ty — Mk }-

4. My(ti +a,...,tp +a) = My(t1,...,tp) + a pour tout a € R.

5. Siwuy,...,up sont plurisousharmoniques sur X et vérifient dd“uj; > «, ot o €
AYYN(X), alors u = My(u1,...,up) est plurisousharmonique et satisfait a lin-
égalité dd°u > .

Démonstration. — Voir [De3, lemme 1.5.16]. O

Nous passons maintenant ¢ la démonstration du théoréme. — On note ||.|| la métri-
que positive considérée. Quitte & considérer une puissance tensorielle assez grande de
L, on peut supposer L trés ample.

On suppose dans un premier temps que la métrique ||.|| est strictement positive. On
note o une forme de Kéahler sur X telle que ¢; (L, ||.]]) = @. On choisit S = {s1,...,85}
une Z-base des sections holomorphes de L au-dessus de X. Pour tout ¢ € {1,...,N}
on note u; = —log||s;||* € Psh(X). Pour i et j éléments de {1,..., N}, on note f; ;
la fonction méromorphe définie par s; = f; js;. Pour tout couple (Q,z) formé d’un
point z € X et d’un ouvert Q C X le contenant, on dit que Q est une boule centrée
en z de rayon r s’il existe une carte (V,¢) de X contenant  telle que p(z) = 0 et
que () soit une boule centrée en 0 de rayon r dans CHim X,

On choisit (£24),c4 un recouvrement ouvert fini de X vérifiant les propriétés sui-
vantes :

1. Pour tout a € A, louvert {2, est une boule centrée en un point 0, € Q, de
rayon r, dans une carte (V, @) de X.
2. Pour tout a € A, il existe s;, € S qui ne s’annule pas sur un voisinage U, de

Q.

Comme L est trés ample et donc engendré par ses sections globales, un tel recouvre-
ment existe toujours.
On choisit A un élément de ]0,1[. Pour tout o € A, on peut construire par régu-

larisation (voir par exemple [De3, th. 1.5.5]) une famille (uff )) o d’éléments de
&S *

Psh(Qq) N C*(Qy) telle que ul) soit une fonction croissante de e et que :
Ve e RT™, [lwi, — uﬁf)Hﬁmw <e.

Pour tout a € A, on choisit Q) C Q, C 2, des boules concentriques de rayon respectif
rh < rl, < ry carte Vg, et telles que la famille (Q2))) forme encore un recouvrement
de X.

a€EA
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Soient €4 et 7, deux nombres réels strictement positifs que ’on fixera par la suite.
Pour tout z € 4, on pose (dans le systéme de coordonnées relatif a la carte (Vy, pq)),

2
vgzaﬁa)(z) — u((fa)(z) + 'ya(rla — lle).
POUr €4 < £a,0 €6 Yo < Ya,0 aSS€z petits, on a vE") < u;, + A/2 et ddevl*") >

(1 — Ma sur Q. On pose :

Ne = Yo Min {r'i — r"i, (r2 — r'i)/2} .

On choisit tout d’abord 74 < 7a,0 tel que 7o < A/2, puis on choisit €4 < €q,0
suffisamment petit pour que ’on ait :

ui, <ul) < ui, + N4,

sur Q4. Comme 74 (r’ i — |z]2) est inférieur & —2n, sur 99, et strictement supérieur
A nq sur ﬁzﬁ on a: v < Ui, — Na SUr Oy et plgae) 5 Ui, + Mo SUT ﬁ’;.
Pour tout i € {1,..., N}, on définit maintenant sur Q, la fonction :
ai,a — ,U((Ic“aﬂa) + (_ lOg |fi,ia |2) )
D’aprés ce qui précéde, les fonctions u; o, vérifient les assertions suivantes :
1. 171'7(1 <u; + )\/2 sur ﬁa.
2. Ujq < Uj — Mo sur OQy.
~ -
3. Wio > Ui + Mo sur Q.
4. U o est C® sur Ny —divs;, et on a: dd°U; o = (1 — Na.
Grace aux (2) et (3) ci-dessus et au (3) du lemme (4.6.2), on peut définir pour tout
i €{1,...,N} la fonction :
’Ei : X—diVSi —R
z l_)M("]a) (Ei,a(z)) .
La fonction u; est O™ d’apres le (1) du lemme (4.6.2), et plurisousharmonique d’aprés
le (5) de (4.6.2). De plus, elle vérifie ’encadrement :

(5) u; < u; +minn, < u; < u; + A
acA

Enfin, pour tous 7 et j éléments de {1,...,N},on a:

(6) uj = u; + (—log|f;.l?),

d’aprés le (4) du lemme (4.6.2).
Soit U un ouvert de X suffisamment petit pour qu'il existe s; € S ne s’annulant

pas sur U. Soit s une section réguliére de L au-dessus de U. On pose :
o—i/2

[Isl[x =

(3
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Grace a l’égalité (6), la définition ci-dessus ne dépend pas du choix de s; et définit par
recollement une norme C'* positive sur L. De plus, on tire des définitions ’égalité :

“5”,\ — o(ui=i)/2
llsll

b

ce qui donne ’encadrement :

M2 ¢ IIs]lx <l
llsll
d’aprés I’encadrement (5).
En faisant tendre A vers 0, on extrait de la famille (|[.||x) Acjo,1[ Une suite croissante
de métriques C'*° positives convergeant uniformément vers ||.|| sur X. Le théoréme
est donc démontré lorsque ||.|| est strictement positive sur X.

On revient & présent la situation la plus générale, qui est celle ou ’on suppose
seulement que la métrique ||.|| est positive sur X. Comme L est trés ample, il existe sur
L une métrique ||.||" qui est C*° et strictement positive. Pour tout n € N, la métrique
e = (LIDYY™ @ (]).]I)/™ est strictement positive. D’aprés le résultat que 1'on
vient de démontrer, elle est donc approchable uniformément sur X par des métriques
O positives. Comme ||.||, tend uniformément vers ||.|| quand n tend vers +o00, on en
déduit que ||.|| est approchable uniformément par des métriques C'*° positives. O

4.7. Fibrés en droites intégrables

Suivant Zhang, on introduit & présent une nouvelle classe de fibrés en droites plus
générale que celle des fibrés admissibles. On conserve ici la terminologie de Zhang
[Zha, §1.5] :

DEFINITION 4.7.1. — Soit L = (L,||.]|) un fibré en droites hermitien sur X. Le fibré
L est dit intégrable sur X ou plus simplement intégrable si et seulement s’il existe E;
et By deux fibrés admissibles sur X tels que :

L= F] ® (Eg)_l.

EXEMPLE 4.7.2

1. Supposons X projective ; tout fibré en droites L = (L, ||.||) muni d’une métrique
C™ est intégrable (considérer L @ H", ot H est un fibré ample muni d’une
métrique C'™ strictement positive sur X).

2. Soient P(A) une variété torique projective lisse et Loo = (L, ||.||1,00) un fibré en
droites sur P(A) muni de sa métrique canonique, (L(C), ||.||1,00) est intégrable
sur P(A)(C) (cf. prop. (3.3.8) et (3.3.12)).

PROPOSITION 4.7.3. — Soient E et F deux fibrés admissibles (resp. intégrables) sur
X ; leur produit tensoriel E ® F' est admissible (resp. intégrable) sur X .
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Démonstration. — On suppose tout d’abord que E = (E,||.||g) et F = (F,||.||r)
sont admissibles. On a ¢;(E ® F) = ¢i1(E) + c1(F) = 0 d’aprés (4.5.2). De plus,
si (||.||%’)) . et (”.ng‘)) - sont deux suites de métriques C*° positives conver-
geant uniforrlrenément sur X ?/Eelss I|-lle et |I.||F respectivement, alors la suite donnée par
(|ll|gl) ® l||l¥’)) o est une suite de métriques positives C* convergeant, uniformé-
ment sur X vers TIHE @ ||.||F ; on en déduit que E ® F est admissible sur X.

On suppose maintenant que E et F' sont intégrables sur X. On peut donc trouver
E,, Ey, F; et Fy des fibrés admissibles sur X tels que E = E, @ (Eo) ! et F =
F; ® (F3)~'. On tire :

EoF=(E0F) 0 (E0F) ,

et comme E; @ F, et Ey @ Fy sont admissibles d’aprés ce qui précéde, on en déduit
que E @ F est intégrable. O

PROPOSITION 4.7.4. — Soient X et Y deux variétés complezes et f :' Y — X une
application holomorphe. Si L est un fibré en droites admissible (resp. intégrable) sur
X, alors f*(L) est admissible (resp. intégrable) sur'Y .

Démonstration. — C’est une conséquence directe des définitions. O

PROPOSITION 4.7.5. — Soit L un fibré en droites hermitien intégrable sur X ; on a :

(D) € O (X) c A (X).

Démonstration. — C’est une conséquence directe des définitions (4.3.3), (4.4.12) et
(4.7.1). O
THEOREME 4.7.6. — Supposons X projective. Soient L1, ..., L, des fibrés en droi-

—
tes hermitiens intégrables sur X et o € Ay, (X) un courant fermé; on a légalité des
classes :

[er(Th) - er(Lp) - a] = ci(L1) - er(Ly) - [of,

en cohomologie de de Rham des courants, o l'on a noté [c1(Ly) -+ c1(Ly) - @] et [
les classes des courants ¢y(L1)---c1(Ly) - a et a, et ot c1(L1),...,c1(L,) désignent
les premiéres classes de Chern des fibrés L1, ..., Ly respectivement.

Démonstration. — Par polarisation, il suffit de démontrer le résultat pour (L1, ||.||1),
ooy (Lpy||.llp) des fibrés en droites admissibles. Soient (||.||1")> e (||.||§,"))
neN neN

des suites croissantes de métriques C* positives sur Ly, ..., L, convergeant vers les
métriques ||.||1,. .., ||-||p respectivement. On a :

c1 (Ll, ||||(1")) e (Lp, ||||§,")) ca tend vers c1(L1)---e1(Lyp) - o
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au sens de la topologie faible des courants, et donc :
fer (L, LIS 1 (L 1IG7) o] tend vers — [er(Tr) -+ ey (Tp) - o]

pour la topologie naturelle sur Hjjg (X). On déduit le résultat de I’égalité :

fer (Lo IHIE™) - ex (LosIHISY) -0l = ex (L) -1 (Ly) - o,
valable pour tout n € N. O
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CHAPITRE 5

GROUPES DE CHOW ARITHMETIQUES GENERALISES

5.1. Théorie classique de Gillet-Soulé

On suit ici [GS1] et [BGS, §2.1]. Soit K un corps de nombres, Og son anneau
d’entiers et S = Spec(Ok) le schéma associé. Pour tout plongement o : K < C et
pour tout schéma X sur Spec K ou sur S, on note X, le schéma sur C déduit de
X par le changements de base SpecC — Spec K. De méme, si f : X — Y est un
morphisme de schémas sur K, on note f, : X, — Y, le morphisme de schémas sur C
induit par changement de base.

Une variété arithmétique est par définition un schéma 7w : X — S, plat, projectif,
intégre et régulier sur S. En particulier la fibre générique Xx = X Xg Spec K est
lisse. On note d = dimg Xk .

Pour toute variété arithmétique X et tout entier p positif, on note Z,(X) (resp.
Z?(X)) le groupe des cycles sur X de dimension p (resp. codimension p). Pour un tel
cycle Z, on note |Z| C X le support de Z.

On note X (C) ’ensemble des points complexes du schéma X ; c’est la réunion dis-
jointe [, X4 (C) prise sur tous les plongements o : K < C. Soit Fir, : X(C) = X (C)
P’involution antiholomorphe provenant de ’action de la conjugaison complexe sur les
coordonnées des points complexes de X. On note APP(Xg) (resp. DPP(Xg)) l'en-
semble des formes réelles o € APP(X(C)) (resp. des courants réels a € DP?(X(C)))
tels que F% (@) = (—1)Pa. On note APP(Xp) (resp. DPP(XR)) le quotient APP(Xg)/
(Im 8+Im ) (resp. le quotient DPP(Xg)/ (Im &+Im d)). On note également ZPP(Xp)
C APP(XpR) le noyau de I'application d : APP(Xg) — A?PT1(X(C)).

Tout cycle irréductible Z € ZP(X) définit un courant d; € DP'P(Xp) par intégra-
tion sur I’ensemble de ses points complexes. Si Z = Zie 1 NiZ; ou Z; est irréductible,
on pose :

(SZ = Znidzi(c) .

iel
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Un courant de Green pour Z est un courant g € DP~1P=1(Xp) tel que ddg + 67 est
une forme C°.

Soit X une variété arithmétique. On note 21’(X ) le groupe formé des couples de
la forme (Z,g), ot Z € ZP(X) et g est un courant de Green pour Z, muni de la loi
d’addition composante par composante. Soit RP(X) C ZP(X ) le sous-groupe engendré
par les paires de la forme (0,0u + 0v) et (div(f),—log|f|?), oit f € k(Y)* est une
fonction rationnelle non identiquement nulle sur un sous schéma intégre ¥ C X de
codimension p—1, et ot pour simplifier les notations on a écrit — log | f|? pour désigner
[—1og|f?ly(c), le courant sur X(C) dont l'action sur les formes différentielles est
obtenue par restriction a la partie lisse de Y (C) puis l'intégration contre la fonction
—log|f*.

Le groupe de Chow arithmétique de codimension p de X est défini par :

CH'(X) = /RP

On note RE (X )g l'espace des Q-cycles de la forme Y, ¢; div(f;), ot ¢; € Q et f; €
k(Y;)* est une fonction rationnelle non identiquement nulle sur Y; un sous-schéma
intégre de codimension p — 1 contenu dans une fibre fermée du morphisme 7 : X — S.
On remarque que pour tout R € RE (X)q, la classe de (R,0) dans 5I\JP(X)@ est
nulle.

Une K -chaine de codimension p dans X est un élément du groupe @, c x »-1) k(z)*

ot X (®=1) désigne I’ensemble des sous-schémas fermés intégres de codimension p — 1
dans X. Si f = 3, [fw.], ot Wi € XP~V et fyy, € k(W;)*, est une K;-chaine de
codimension p, on pose :
div f =) div(fwi) € Z7(X),
icl
—log |f|2 = Z[— log |sz |2]Wi(c) € Dp—lyp_l(XlR)v
iel
div f = (div f, - log | f[*) € Z7(X);
et I'on appelle support de f la fermeture de la réunion des W;. Si & = {Z1,...,Z,}
est une famille de sous-schémas fermés intégres de X, on dit que la K;-chaine f =
Yicrlfw:] et la famille 2 s’intersectent presque proprement si pour tout W; et tout
Zj € Z, les cycles div(W;) et Z; s’intersectent proprement.

On dispose de trois morphismes de groupes définis comme suit :
¢:CH'(X) —CHP(X)
[(Z,9)] —lZ],

w:CH' (X) —APP(Xp)
[(Z,9)] rF—dd°g+ 6z,
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et
a: APP1(Xp) —CH' (X)
U] —[(0,m)].

Ces morphismes donnent lieu & deux suites exactes :

(7) CHPP~Y(X) Ly AP-1r=1(xp) -2 CH' (X) -5 CHP(X) — 0,
(8) CHPP~(X) Ly HP-1r=1(Xg) -% CH (X)

©=9) ogr(X) @ 277 (Xe) Y BPP(XR) —s 0,

ot CHPP~1(X) est un groupe défini dans [Gi, §8], ot1 p est —2 fois le régulateur de
Beilinson (cf. [GS1, §3.3.5 et 3.5]), ou [.] est le morphisme « classe en cohomologie de
De Rham » et ou ¢l est 'application cycle.

Tout morphisme de schémas f : X — Y entre variétés arithmétiques induit un
morphisme de groupes :

. CH' (V) — CH'(X).
De plus, on dispose d’un produit :
CH (X)© CH"(X) — CH" " (X)q,

—p+
que ’on peut en fait définir & valeur dans CH i q(X ) quand X est lisse sur S. Les
morphismes ¢ et w définis ci-dessus sont des morphismes d’anneaux. On a également
fr(a-y) = f(z) - f*(y). N .
Enfin la formule suivante est utile pratique. Soient n € A*(Xg) et x € CH (X),
on a:

a(n) -z = a(nw(z)).

Pour plus de détails sur ces définitions et cette théorie, voir [GS1].

5.2. Fibrés en droites intégrables sur une variété arithmétique

Soit m : X — SpecOg une variété arithmétique de dimension relative d et p
— =D,p =p,p

un entier positif. On note A" (Xg) (resp. A (Xg), resp. Ajog(Xr)) l'intersection
A”P(X(C))NDP? (Xg) (resp. I'intersection Zp’p(X (C))NDP?(Xp), resp. 'intersection
=p,p
g (X (©)) N DPP(Xg)). B

Un fibré en droites hermitien sur X est un couple E = (E, ||.||) formé d’un fibré en
droites E sur X et d’une métrique hermitienne ||.|| sur E(C) continue et invariante
sous l'action de F,. Un tel fibré est dit admissible lorsque de plus le fibré holomorphe
hermitien (E(C), ||.|]) est admissible au sens de (4.5.5).
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Un fibré en droites hermitien L est dit intégrable si et seulement s'il existe E; et
E5 deux fibrés en droites hermitiens admissibles sur X tels que :

I=FE 0 (E) "

REMARQUE 5.2.1. — Si L = (L, ||.||) est un fibré en droites hermitiens intégrable sur
X, alors le fibré holomorphe hermitien (L(C), ||.||) est intégrable sur X (C) au sens de
(4.7.1).

EXEMPLE 5.2.2

1. Soit L = (L,||.||) un fibré en droites hermitien sur X ; si ||| est C> sur X (C),
alors T est intégrable sur X. (Ecrire L ~ (L@ H" )@ (H")*, avec H ample muni
d’une métrique C* strictement positive sur X (C) et n > 0).

2. Soit L un fibré en droites ample muni d’une métrique ||.|| continue et positive ;
le fibré hermitien (L, ||.||) est admissible sur X d’aprés (4.6.1).

3. Soient P(A) une variété torique projective lisse et Lo, un fibré en droites sur
P(A) muni de sa métrique canonique ; L, est intégrable sur P(A) d’aprés (4.7.2).

On appelle forme différentielle généralisée globale de type (p,p) tout élément o €
A”P(XR) pouvant s’écrire sur X (C) sous la forme :

n
a = Zwicl (—Ei,l) <. C1 (Ii,%)v
=1

ou pour tout 1 < i < n, w; € A*(XR) et fi,l,...,fim sont des fibrés en droites
intégrables sur X. On note Zp’p(XR) C AP (Xg) ensemble des formes différentielles
generahsees globales de type (p,p) sur X. C’est une R-algébre.

On note A (XR) 1’1mage de Zp p(XR) dans DPP(Xg). On note également A, ¢ (Xr)
= @p>0Ap7p(-XR) et A ¢(Xr) = €Bp>oA (XIR)
REMARQUE 5.2.3. — L’espace Zg(XR) est stable pour le produit défini au (4.3.6).

La structure d’algébre sur A" (X (C)) induit donc une structure d’algébre associative
commutative unifére et graduée sur A; (Xr).

PROPOSITION 5.2.4. — Si E est un fibré en droites intégrable, alors (E)™! est inté-
grable.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des définitions. O

PROPOSITION 5.2.5. — Soient E et F deux fibrés en droites admissibles (resp. inté-
grables) ; leur produit tensoriel E ® F est admissible (resp. intégrable).

Démonstration. — On suppose tout d’abord que E = (E, ||.||g) et F = (F,||.||r) sont
admissibles. Le fibré holomorphe hermitien ((E @ F)(C),||.||le ® ||.||F) est admissible
sur X (C) d’aprés (4.7.3), et donc E ® F est admissible.
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On suppose maintenant que E et F sont intégrables. On peut donc trouver E;, Eo,
F1 et F3 des fibrés admissibles sur X tels que E ~ E, ® (Ey)let F ~ F; @ (Fa)™!;

et donc E@F ~ (E; ® F1) ® (B2 ® F3)™', et comme E; ® F; et E; ® Fs sont
admissibles d’aprés ce qui précéde, on en déduit que E ® F est intégrable. O

Les deux propositions précédentes nous autorisent & poser la définition suivante :

DEFINITION 5.2.6. — Soit X une variété arithmétique. On note lsi\cint(X ) le groupe
formé des classes d’isomorphie isométrique des fibrés hermitiens intégrables sur X, et
dont la structure de groupe est donnée par le produit tensoriel.

PROPOSITION 5.2.7. — Soient X et Y deux variétés arithmétiques et f : Y — X
un morphisme. Si L est un fibré en droites admissible (resp. intégrable) sur X, alors
f*(L) est admissible (resp. intégrable) surY .

Lapplication f* : L — f*(L) définit un morphisme de groupes :

f* : lsi\(lint(X) — I;i\Cint(Y)~

Démonstration. — C’est une conséquence directe de (4.7.4) et des définitions. O

5.3. Groupes de Chow arithmétiques généralisés

Pour tout entier p > 0, on pose den(X) = ZP(X) ® DP~1P~1(XR); du fait de
Vinclusion RP(X) C Zé’en(X ), on peut définir le groupe quotient :

CH'(X) = 2k (X) | BP(X).

On a immédiatement l'inclusion CH p(X ) C CH p(X ). On dispose des morphismes
suivants :
¢:CH"(X) —CHP(X)
(Z,9)] +—I(2],

w:CH' (X) —DPP(Xg)
[(Z,9)] +—dd°g+ 6z,

et

~p—1,p—1
DA

a: (Xg) —CH"(X)

n —[(0,n)],

dont les restrictions & CH p(X ) et AP~1:P=1(Xp) respectivement coincident avec ceux
définis au (5.1).
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DEFINITION 5.3.1. — Soit L = (L,]|.]|) un fibré en droites hermitien intégrable sur
X. On appelle premiére classe de Chern arithmétique de L et 1'on note &, (L) la classe

—1
dans CH (X) de :
divs = (div s, — log||s]|?),
ou s est une section rationnelle non nulle de L au-dessus de X.

REMARQUE 5.3.2. — La classe &, (L) est bien définie et ne dépend pas du choix de s.
En effet, si s’ est une section rationnelle de L au-dessus de X, il existe f une fonction
rationnelle sur X telle que s' = f - s, et 'on a :

divs' = (f,—log|f[?) + divs.
PROPOSITION 5.3.3. — Soit L = (L, ||.||) un fibré en droites intégrable sur X, on a :
w(@ (@) = (D) € A" (X=) N Gy (Xp)
et ((&(L) =ci(L) € CHY(X),
ot c1(L) désigne la premiére classe de Chern du fibré L a valeur dans CH'(X).

Démonstration. — La premiére égalité est une conséquence directe de la formule de
Poincaré-Lelong généralisée (4.5.3) ; 1a seconde égalité résulte immédiatement des dé-
finitions. O

Soient p et ¢ deux entiers positifs (éventuellement nuls), et soient Z € ZP(X)
un cycle de codimension p, g € DP~1P~1(Xp) un courant de Green pour Z et
Ly = (L1, ||h), .-+, Lg = (Lqg, |||l¢) des fibrés en droites admissibles sur X. On choi-
sit s1,...,8, des sections rationnelles non identiquement nulles sur X de Ly, ..., L,
respectivement, telles que les cycles Yo = Z, ¥; = divsy,...,Y,; = div s, soient d’in-
tersection propre (i.e. tels que codim (Y}, N---NY;, ) = Y7, codim Y, pour tout choix
d’indices j; <+ < jn, dans {0,...,q}). On pose & = dd°g+ 7. Pour tout 1 < ¢ < g,
on note également §; = dgivs; € a J(XR), gi = —log||s||? et w; = e1(L;) € Xl’l(XR).
On définit & partir de ces données un élément de DPT9=1.PHa=1(Xp) que l'on notera
{g*(g1,81) * -+ *(gq, Sq) }, par 'égalité :

{g* (91751) k ok (gq,Sq)} =g'5divs1l"l-~~ﬂdivsq +g1 @52&1 + -
+gi Ow ... wi—10i41 ...(5q+ cre ot gg—1 r Wwy ...wq_g(sq +gq Wwr .. W1

On remarque que cette expression a bien un sens; en effet le premier terme g -
Sdiv sin.--ndivs, €st bien défini (cf. [GS1, 2.1.3.2]), et les autres le sont grace a la
proposition (4.5.6).

PROPOSITION 5.3.4. — Soient <||||(1")) b (||||((1")> des suites croissantes
neN neN
de métriques positives C* sur Ly, ..., Ly convergeant vers ||.||1,...,|.|lq respective-
2 2
ment. Si l'on note g\ = —log (||31||g")> gt = log (||sq||((1")) , alors {g *
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(gﬁn)v §1)%: ~*(9c§n),8q)} tend vers {g* (g, s1)*- - -x(gq. 3¢)} dans DPTI=1P+Ha=1(Xp),

au sens de la topologie faible, quand n tend vers +oo.
Démonstration. — C’est une conséquence directe de (4.2.9). O

PROPOSITION 5.3.5. — Supposons que, pour un certain k € {1,...,q}, les métriques
[dls-- o5 I ]|& soient C°° sur X(C). Les courants g, - .., gx sont alors des courants de
Green pour les cycles div s1,...,div sg et on peut former le produit :

(g*gr*---*gr):=g*(g1*(g2*(-x(gr) "))

pris au sens de Gillet-Soulé (cf. [GS1, §2.1]), qui est un courant de Green pour le
cycle intersection Yo N'Y; N---NY,. On a alors Uégalité dans DPT9~1:PHa=1(Xp)

{(g* g1 % xgk) * (Grt1,Sk+1) * - % (94, 8¢) } = {g* (g1,81) %+~ * (94,54) }-

Démonstration. — On montre tout d’abord le résultat quand & = g. Pour tout 1 <
i < ¢, le produit g; * - - - * g4 est un courant de Green pour divs; N---Ndivs, et on a
w(divs; N+ Ndivsy, gi * - % gy) = wj...wg. On a dans DPTI-LPHa=1(Xp)

gxgix-xgg=g*(grx(*x(gg-1%9gq)-..))
=g bdivsin-ndivs, T @(g1 * (- * (gg—1%gq) ---))
= g bdiv sy n--Ndiv s,
+@(g1-0div son--ndiv s, T W192 * Odiv szn--ndivs, T F Wi - We_10q)-

11 suffit alors de prouver que pour tout 1 < ¢ < (¢ — 1), on a dans DI~ H97#(Xp)
l’égalité :

9) Gi " 0it1 -+ 0g = Gi  Odiv s;110-Ndiv sqs

ot le premier produit est pris au sens de (4.3.7) et le second au sens de Gillet-Soulé
(cf. [GS1, 2.1.3.2]). Le probléme étant local, on peut supposer que le diviseur div s;
est effectif. D’aprés [De3, prop. 3.4.12] on a :

5“_1 - 6q = 5div sip1N---Ndiv sy -

Pour tout ¢ € R, on pose gl(t) = max(g;, t). Pour tout ¢ € R fixé, la fonction z — g§t) (x)

est plurisousharmonique et bornée sur X (C); on a donc :

git) : 5i+1 cen 6q = g§t) - Odiv Sit1M---Ndiv sq-
D’aprés (4.2.9), le courant ggt) -0i41 .. .04 tend vers g;-d;41 ... 64 au sens de la topologie
faible quand ¢ tend vers —oo.

Pour finir de montrer (9), il suffit de prouver que gl(t)

blement vers g; - dqiv s;,,n---ndivs, quand t tend vers —oo. Pour cela écrivons :

(div si41)c N ---N(div sg)c = an Ck,
k

- ddiv sig1N--Ndiv sg tend fai-

ot les Cy, sont les composantes irréductibles de (div s;41)c N -+ N (div sq)c.
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Nous devons vérifier que pour chaque k, le courant gz(t) - d¢, tend faiblement vers
gi - 6¢,,, ou le produit g; - dc,, est défini comme dans Gillet-Soulé [GS1, §2.1.3.2]. Soit
7 : Cr = C} une résolution des singularités de C}. Par définition, on a :

0c, =T« 1,

et donc :

9" 8¢, = mu(n* g1y,

car dc, est un courant d’ordre 0 et gz(t) est bornée. On a par ailleurs (cf. [GS1,

§2.1.3.2]) :
gi - 6c;, = T (7" gi)-
Enfin 7* g; est plurisousharmonique et 7* gl(-t) = max(7* g;,t) converge faiblement
vers 7* g; quand t tend vers —oo, d’ol le résultat par continuité faible de .
On s’intéresse maintenant au cas général : Soient (“.“g}gl)nel\l e (||.||51"))mEN
des suites croissantes de métriques positives C* convergent uniformément sur X (C)

vers ||.||k+1,--.,|]]lq respectivement. On note, pour tout n € N, g,(!_;_)l,...,g,(ln) les

2 2
courants — log (||sk+1||§£21) y-o.,—log (||Sq||f,")) . D’aprés ce qui précéde, on a dans
Drta—Lpta=1(Xp) les égalités :

(n)

{(grgus-xge)* (g0 s0) % % (68, 50)}

:(g*gl*...gk)*g,(g_)l*~~~*gl§")

=g*g *~-'9k*91(!-;-)1 *..‘gén)
= {g % (g1, 51) % - % (g, 5) * (G0 ske1) -+ % (g4 s0) ).
Comme X (C) est projective, les sous-espaces Imd et Im 9 sont fermés (puisque les
morphismes 9 et O sont continues et que leurs groupes de cohomologie sont de dimen-
sion finie). On en déduit que DPF4~1P+4-1(Xp) muni de la topologie quotient de la
topologie faible sur DP+4-1LPr+ta=1(Xp) est séparé.
Pour établir ’égalité recherchée :

{(g* g1 %% gr) * (grt1, k1) * - % (9g, )] = [9% (g1, 81) * -+ % (9g,89) },
dans DPT9-1P+a=1(Xp), il suffit d’observer que d’aprés la proposition (5.3.4) on a,

pour cette topologie, les limites :

im {(g% g1 - %g) % (g8, ske1) * % (g4, 50)}

n—-+oo
={(g*g1*-*gr)*(Ghr1,Sk+1) * - % (gg,5¢) }
et

Jim (g% (gr,s0) o (ggsi) * (0 se0) %o (95, 50))

= {g*(g1,81) %+ % (g4, 5¢) }-

|
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On en déduit aussitot la proposition suivante :

PROPOSITION 5.3.6. — La classe du courant {g*(g1,51)*---%(gq, 5q)} dans Uespace

Drra=1pta-l(Xp) est indépendante de Uordre des Ly, ... yLg.

Démonstration. — Soit ¢ une permutation de {1,...,¢}. Reprenant les notations de
la proposition (5.3.4), on sait que :

5n = {g * (g§n)751) ¥ooex (y((ln)asq)}

(n)

- {g * (90(1)730(1)) ook (gt(,-r(l()lyso’(q))} € (Ima + Img) .

De plus, dn tend vers {g* (gla Sl) ook (.gQ’ Sl])} - {g* (ga(l)? 80(1)) Kook (ga(q)’ Scr(q))}
au sens de la topologie faible quand n tend vers +oo d’aprés (5.3.4). La proposition
découle alors immédiatement du fait que Im +Im 9 est fermé dans DP+e—1:P+a—1(Xp)
puisque X (C) est projective. O

—~p+ —
On définit un élément de CH' q(X), que l'on note provisoirement [(Z, g)-¢1 (L1, s1)
- ¢1(Ly, 84)], par légalité :

(10) [(Z.9) - &1(L1,s1) - é1(Lq, 5q)]
=[(Z -divsy---divsg, {g* (g1,81) * -+ - * (94, 8¢) })]-

PROPOSITION 5.3.7. — La classe de [(Z, g)-¢1(L1,s1) -+ é1(Lg, s4)] dans éT{p+q(X)
ne dépend que de la classe de (Z,g) dans C’HP(X) et des classes d’isomorphie iso-

métrique des fibrés admissibles Ly, ..., Lq; elle ne dépend pas de l’ordre des fibrés
T, L,

Démonstration. — Le fait que la classe de [(Z, g)-¢1(L1,81) - é1(Ly, 84)] ne dépende
pas de 'ordre des fibrés Ly, ..., L, est une simple conséquence de (5.3.6).

On s’intéresse maintenant & la premiére partie de 1’énoncé. 11 suffit, pour prouver le
résultat recherché, de montrer que pour toute section s| de Ly au-dessus de X et tout
représentant (Z', ¢') de [(Z, g)] dans C/’FIP(X) tels que les cycles Z',div sq,...,divsg
et les cycles Z',div s, div s9,. .., div 4 soient d’intersection propre, on a l’égalité :

[(Z',g") - ¢1(L1,8})) - é1(La,82) - é1(Lg,59)] = [(Z, ) - é1(L1,81) -+ - é1(Ly, 5¢)]-

On choisit (H.Hln))nEN ey (”'”'(In))neN’ q suites croissantes de métriques positives

C* sur Ly, ..., L, convergeant uniformément sur X (C) vers ||.||1,...,[|.||q respective-
ment. On note f la fonction rationnelle sur X telle que sj = f1-s1. On note également

2
gy = —log||s}||? et pour tout 1 < i < g et tout n € N, o™ = —log (||szl|§")) et

2
g™ = —1og (IIs411{")".
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On déduit de légalité [Z'] = ((Z',¢') = ((Z,g) = [Z] qu’ll existe une K;-chaine f
telle que :

(11) 7' = Z +div f.

D’aprés le lemme de déplacement pour les K;-chaines (cf. [GS1, §4.2.6]), on peut de
plus supposer que f rencontre div sy, ..., div sq presque proprement sur X x. Notons :

Y =2-divs] -divsy---divs, — Z - divsy - - - div s,.
Il vient :
Y =2 (divs] —divsy) - divsy---divsy + (Z2' — Z) - divsy -+ - divs,
=div f; - Z' -divsy - -divsy +div f - divsy - - - div s,
ce que, d’aprés [GS1, §4.2.5], on peut récrire :
(12) Y =div(fi - (Z' -divsy - -divsy)) + div(f - (divsy - - -div sg)) + R,

ou f1-(Z"-divsy---divsy) (resp. f- (divs;---divsy)) désigne une Kq-chaine repré-
sentant l'intersection de la K;-chaine f; et du cycle Z' - div sg - --divs, (resp. de la
K-chaine f et du cycle divs; ---divs,) et ou R € jo;q (X). Posons :

6 ={g'*(91,51) (92, 52) % -+ % (9g:89)} — {9 % (91,51) % -~ % (9g: 50) },

et pour tout n € N,

Sn={g % (9, 51) * (g5, 82) % - % (98, 5)} = {g * (9, 51) % -+ % (9§, s ).

D’aprés la proposition (5.3.5), il vient :

on =g gt gl xx g —gu g™ x-ox gl

= (g g™ —grg™)x gl x - x g,

n)

Par ailleurs, on tire de I'égalité [(Z',¢")] = [(Z, g)] et de la relation (11) qu’il existe
des courants u et v tels que :

(Z',9') = (Z,9) +div f + (0,0u + dv),
ce dont on déduit que :
g =g+ (~log|f*),
dans DP~1P=1(Xp). Ceci combiné  la relation :

g™ =g + (~log|f1]?),
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et 4 [GS1, §4.2.5.1] montre que :

1(n) _

9 * g1 AL

gxg” =g+ (g™ = g{) + (¢ — 9) x "
= (~log|f1[?*) ¥ g' + (= log | [2) * g{"
= (=log|fi|*) Adz + (—log|f|*) A div s
= (—log|fi- Z'°) + (—log|f - divs1|*);
et donc que :
bn = ((~logfy - Z'[%) + (~log|f - divsi[?) » g8 x--- % g{"
= (~log|fi - Z'-divsy---divsy|?) + (= log|f - div sy - - - div 54]?),

dans DP+a-12+4-1(Xp). Comme § = limp— 400 On, ON & de méme :
(13) §=(=logl|fi-Z -divsy---divsg|?) + (= log|f - divsy - - - div sg?).

Finalement, on déduit de la définition (10) et des relations (12) et (13) que :

(Z',9")-e1(L1,s}) - é1(La, s2) - - e1(Lg, 5¢)] — [(Z,9) - &1(Ln, 81) - - é1(Lyg, 84))]
=[(Y,8)] = [div(f1 - Z' - div sy - -~ div s,)] + [div(f - div sy - - - div s4)] + [(R,0)] = 0.
O

La proposition précédente nous autorise & noter désormais [(Z, g)]-¢1(L1) - - - é1 (L)
la classe [(Z,g) - é1(L1,81) - - é1(Lq, 8¢)]-

PROPOSITION 5.3.8. — Soient a € CH' (X) et Lo, Ly, ..., L, des fibrés en droites
q

—~—p+
admissibles sur X . Pour tout 1 <1i < ¢, on a dans cH' q(X) la relation :

=a-é(L1) - e1(Ly) + a-é1(Ly) -+ é1(Liz1)é1(Lo)ér (Liy1) - - - é1(Ly).

Démonstration. — D’aprés (5.3.7), il suffit de démontrer le cas ¢ = 1. Soit (Z, g) un
représentant de la classe a € CH p(X ). Soient également si,...,s, des sections ra-
tionnelles au-dessus de X de L, ..., L, respectivement, telles que Z, div sy, ...,div s,
s’intersectent proprement ; et so une section rationnelle de Ly au-dessus de X telle
que Z, div s, div sg,...,divs, s’intersectent proprement. Pour tout 0 < ¢ < ¢, on
note d; = dgivs;, 9i = — log||s;]|? et w; = ¢1(Z;). On note également & = w(Z, g). On
a:

[9 % (g0 + g1,50 + 51) * (92, 52) * - - - * (gq, Sq)] =g 5(divsoudiv31)r‘1div s20---Ndiv 54
+@(go+ 1) 02...00 +D(wo +wi)ga-d3...0q+ -+ D(wo + wi)wa ... . wWe—194

= [g * (ghsl) kooex (gkvsk)] + [g * (90150> * (92732) ook (g(J?S(I)]a
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et comme :

Z - (divsg+divsy) -divsy---divsy = Z - divsy - divsy - - - div s,
+ Z-divsg - divsy---divs,

dans ZP*4(X), on a bien le résultat cherché. O

Plus généralement, soient o € CH p(X ) et Li,...,L, des fibrés en droites inté-
grables sur X. On choisit E1, ... ,Fq et Fy,... ,Fq des fibrés en droites admissibles
sur X tels que pour tout 1 <i < ¢, on ait: L; = F; ® (F,)Fl

B ——p+
PROPOSITION-DEFINITION 5.3.9. — La classe dans CH' q(X) donnée par :

Yoo ()*%a [ a@)- [[ @)

S1,S2 1€S1 JES2
51U52={1,“.,q}

ne dépend que de la classe o € C/'I?IP(X ) et des classes d’isomorphie isométrique des
fibrés Ly, ... 7fq. On note a-é1(Ly) -+ & (fq) cette classe. Siles fibrés Ly, . .. ,fq sont
admissibles, cet élément coincide avec celui défini en (10).

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition (5.3.8) et du fait
que toute application g-linéaire p : A X --- X A — B, ou A est un semi-groupe abélien
q fois
et B un groupe abélien, s’étend de maniére unique en une application g-linéaire ¢; :
As X -+ X Ay = B, ou A, est le groupe symeétrisé de A. O
q fois

Diverses propriétés de cette construction sont rassemblées dans le théoréme sui-

vant :

THEOREME 5.3.10. — Soient a un élément de C/’FIP(X) et Ly,...,L, des fibrés en
droites intégrables sur X. On a les propriétés suivantes :

1. La classe a - ¢1(L1) - é1(L,) ne dépend pas de lordre de Ly, ..., L.

9. Lapplication qui & o € CH (X) et Iy, ... ,Lq des fibrés en droites hermitiens
intégrables sur X associe o - ¢1(L1)---¢1(Ly), définit une application multili-
néaire :

=P —~= == —=p+q
CH (X) x Picint(X) x -+ x Picing(X) — CH ~(X).

3. Si les métriques des fibrés Ly, ..., Ly pour 1 < k < q fizé sont C*® sur X(C),

alors on a :

a-éi(Ly) - e1(Lg) = (- & (L) -+ &1 (Ly)) - e1(Lisn) - e1(Ly),

— — —p+k
ot le produit (a-é1(Ly) -+ - é1(Ly)) € cE™" (X) dans le second membre est pris
au sens de Gillet-Soulé (voir [GS1, th. 4.2.3]). En particulier si les métriques
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sur Ly, ..., Lg sont C*, le produit - & (Ly) -+ - é1(L,) défini par la proposition
(5.3.9) coincide avec celui défini par Gillet-Soulé.
—0
4. Soit1=[(X,0)e€CH (X). Ona:

1 él(fl) = él(fl).

5. On a les relations :

wla- ey (L) é1(Lyg))
=w(a)-a(ly)--a(@,) € A " (Xr) N CFFPH(Xg)
et
((a-ei(Ly) - &(Ly)) = ((a) - e1(Lr) -~ e1(Lg) € CHPTY(X).
6. Enfin, si a = (0,p), avec p € AP~YP=1(Xy), alors :
a-ei(Li) a1 (Ly) = (0,9 e1(Lr) - ea(Ly))]-

Démonstration

1. Cela découle de la proposition (5.3.7) et de la définition donnée & la proposition
(5.3.9).

2. Cela découle des propositions (5.3.8) et (5.3.9).

3. On peut supposer grace au (2) que Ly, ..., L, sont des fibrés en droites admis-
sibles, on applique alors (5.3.5).

4. 11 suffit de le faire pour L; admissible et c’est alors évident.

5. D’aprés le (2), il suffit de démontrer les relations pour L, ..., L, admissibles.

L'égalité ((a - ¢1(L1)---é1(Ly)) = ¢(@) - e1(L1) - -e1(Ly) est une conséquence im-
médiate de la définition (10).

Soient (||.||(1")) JRTERS (H.Hgn)) o des suites croissantes de métriques positives

n n

C™ convergeant uniformément sur X (C) vers ||.||1,...,]||.||; respectivement. D’aprés
le (3) et [GS1, th. 4.2.9], 0on a :

(14)  wlo- & (Lo, L) -+ e (Lo, [11G™)) = w@) - ex (L, [1IFY) -+ ex (L, L)

/\p .
Soient (Z,g) un représentant de la classe « € CH (X) et s1,...,8, des sections
rationnelles non identiquement nulles sur X de Ly, ..., L, respectivement, telles que
les cycles Z, div sy, ..., div s s’intersectent proprement. Pour tout 1 < ¢ < ¢, on note

2
g; = —log||s;||? et pour tout 1 <7 < g et tout n € N, on note g™ = —log (||s,]|§n)) .

3
On a, pour tout n € N, I’égalité de courants :

wla ey (L, [1I™M) - é1 (Lo, 1)) =

ddc({g * (gln)a 31) Kook (gén)vsq)}) + 0zndiv s1N---Ndiv sg
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Comme {g * (gin),sl) Kook (g((ln),sq)} tend vers {g * (g1,51) * - - * (g4, 54)} quand n

tend vers +oo d’aprés (5.3.4), on déduit de la continuité faible de l'opérateur dd® et
de la relation :

wla - éy(Ly, |[ll) -+ - e (Lg, [1llg) =
dd®({g * (g1,51) * - % (gq,84)}) + 0zndiv s1n--Ndiv sg»
que la forme différentielle w(a - 61(L1,||.||§"))-~-61(Lq, |||l((,"))) tend au sens de la

convergence faible des courants vers w(a - é(Lq, ||.|l1) - - - é1(Lq, ||.]l¢)) quand n tend
vers +0o. Enfin, d’aprés (4.2.9), on a :

lim w(@) - e (L, [T - e (Lo, LI = wla) - er(Th) - e (L),

n—-+o0o

ce qui joint & la relation (14) permet de conclure.

6. D’aprés le (2), il suffit de démontrer I’égalité recherchée pour Ly,..., L, des
fibrés en droites admissibles sur X. On reprend ici les notations de la démonstration
du (5). En utilisant la définition (10), on obtient la relation :

(15) [(0,0)] - é1(L1) -+ e1(Lg) = [(0, {2 * (g1, 51) % -+~ * (94, 5¢) })]-

D’aprés la proposition (5.3.5) et la théorie développée dans [GS1], on a l’égalité
suivante, valable pour tout n € N :

{ox (gt 1) %% (g 50)} = wx (g™ % (- (g4 x 9™ --))
= o (org™) gy x ) v gl
Par ailleurs, on sait d’aprés [GS1, §2.2.9] que pour toute forme différentielle ¢’ €
A*(Xgp) et tout 1 <i < q:
¢ xgl™ =g x g = e (La I
On déduit alors par récurrence de ce qui précede la relation :
{ox (gt s1) %% (9 50)} = - er(L, ILIEY) -+ e (Lo, L1SY)

dans DPHa—Lpra=1(Xp),

En remarquant que d’une part, {30*(g§"), S1)%: - «*(gqn), sq)} tend vers {¢*(g1, s1)*
.-+ % (gq,84)} au sens de la convergence faible des courants quand n tend vers +oo
d’aprés (5.3.4), et que d’autre part :

lim - e (L, 1Y) e (L, I1IY) = ¢ - e (L) - e (L),
n——+oo

également au sens de la topologie faible des courants, on conclut de ce qui précéde
que :

{ox(g1,81) %% (gg,50)} = - cr(Ln) -~ er(Ly)

dans DPH1=1.p+a=1(Xp), ce qui joint & la relation (15) prouve le résultat énoncé. [
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DEFINITION 5.3.11. — Soit p un entier positif. On appelle groupe de Chow arithmé-
tique généralisé de codimension p et on note CH ?nt(X ) le Z sous-module de CH p(X )
engendré par les éléments de la forme a - é; (L) - é1(L,), ot a € @p_q(X ) et
ou fl,...,fq sont des fibrés en droites intégrables sur X. On convient de noter

— % =P
CHp(X) = eBp;o CH;p(X).
REMARQUE 5.3.12. — Le groupe C/’I\{f’m(X) contient ﬁ{p(X).

REMARQUE 5.3.13. — Soit L un fibré intégrable sur X ; la premiére classe de Chern
_ — —1
¢é1(L) de L appartient & CH, (X).

int

PROPOSITION 5.3.14. — L’application qui a tout fibré en droites hermitien intégrable
— — —1
L associe sa classe de Chern é (L) € CH,,(X), définit un isomorphisme de groupes :

61 : I'/)i\Cint(X) — @3ﬂt(X)

Démonstration. — 11 découle des définitions que ¢;(-) est bien définie, surjective, et
préserve la structure de groupe. Il nous reste & montrer que ¢ (-) est injective. Soit
L= (L] € P/’i\cint(X) tel que ¢é;(L) = 0. Comme c;(L) = ¢(é¢,(L)) = 0, le fibré
L est isomorphe au fibré trivial; on note s une section constante non nulle de L
au-dessus de X . La relation :

&1(L) = [div s] = [(0, - log |s]|*)] = 0,

jointe au fait que le groupe CHY(X) est toujours trivial, entrainent que ||s|| = 1
identiquement sur X (C), ce qui nous permet de conclure. O
Soient a € A"~1T1(Xg) et Ly, ..., L, des fibrés en droites intégrables sur X, avec

q et r deux entiers positifs tels que ¢ + r = p. D’aprés le théoréme (5.3.10), on a :

[(0,ae1 (L) -+~ er (T)] = [(0,0)] - &1(T1) - - &1 (L) € CH;,

int

(X).
On en déduit que a (Zg_l’p—l(XR)) c CH; ,(X). On dispose donc du morphisme de
groupes :
a: Ay TN (Xr) —CHpy(X)
B —I0,8)).

. = ) .
D’aprés le théoréme (5.3.10), on obtient par restriction & CH;(X) des morphismes
¢ et w, les morphismes de groupes suivants :

¢:CHpp(X) —CHP(X)
(Z,9)] +—2,
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et
w: CHp(X) — A0 (Xg)
[(Z,9)] r—w(Z,g9)=dd°g+dz.

PROPOSITION 5 3.15. — Soit a € C’Hmt( ) et choisissons (Z,g) un représentant
de o dans C’Hmt( ). Il existe gz € DP~YP=Y(Xp) un courant de Green pour Z et

Clz())gl()m LX) tels que Uon ait :

g=gz+¢ dans DP~LPTI(Xp).

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat pour a = 3- &, (L;)
~-&1(Ly), ou B € cH’ (X) et L1 = (L1, |.lh),.-.,Lq = (Lqg,||.llq) sont des fibrés
admissibles sur X.
Soient (Z',g’) un représentant de la classe § et s1,...,s, des sections rationnelles
non identiquement nulles sur X de Lq,..., L, respectivement telles que Z’,div s,
.,div s; s’intersectent proprement. Sment également ||. ||(O) ey ||.||,(,O) des métriques
posmves C® sur Ly, ..., L, respectivement.

On pose &' = dd°g’ + 621. Pour tout 1 < ¢ < ¢, on note également §; = dgiv s;
- 0 0 0 0
gi = —logllsill?, wi = e1(La), 9" = —log(llsilli™)? et wi® = ex (L, L)
En appliquant les définitions, il vient :

{91*(91>31)*"’*(9q75q)}_{gl*(glasl) * (gg—1,8q-1) * Sq)}
= (gq — 9,(10))@1(411 C W1

2
= —log < |||||||I(qo)> D'wy ... Cﬁ’)glop Y(Xp).
lg

Or, d’apres la proposition (5.3.5), on a :

{g'* (g1, 51) % % (gg—1, 5g-1) * (g{”), 5¢)}
= {(g' *g{) * (g1, 51) * -+ * (gg—1,54-1) },

dans DP~1P=1(Xp). En itérant ¢ fois ce procédé, on trouve ¢ € Cl’:)glo’p Y(X) tel que :

{9 * (g1,81) %% (gg80)} = g % g{ 5 -5 9" + o,

dans ﬁp_l’P_l(XR). Il suffit alors de remarquer que gz = ¢’ * gflo) Xk g§0) est un

courant de Green pour Z' - divs; ---div s, et la proposition est démontrée. a

La proposition (5.3.15) justifie la définition suivante :

DEFINITION 5.3.16. — Soit p un entier posmf On note Cngn( ) le Z sous-module
de CH® (X) engendré par les éléments de C’H (X) et ceux de la forme a(p) avec

Cl’f)glo’p '(Xg). On convient de noter C’ngn(X) D0 Cngn(X).
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REMARQUE 5.3.17. — D’aprés la proposition (5.3.15) on a C’Hmt(X) C C’ngn( ).

REMARQUE 5.3.18. — On dispose du morphisme de groupes :

w : CHoy (X) — CPP(Xp)

gen

(Z,9)] +—dd°g+dz.

5.4. L’accouplement C’Hmt( ) ® C’Hmt(X) — CHf::q( X)o

Soit m : X — S = Spec Ok une variété arithmétique de dimension absolue d + 1.
On définit dans cette section un accouplement :

CHW(X) @ CHin(X) — OH?,Iq(X)Q,

qui étend ’accouplement CH" (X)® cH' (X) —> ca™t (X )o défini par Gillet-Soulé
(voir |[GS1, §4. 2] on peut egalement consulter [BGS, §2.2]).

Soient x € C’Hmt( etye C’Hlm(X). On peut écrire = et y sous la forme :

z = Zai ce1(Ein) - e1(BEiyy)
i=1

et
m
y=Y Bi-er(Fjn)--e(Fjs,),
=1
otl pour tout 1 <7 < n (resp. tout 1 < j < m), a; est un élément de ca’™" (X) et

El ... E; .r; sont des fibrés en droites intégrables sur X (resp. 3; est un élément de

cH"’ "(X) et Fj1,...,Fj,, sont des fibrés en droites intégrables sur X).

On définit alors le produit (z - y) € CH ip,Iq(X )o par la formule :

x y) ZZ (e 780 ﬂ] C1 E ) I(Ei,m) 'él(ﬁj,l) (FJ Sa)

i=1 j=1

. . . ——p+q—ri—s;
ot pour tout 1 < i <netl<j<m,onanoté (a;-3;) € CH ’

produit de a; et §; au sens de Gillet-Soulé.
Bien entendu, il faut montrer que cette définition ne dépend pas des choix effectués
pour représenter z et y. C’est objet du théoréme suivant :

(X)g le

THEOREME 5.4.1. — La définition ci-dessus ne dépend pas des choix effectués. Elle
définit un accouplement :

5P ——=p+q
(**) C'I—Iint( ) ® CHmt( ) — CHmt (X)Q7

qui prolonge celui défini par Gillet-Soulé.
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Cet accouplement munit CH mt(X Jo d’une structure d’anneau commutatif, asso-
ciatif et unifére.

REMARQUE 5.4.2. — Sip=1ou g = 1, on dispose d’un accouplement :
——~p+q
CHlnt(X) @ CHlnt(X) — CHlnt ( )
qui induit l’accouplement (#*) & valeur dans CH int (X )o-

REMARQUE 5.4.3. — Si X est lisse sur Spec Ok, on peut définir les produits (e - 3;)
+ T
dans CH ' sJ( X). La construction précédente donne donc un accouplement :
—=p ——q ——ptq
OHint (X) ® CHint (‘Y) — CHint (X)
—p+
qui induit par produit tensoriel avec Q 'accouplement (xx) & valeur dans CH fntq (X)o-

Démonstration. — On montre tout d’abord que le produit (z - y) introduit plus haut
est bien défini.

Soit ¢ = Y7, i - 61 (Ein) - ¢1(Eir,) un élément de C’Hlnt (X). 1l faut montrer
que si x = 0 dans CHm( ), alors pour tout y € C’Hmt( ),ona(zx-y)=0.

On montre dans ce qui suit un résultat plus général : Si @ = a(p) avec ¢ €
Cf(’)glo’p Y(Xp), alors z -y = a(pw(y)).

Par linéarité, il suffit de démontrer cet énoncé pour y=p0-¢(Fy) --¢1(Fs),onp
est un élément de ﬁ{q_s(X) et F1 = (F1,||1),--.,Fs = (Fs,||.||s) sont des fibrés
en droites admissibles sur X. Remarquons également que la proposition (5.3.9) et le
théoréme (5.3.10) nous permettent de supposer que pour tout 1 < ¢ < n les fibrés en
droites E; 1 = (Ei1, ||lin)s- -+ Eirs = (Biri,||-]li,r;) sont admissibles sur X.

Soient (|| ||(k)) cey <||.||gk))kEN des suites croissantes de métriques positives
C®sur Fy,...,F; convergeant vers ||.|]1,-. ., ||-||s respectivement, et pour tout 1 < ¢ <
n, soient <|| ||(k)> . (H ||§’j)z . des suites croissantes de métriques positives
C®sur E;q,... Ez,n convergeant vers l-lias-- -5 |I-lli,re TeSpPectivement.

On choisit (Z',¢"), (Z1,91),--.,(Zn, gn) des représentants des classes 3, aq,...,

oy, respectivement, tels que Zj. soit d’intersection propre avec chacun des (Z))g,
- (Zn)K, et tels que ¢', g1, ..., gn soient des courants de type logarithmique.

Pour tout 1 <7 < m, on note Z' - Z; un représentant dans ZPt4"(|1Z'| N |Z;|)g
produit [Z'] - [Z;] € CH{ZTI’DIZI(X)Q, et on choisit s;1,...,8;, des sections ration-
nelles non identiquement nulles sur X de E;1,..., E;,, respectivement et sy,...,s;
des sections rationnelles non identiquement nulles sur X de Fi,..., Fs respective-
ment telles que les cycles Z;,div s;1,...,divs; ,,,divsy,...,div s, ainsi que les cycles
(Z'-Z;),divs;n,...,div s, divsy,...,divss et Zg, Zy, (divsii)k, ..., (divsiry) K,
(divs1)k, ..., (divss)k s’intersectent proprement.

On convient de noter g;; = —log|[si1l17,,. .., gir = —log|lsir |7, et également

g1 = —log||s1]|?,...,9s = —log||ss||>. Enfin, pour tout entier k£ € N, on pose gz(ﬁ) =
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int (

)

105 (Iseal) - ot = ~1og (o)) et amsi o = —1og ().,

o =~ log (Jlss) )

D’aprés la définition (10) et [GS1, §4.2.1 et 4.2.2], on a :

(16) T = Z[( Zi - divsiy - divsir, {gi % (9,1, 85,1) %+ * (Giris i) )]

et

17) z-y= Z[( (Z'-Z;) -div sy ---div s, - divsy -+ - div s,
i=1

{(gl * gi) * (gi,l,su) ook (gi,ri,Si,ri) * (91781) koo k (gs,ss)} )]
Puisque ((z) = Z?=1[Zi -divs; ;- -divs; ] = 0, on peut trouver une K;-chaine f
telle que :
n
(18) Z Zi-divs;y - -divs;,, =div f.

D’aprés le lemme de déplacement pour les Ki-chaines (cf. [GS1, §4.2.6]), on peut de
plus supposer que f rencontre Z'-div s - - - div s presque proprement dans Xy . Cela
entraine que d’une part :

n
(19) Z(Zl N le Si,l T le Si,ma {gl * (gi,17 Si,l) koo ok (giﬂ‘ivsi,m)})
i=1
= div f + (0,71 + ),

ou 'on a noté :
n
= Z{gi * (91, 8,1) * % (Gigr, Sivrd) o = log | fI%;
i=1

et que d’autre part, d’aprés [GS1, §4.2.1 et 4.2.5],

(20) Z( (Z'- Z;)-divs;y - -div s, - divsy - - - div s,

i=1
{(g" * gi) * (gi,1,8i1) * - % (Giyrir Siprs) * (g1,81) * - % (gs, 85)})
= div(f- (2’ divsy---divs,)) + (0,7') + (R,0),
ou 'on a noté :

n
(21) 7' =D _{(g' *9i) * (9,1, 80,0) % -+ % (Gisris Siyr) ¥ (91, 81) % -+ % (95, 55)}

+log|f - (Z'-divs;---divsy)|?,
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ot R € REF(X) et ou f - (Z'-divs,---divs,) désigne une Kj-chaine représen-

tant l'intersection de la K-chaine f et du cycle Z' - divs; ---divs, (bien que f -

(Z' - divs; ---div ss) ne soit pas définie de maniére univoque, les cycles div(f - (Z' -

div sy -+ - divsg)) et (ﬁ:f(f -(Z' -div sy - - - div ss)) le sont, voir [GS1, §4.2.5]).
D’aprés (18) et [GS1, §2.2.9 et 4.2.7], on a pour tout k € N :

n

S(g w0l e g®) x (gix gl x o x o)) Hlog|f - (20 divsy - divs,)?
=1

= (g’*g§’°> % g) gy g

+w(B) er (Fy, 1Y) e (Fo, [1IEY) - (Zg x gl *gw’,)
+log|f - (Z'-divs; ---divss)|?
= (g * gt 5o % ) b g = w(B) ex (B, LUSY) -+ 1 (Fus [LIP) Log | 12

+log|f - (Z'~divsl-~~divss)[2)

W(B) er (Fu, 1) - en (Fos I1IEP) (2%*9“ *gf’:?+log|f12>

n

w(B) er (Fu, 119 - er (Fs, )11 (Zg g% w o x gl +loglfl2> ,

i=1

dans DPt9=1PHa—1(Xp) ce qui, en faisant tendre k vers +oo, entraine que :

Y =mw(y) +7wy),

dans DP+a-1.p+a=1(Xp) (une telle expression a bien un sens car w(y) appartient &
CI~ 1971 (Xp)). De l'egalité 2 = [(0,71 + 72)] = [(0, )] obtenue en combinant (16)
et (19), on déduit qu’il existe une K;-chaine g, que I’on choisit d’intersection presque
propre avec Z'-div s; - - - div s, dans Xk, telle que divg = 0 et 41 +v2 —p = —log|g|?
dans DP~1P=1(Xp).

On tire de ce qui précéde et de [GS1, §4.2.5 et 4.2.7] la relation :

~loglg - (2"~ divsy---divs,)[* = (n +72 — @) w(B) ex (B, [1IP) - ex (o LI,
valable pour tout £ € N; ce qui montre, en faisant tendre k vers 400, que :
nwy) +rwy) —pwly) = ~loglg- (2" divs - divs,)[?,

dans DPta-1.p+a=1(Xp). Comme de plus div(g - (Z' - divs; ---divss)) g = (divg)k
(Z'-divsy ---divss)xg = 0, on peut affirmer que [(0,7")] = [(0, 11 w(y) + 2 w(y))] =
[(0, pw(y))], ce qui combiné & (17) et (20) montre que z -y = a(pw(y)).
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On a donc démontré que 'accouplement (%) est bien défini. Les autres propriétés
énoncées se déduisent aisément du théoréme (5.3.10) et des propriétés analogues pour
—

CH (X). O

Au cours de la démonstration précédente, on a de plus prouvé le résultat suivant :

PROPOSITION 5.4.4. — Soient x € @:nt(X) et ¢ € Cyo(Xr) tel que a(p) €
CH, (X), ona:

int

alp) @ = a(pw(a)).

*

REMARQUE 5.4.5. — Soient z et y deux éléments de C/’Egen (X), et soient a, o' €
@*(X) et ¢, ' € Cfg o(Xr) tels que 2 = a+a(p) et y = o' +al¢'). On définit le
produit de z et de y par la formule :

*

ry=a- o +alpw(@)+ ¢ wla)+eddy) e C/'I\Jgen(X)Q.

On peut montrer que ce produit est bien défini et qu’il munit CH ;en(X )o d’une

structure d’anneau commutatif, associatif et unifére. D’aprés la proposition (5.4.4), il
— %
coincide sur CH,(X)g avec le produit défini au théoréme (5.4.1).

THEOREME 5.4.6. — Soit m : X — SpecOg une variété arithmétique. Les mor-
phismes :

¢ : CHpo(X)g — CHE(X)
et
w : CHppy(X)g — Ag(Xn),

définis a la section (5.3) sont des morphismes d’anneauz. De plus, le produit défini a
la remarque (5.4.2) et (lorsque m : X — Spec O est lisse) celui défini a la remarque
(5.4.3) sont compatibles avec les morphismes ( et w.

Démonstration. — C’est une simple conséquence du théoréme (5.3.10), alinéa (5) et
—— %
des propriétés analogues pour CH (X). O

REMARQUE 5.4.7. — Soient ¢ € Ay(Xg) et @ € CHpy(X). On déduit aisément de

la définition de Z; (Xg) et des alinéas (5) et (6) du théoréme (5.3.10) la formule utile
suivante :

a(p) - & = a(pw(z)).
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5.5. Degré arithmétique et hauteurs

5.5.1. Degré arithmétique. — Soit 7 : X — SpecOg = S une variété arith-
métique (projective) de dimension relative d. On rappelle (voir par exemple [BGS,
§2.1.3]) que 'on dispose des deux morphismes :
0
degy : CH (S)=CH°(S) — Z
et
— 1
deg: CH (S) — R,
—— %k —~—x—d
qui induisent par composition avec m, : CH (X) - CH  (S) les morphismes :
—.d
degy : CH (X) — Z (degré géométrique)
et
— ——d+1
deg:CH (X)—R (degré arithmétique).
—d+1
Soit i € {0,1}. Pour toute classe o € CH irIz(X ), choisissons (Z, g) un représentant
de a; on déduit de [GS1, §3.6] que la classe [(7.(Z), 7.(g))] ne dépend que de . On

dispose donc d’un morphisme, encore noté ., qui est défini comme suit :

m: CHut (X)) —s CH'(S)

[(Z,9)]  —(m(2),7(9))],
. —— d+i L . o~ d+i
et qui prolonge & CHj, (X) le morphisme image directe usuel 7, : CH (X)) —
CH'(S).
En composant degj et deg avec m,, on obtient deux nouveaux morphismes :
——d
degK : CHint(X) — Z
et
— ——d+1
deg: CH;,, (X) — R,
qui prolongent ceux définis précédemment.
5.5.2. Hauteurs. — Soient Z € Z,(X) un cycle de dimension ¢ et L; = (L1, [|.|1),
<oy Lg = (Lg, ||.|lq) des fibrés en droites admissibles sur X. Choisissons s1,. .., sq des
sections rationnelles non identiquement nulles sur X de L4,..., L, respectivement,
telles que les cycles Z,div s,...,divs, soient d’intersection propre. Pour tout 1 <

i < ¢, on note g; = —log||s;||? et w; = ¢1(L;). On définit & partir de ces données un
élément de DPP(Xg) que I'on note {(g1, s1)*- - -*(gq, S¢)|0z } par la formule suivante :

(22) {(91731) ek (gquq)l(sZ} =401 5div320~~~ﬁdivsqﬁZ + w192 - (5divs3l’1---ﬂdiv sqNZ

+ Wi Wis19i 0 Odiv siganeendivs,nz o W1 We—19g - 0z
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On vérifie que chacun des termes de la relation (22) est bien défini. En effet wy - - - w;_; -
Odiv 5;110--Ndiv s;nz €st bien défini comme le produit de wy - - -w;—1 € B Y1 (Xp) et
de iy s;41n--Ndivs,nz € Bg;f:i’ldn_fz(lﬁv san(XR) d’apres les propositions (4.4.13) et
(4.4.14). Par ailleurs le produit :

Vi = gi w1+ Wi—1 * Odiv s;410--Ndiv 54N Z 5
a bien un sens d’aprés le théoréme (4.2.9) ; et si 'on pose gz(t) = max(g;, t) pour tout
t € R, la limite :

: (t) _
tlgl_noo g; W1 Wim1  Odiv s 4 Ne-Ndiv s,nZ = §i W1 Wie1 * Odiv s;41ne--Ndiv 8N Z 5

montre que le courant ~; ne dépend pas des choix effectués pour le définir.
Ceci étant établi, on pose :

hfl,---,fq(z) = Ee\g(ﬂ*(Z divsy - -divsg), T ({(g1,81) * - * (94, 5¢)02})) € R

PROPOSITION-DEFINITION 5.5.1. — Le nombre réel hy, ¢ (Z) défini ci-dessus ne
dépend pas du choiz des sections s1,...,5q; on Uappelle hauteur de Z relativement a
Ti,...,L,.

PROPOSITION 5.5.2. — Soient Z € Zy(X) et Ly, Ly = (L1, |||l1),- -, Ly = (Lg, |I-llg)
des fibrés admissibles sur X. Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. La hauteur hg, z, (Z) ne dépend que du cycle Z et des classes d’isomorphie

.....

isométrique des fibrés admissibles L, . .. ,fq; elle ne dépend pas de l'ordre des
fibrés Ly, ..., L,.

2. Soient (||||§k))k ETER (H,Hgk))k . des suites croissantes de métriques positives
convergeant vers ||.||1,. ., ||lq suf“ Ly,..., L, respectivement, on a :

e L) e (210 B) = P, (D),
3. Si les métriques ||.||1,...,||.|l sont C*°, alors on a :
hz,,..7,(Z) = deg(é1(L1) -+~ &1(Ly)| 2),

ow () désigne l’accouplement défini dans [BGS, §2.3].
4. Pour tout1 <i<gq,ona:

hflyw-yfi—lﬁfi®f0»ri+l,~~~9—L_q(Z) = hfl,m,fq(z) + hfl,~~~vri—1’f0,fi+ly---qu (Z)

Démonstration des propositions (5.5.1) et (5.5.2). — La proposition (5.5.1) et les as-
sertions (1) et (4) de la proposition (5.5.2) se déduisent immédiatement des assertions
(2) et (3) de la proposition (5.5.2) et des propriétés analogues dans le cas classique
(cf. [BGS, §2.3]). L’assertion (2) étant une conséquence du théoréme (4.2.9), il suffit
de prouver I’assertion (3).
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En remarquant que g; * (g2 * (--- * (g4))) est un courant de Green pour le cycle
div s; - - - div 84, on déduit de [GS1, §1.2.4 et 1.3.5] qu'il existe g un courant de Green
de type logarithmique pour div s; - - - div s, tel que :

(23) g=g1x(g2% (- x(gq))) + Ou + Ov.

Pour tout ¢ € R™™*, soit 5(26) une régularisation de §z comme & la proposition (4.2.12).
En multipliant les deux membres de ’égalité (23) par 5(;), il vient :

(24) gASE) = g% (gax (% (99)) AOS) + B(ubs)) + D(ws)).

Comme d’une part :

g1 * (g2 % (-~ * (g4)))
= g1 * Odiv syn---Ndiv sy TW1G2 - ddiv sgN--Ndivs, T+ W1 Wg—19q,
et que d’autre part, d’aprés [GS1, §2.2.12], on a les limites :
: (e) _
lim g A 67" =g Aoz,
et pour tout 1 < < ¢,

. (e) _
gl_l;%(wl “Wi—1)Gi * Odiv sipin--ndivs, A0y = (W1 Wi1)i * Odiv sip1n--ndivs, N0z,

au sens de la convergence faible des courants, on tire de (24) 'égalité :
gNdz =
91 * Odiv son--Ndiv s,nZ T W192 * Odiv sgn--NdivsynZ T F W1 We—19407
={(g1,81) * -+ x (g4, 8¢)|62},
dans D%4(Xpg), ce qui termine la démonstration. O
Plus généralement, soient Z € Z,(X) et Ly,..., L, des fibrés intégrables sur X.

Choisissons Ey, ..., E, et Fy,...,F, des fibrés en droites admissibles sur X tels que
pour tout 1 <i < ¢, onait : L; = E; ® (F;) ™.

PROPOSITION-DEFINITION 5.5.3. — On appelle hauteur de Z relativement aux fibrés
Ly,...,L, et l'on note hz, .. 1,(Z) le nombre réel défini par la formule :
s
bz 0= 2 CUPPhm e, (B)
51,52

S1US2={1,...,q}
La hauteur hy, 1 (Z ) ainsi définie ne dépend que de Z et des classes d’isomorphie

isométrique des fibrés L, . . . ,fq. Siles fibrés Ly, . . . ,fq sont admissibles, elle coincide
avec la hauteur définie a la proposition (5.5.1).

Démonstration. — On suit mutatis mutandis la démonstration de la proposition
(5.3.9) en utilisant la proposition (5.5.2). a
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Lorsque L := Ly = -+ = L, on convient de noter hz(Z) le nombre hy, 1 (Z)

j— ”’Lq
que 'on appelle alors hauteur de Z relativement a L.

REMARQUE 5.5.4. — Si ¢ = 0, la hauteur h(Z) n’est autre que h(Z) = d/t%[(Z, 0)].
Dans ce cas, la fonction h : Zo(X) — R est définie par h(P) = log #k(P).

REMARQUE 5.5.5. — Ces définitions ont été introduites pour la premiére fois dans
cette généralité par Zhang (cf. [Zha, th. 1.4]) sous une forme différente.

Le théoréme suivant rassemble diverses propriétés de la hauteur introduite a la
proposition (5.5.3) :
THEOREME 5.5.6. — Soient Z € Zy(X) et L1,...,Ly—1,Ly = (Lq, ||-|l4) des fibrés
en droites intégrables sur X. On a les propriétés suivantes :

1. La hauteur hfl,...,fq(z) ne dépend pas de Uordre de Ly, ..., L,.

2. L’application qui a Z € Zy(X) et Ly, ..., L, des fibrés en droites intégrables sur
X associe by, 7 (Z) € R définit une forme multilinéaire :

Zy(X) X Picint(X) X - -+ X Picig(X) — R.
3. Si les métriques des fibrés L, . .. ,fq sont C*°, alors on a :
hz,, . .1,(Z) = deg(é1(L1) -+ &1(Lg)| 2),

ot (-|-) désigne l’accouplement défini dans [BGS, §2.3].

4. Si Z est le diviseur d’une fonction rationnelle sur un sous-schéma intégre con-
tenu dans une fibre fermée de X, alors hfl,m,fq(z) =0.

5. Pour tout morphisme f: X — X' de variétés arithmétiques, on a :

hpe@yy, @y (Z) = bz, 1,(F(2)).

6. Soit s, une section rationnelle de Ly au-dessus de Z qui n’est identiquement
nulle sur aucune des composantes irréductibles de Z. On a la relation :

hfl,m,fq—l (Z - div Sq) = hfly.wzq (Z) + / © lOg ”54”11 C1 (Zl) o (fq——l) : (5Z-
X(C

7. On suppose que Z = X, et donc queq=d+ 1. On a :

ht,,. (X) = deg(é1(L1) -~ 1 (Las1)),

~>rd+1
— ‘ ——~d+1 , ,
ot deg désigne le degré arithmétique sur CH;,, (X) introduit au §5.5.1.

Démonstration. — Par (multi)linéarité on peut supposer que Ly, ... ,fq sont des fi-
brés en droites admissibles. Les assertions (1) & (3) sont alors une conséquence immé-
diate de la proposition (5.5.2), et les assertions (4) & (6) se déduisent directement de
(5.5.2) alinéa (2) et des assertions analogues dans le cas classique (cf. [BGS, prop.
2.3.1 et 3.2.1]). Enfin P’assertion (7) est une conséquence des propositions (5.3.4) et
(5.3.5), et des définitions. O
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La proposition suivante étend & notre cadre un énoncé de Faltings [Fa, prop. 2.6]
généralisé dans [BGS, §3.2.3] :

PROPOSITION 5.5.7 (Positivité). — Soient Ly,...,L, des fibrés en droites admis-
sibles sur X tels que pour tout 1 < i < q, il existe une puissance tensorielle positive
f?i de L; engendrée par ses sections globales de norme « sup » inférieure ou égale
1. Pour tout cycle effectif Z € Z,(X), on a :

(25) b, 7,(2) > 0.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension de Z.

Si dim Z = 0, le calcul se fait aux places finies et il n’y a pas de changement avec
la situation classique (voir par exemple [BGS, prop. 3.2.4]).

On fait désormais ’hypothése que dim Z > 0. On peut supposer que Z est irréduc-
tible et choisir une section s, de Lq? de norme « sup » inférieure ou égale & 1 qui ne
s’annule pas identiquement sur Z. On déduit alors de l’alinéa (6) du théoréme (5.5.6)

. A , T T T Ng
appliqué aux fibrés Ly, ..., Ly-1,L," que:

hfl,...,fq_l(Z -divsg) < ng hf““’fq(Z) sioqg>2
et h(Z - divs1) < mihg (Z) si g=1.

Comme Z - divs, est effectif de dimension dimZ — 1 et que h prend des valeurs
positives ou nulles sur les cycles effectifs dans Zo(X), cela implique I'inégalité (25)
par récurrence sur dim Z. O

EXEMPLE 5.5.8. — Soient P(A) une variété torique projective lisse et Ej,..., E,
des fibrés en droites sur P(A) engendrés par leurs sections globales et munis de leur
métrique canonique. D’aprés (4.5.8) les fibrés Ey, ..., E, sont admissibles et d’aprés
la proposition (2.3.10) et ’égalité (4) ils sont engendrés par leurs sections globales de
norme « sup » inférieure ou égale & 1. On déduit de la proposition (5.5.7) que pour

tout cycle effectif Z € Z,(P(A)), on a :
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CHAPITRE 6

COURANTS DE CHERN CANONIQUES
SUR LES VARIETES TORIQUES

Dans ce chapitre et les suivants, nous revenons & 1’étude des variétés toriques
projectives et lisses sur Spec Z.

Soit A un éventail complet et régulier admettant une fonction support strictement
concave et soient Li,...,L, des fibrés en droites sur P(A) munis & linfini de leur
métrique canonique. On donne dans cette partie une expression explicite du courant :

c1(Ly) -+ -e1(Ly).
On en déduit un premier résultat de trivialité : Si I’on note :
A (P(A)r) = Ker{d : A, (P(A)r) — A (P(A)2)}
et
[-]: & (P(A)z) — H**(P(A)(C).R),

la surjection canonique induite par l'application classe en cohomologie des courants,
alors on peut construire de maniére canonique une section (d’anneaux) du morphisme
d’anneaux [-].

6.1. Préliminaires

Soit Arg : C* — R/27Z la fonction argument définie pour tout z = pe’® € C* avec
p € RT™ et @ € R par :

Arg(z) = [o] € R/27Z.

Pour tout m € M, on note Arg(x™) la fonction multiforme sur 7'(C) définie comme
largument du caractére x™. La différentielle d Arg(x™) a bien un sens sur T'(C) et
définit un élément de AMO(T(C)) @ A% (T(C)). On dispose donc d’un morphisme
injectif de Z-module :

0 : M —AY(T(C)) @ A%Y(T(C))
dArg(x™)

2w
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Ce morphisme s’étend en un morphisme d’anneaux (encore noté 0) :
0 : A\gM — @4 AP(T(0)),

o \;M désigne algebre extérieure sur Z de M et ou la structure d’anneau sur
®p,gAP1(T(C)) est celle induite par le produit extérieur. Le morphisme d’anneaux ©
est injectif.

REMARQUE 6.1.1. — Soit fi,..., fq une base de N et ff,..., f; la base duale. Pour
tout m € M, on a:

Zfz dArg X

REMARQUE 6.1.2. — Soit m € M. On a :
d®log|x™|? = ©(m) sur T'(C).

Pour tout 7 élément de A, le Z-module A7**(7+ N M) est un Z-module libre de
rang 1. On choisit un générateur de A7 **(7+ N M) que 'on notera dans toute la suite
M. Le choix de M, définit une orientation sur la variété réelle Ci" de la maniére
suivante :

On note h = dim 7. Soient uy,...,us un systéme de générateurs du semi-groupe
(tr N N) que 'on compléte en une base uy,...,uqg de N, et vp41,...,04 une base du
Z-module (71 N M) telle que vp41 A -+ Avg = M;. On note uf, ..., u} la base duale
de wuq,...,uq. On note enfin B(0,1) C C la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 et
S1 C C le cercle unité. On dispose alors du difféomorphisme :

,: Cmt 5 B(0,1)h x 5¢-h
=M (@), X (@), X (), X ().

On notera Ci"t+ 1a variété réelle CI"* munie de 'orientation produit des orientations

naturelles sur B(0,1)" et S¢~". Cette orientation ne dépend que du choix de M.
On peut remarquer que pour tout ¢ € Apyay, l'orientation de Ci"t+ coincide avec
celle induite par sa structure complexe. Par ailleurs, on a pour tout 7 € A ’égalité
|xUr+1| = - = |x¥| = 1 sur CI"*, ce qui entraine que la forme ©(M,) est de classe
C™ sur un voisinage de Ci"; on dispose donc du courant réel :

wr— O(M;) Aw.
C-i,-nt'+
6.2. Calcul de ¢, (L)

Soit L un fibré en droites sur P(A) muni de sa métrique canonique. On donne,
dans cette section, une expression du courant c; (L).
On rappelle tout d’abord un résultat bien connu (voir par exemple [De3, §3.3]).
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PROPOSITION 6.2.1 (Formule de Green). — Soit X une variété compleze de dimen-
sion d et Q C X un ouvert relativement compact tel que Q0 soit une sous-variété réelle
@ coins de X. Soient f et g des formes différentielles de classe C? sur un voisinage
de Q et de bidegrés (p,p) et (¢,q) avecp+q=d—1. Ona :

/(fAddcg—ddcf/\g)=/ (FAdg—d°f Ag).
Q o

Soit D un diviseur (horizontal) T-invariant sur P(A) tel que L = O(D)_
rappelle que pour tout ¢ € A, on note mp , I’élément de M donnant la restriction a
o de la fonction support ¥p de D. On a alors le théoréme suivant :

THEOREME 6.2.2. — Pour toute forme test w € A?~14=1(P(A)(C)), on a :
L)/\w— / O(mp,s) Aw.
/P(A)(C) O’EAZ Cmt »+

Démonstration. — On montre tout d’abord que les termes intervenant dans le second
membre sont bien définis. Pour tout ¢ € Ay, la forme ©(mp,) A w est L' sur
ACInt (cela provient du fait que la forme df = d Arg(z) est localement L! sur C). La
différence 0CI"*\ (OCI" N T'(C)) étant de codimension réelle supérieure ou égale a 2,
elle est négligeable au sens de la théorie de la mesure, ce qui entraine que ’'intégrale
Jocint+ ©(mp,q) Aw est bien définie.

Soit maintenant 1 la section (rationnelle) canonique de O(D). On a, d’aprés la
formule de Poincaré-Lelong généralisée (4.5.3) I’égalité des courants :

c1(L) = e1(0(D) ) = ép + (dd°(—log |[1][,o))-
On en déduit que :

(26) / (@) Aw =/ Sp /\w—i—/ (—log [11]%.00) A dd°w.
P(A)© P(A)(© P(A)(©

Comme de plus, d’aprés (3.3.1), on a pour tout o € Apax et € C, 1'égalité :

~log||1(2)|[,00 = log [xX™?7 (2)?,
on tire de (26) et de (3.2.9) la relation :
(27) / cl(f)/\w:/ op ANw+ Z / log [x™?7 (2)|* A dd“w.
P(A)(© P(A)(© €A max

On fixe provisoirement ¢ € Apax. Soit fi,..., fq une famille génératrice de o (et
donc une Z-base de N d’aprés (2.2.10)) ; on note f7,..., f; la base duale de M. On
ampe =30, filmp,e)f}, ce dont on tire :

log |[x™? (z)|? Zfz mp..)log X' ()%

i=1
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Par linéarité, on rameéne ainsi le calcul de intégrale fcgnt,-l- log |[x™P (2)|? A dd°w &
celui des intégrales [qint+ log |x/¥ (z)|? Add°w. On ne perd rien en généralité en posant
i = 1. Dans la carte affine ¢ : U,(C) — C% donnée par ¢(z) = (x'1 (z),...,x%4(z)),
les ensembles C,, et Ci'* sont définis par les conditions :

Co={zeC?: |z|<1,...,|zq <1},
et
Ot =freCl: |o|<1,...,|zq <1}
On remarque que :
0C, =0C™ ={z€Cy: Fie{l,....d}: |z;|=1}.
Pour tout ¢ € RT™, on pose :

Ce={zeCM:. c<|r|<1},
D ={x€dC,: e<|z|<1}

et

E,={zeCy: |z1|=¢}.

D¢ / E¢
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Ona:

(28) / log |x'T ()2 A ddw
C‘ixnt,+

).

Comme log |x/1 (x)|? = log|z1|? est localement L' sur U,(C), on a :

log |x7T ()| A dd°w + / log [x'T (2)[? A ddw.
cir\Cg

£
o

(29) lim log |x*7 ()] A dd°w = 0.

=20 Joim\cg
L’application  + log |x/T ()|? est C* sur un voisinage de C% ; il vient donc, d’aprés
la formule de Green (6.2.1) :

(30) /C loglel*(x)|2/\ddcw=[c dd® log |7 (z)[? Aw

+/ (log|xff(x)|2/\dcw—dcloglel*(:v)ﬁ/\w) .
ace

On a sur C¢ I'égalité dd¢ log |x/T (z)|? = dd®log|z1|*> = 0. De plus, d’aprés la remarque
(6.1.2),0n a :

d°log |x*1 (z)|* = d°log|a1|* = O(f7).

On tire des définitions I’égalité des courants :

ey .
CIeH s s

|2 = log|z1]? est localement L' sur 8C,, il vient :

Comme log |x/T (x)

log [x' (z)|* A dw = / log [T (z)[2 A d°w.

acint+

lim
e—0 Ds
De plus log |x/T (z)|> = 2loge sur ES, et pour toute forme n € A2~ (P(A)(C)) on a
S n = 0(¢) quand € tend vers 0; on en déduit que :

gi—% /Ee log |x/T (¢)]? A d°w = 0.
Enfin, on a les limites :

o rw=[ 8w

: d°1 TP Aw=1
timy [ 0Bl (@) o= iy s

Dg
et
dArg(

. c fx 2 -k 1) _
31_1}1(1) Eed log |x’t (z)|° ANw lim i Aw cipiet O, Nw,

ot Hy désigne le diviseur d’équation x/7 (z) = 0.
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En revenant au cas général (mp , quelconque), on déduit de (28), (29), (30) et des
calculs de limites ci-dessus que :

/. log |[x™2 (z))* A dd°w
C:’nt,-l-

:/ . log[XmD'”(x)|2/\dcw—/ _ @(mpyg)/\w—/A Oop Nw.
aciet acyet lepalel

D’aprés (27), il vient :

/m) a@no= Yo [ toshmee @ ad

0E€Amax
Z / @(ng Nw — Z / 5D/\w+/ op N w.
7€ Dmar V00 0EAR s P(A)(©

Soient o1 et oo deux éléments de Apax et 7 € A(d — 1) une face commune de o; et
o9 (i.e. telle que 7 < o1 et T < 02). Du fait de la continuité de la fonction support
Y¥p,on a:

(31) log [x"P=1 (z)|* = log [x™P=2(2)[, (Vo € Cr).

Puisque A est complet, on a par ailleurs :

mp, o 2 c,, mp, o 2 c ., __
S s @nde = [ el los ™ @l Advw =

TEAmax 0E€EAmax
TEA(d—-1)
T<o

S alon ([, o @P adw- [ gl @) ad)
C;_n,-f- C‘nrnt,+

{01,602} CAmax
T=01No2€A(d—1)

otl pour tout 0 € Apax et tout 7 € A(d — 1) tels que 7 < o on a posé ,(g) = 1 si les
orientations de CI"+ et de Ci"t»* sont compatibles et () = —1 sinon.
On déduit de cela et de (31) que :

Z / log [x™P ()2 A d°w = 0.

UeAmax
Enfin, comme codimg(D NOC,) > 3, pour tout ¢ € Apax, On a:
Z / pANw= / op \w,
CEAmax oot P(A)(©
et le théoréme est démontré. O
Soient o1,...,05 les éléments de A ,x. Comme A est complet, on peut associer
a tout élément 7 de A(d — 1) deux entiers i, < j, dans {1,...,s} tels que 7 soit la

face commune de o;, et o; . On munit C"* de l'orientation compatible avec celle de
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80"“ et on note Ci"»*+ la variété réelle Ci"* munie de cette orientation. On peut
reformuler le théoréme (6.2.2) de la fagon suivante :

THEOREME 6.2.3. — Pour toute forme test w € A?~L41(P(A)(C)), on a :

() Aw = / MD.g;, —MDg;, ) Aw.
/I;(A)((C) Z cints ++ Tir o 7—)

reA(d—1)

6.3. Calcul de ¢;(L1) - c1(Ly)

Soient Ly, ..., L, des fibrés en droites au-dessus de P(A) et munis sur P(A)(C)
de leur métrique canonique. Le théoréme suivant donne une expression du produit
Cl(Ll) v Cl(Lq).

THEOREME 6.3.1. — Soient L1, ..., L, des fibrés en droites au-dessus de P(A) munis
de leur métrique canonique.

1. Il eziste une famille d’entiers (ar(Li,...,Lq))rea(di—q) telle que, pour toute
forme test w € A4=44(P(A)(C)), on ait :

/ aE) A Aa@)ro= 3 af(zl,...,zq)/, O(M,) Aw
P(A)(© oot

TEA(d—q)
Les entiers a,; (L1, ... ,Eq) sont définis de maniére unique par cette égalité.
2. Les entiers ar(Ly,...,Ly) vérifient les relations suivantes : on a, pour tout

o€ Ald—q-1),
Z eo(T)ar(L1,..., LM, =0,

T>0
TEA(d—q)
ot £,(T) = 1 si les orientations de OCI">F et de CI"vF sont compatibles, et
eo (1) = —1 sinon.
3. On suppose que d < q et que L est un fibré en droites au-dessus de P(A) muni

de sa métrique canonique. On note D un diviseur horizontal T-invariant sur
P(A) tel que L =0(D),,. Ona :

aa(z,flw'-qu)Ma = - Z EG(T)aT(Zlv"'?fq) mD,T/\MT‘
T>O0
TEA(d—q)
Démonstration. — On remarque tout de suite que I'unicité des entiers a, (L1, ..., L,)

est une conséquence directe de la proposition (3.2.9) et du fait que le support du
courant réel w = [pin+ O(M;) Aw est Cr.

D’aprés le théoréme (6.2.3), les assertions (1) et (2) sont vraies pour ¢ = 1. On va
montrer que si (1) et (2) sont vraies au rang g, alors (1) est vraie au rang q + 1, (3)
est vraie au rang ¢, et enfin (2) est vraie au rang ¢ + 1.
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D’aprés le (1), on peut trouver une famille d’entiers (a, (L1, ... v Lg))ren(d—q) telle
que :
/ a@)A-Na@g)rw= Y ar(fl,...,fq)/. O(M,) Aw.
P(A)(© TEA(d—q) ot

Comme d’aprés (3.3.1), on a pour tout ¢ € D :
—log [[1(2)|[p,e0 = log[x™P (2)]>  (Vz € Cy),

on déduit de la formule de Poincaré-Lelong généralisée (4.5.3) et de la formule de
Green 'égalité :

(32) / cl(f)/\cl(fl)/\"-/\cl(fq)/\w
P(A)(©
_ / (dd=(~ og [|L(@)3 o0) +6p) Acr (L) A+~ Aer(Ty) Aw
P(A)(©
= [ gl @I ) i) A Aer(T) Adi
P(A)(©O
+/ SpAceit(Li) A Aer(Lg) Aw
P(A)(©

= > ar(fl,...,fq)/, , Jog Xm0 (@) ©(M) A ddw
TEA(d—q) o

- ar(fl,...,fq)/m bprcm AOM;) Aw.
TEA(d—q) e
(Dans le dernier terme, on a utilisé le fait que D et CI™* g’intersectent de maniére
transverse).
Nous allons calculer les intégrales du type :

I (mp,,) =/. log [\ (@) O(M) A ddw,
C-‘,—nt'

Fixons momentanément 7 € A(d — g) et considérons o € Apax tel que 7 < 0. Soient
fi,.-., fa un systéme de générateurs du semi-groupe (o N N) tels que fi,..., fa—q
engendrent le semi-groupe (1 N N) et tels que fj_ ., A+ A fj = M.. Comme A est
régulier, la famille f7,..., f; forme une Z-base de M.

Par linéarité, il suffit de calculer I.(mp ;) pour mp , = f¥ aveci € {1,...,d}.

Pouri € {d—q+1,...,d},ona|x (z)| = 1 pour tout = € Cy, et donc L. (f}) = 0.

On choisit maintenant ¢ € {1,...,d—q}. On ne perd rien en généralité en supposant
i=1.

Dans la carte affine ¢ : U,(C) — C¢ donnée par ¢(z) = (x%7 (2),...,xfi (x)), les
ensembles C; et CiT"t sont définis par les conditions :

Cr={zeC: || <1,...,|Ta—g| < L, |Zd—gr1]| =1,..., 24| = 1}
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et

CM={zeC: |o|<1l,... |2a—qgl < L,|Ta—qra| =1,...,|xq| = 1}.
On remarque que :
AC, =aC™ ={z e C,: Fiec{l,...,d—q}: |z =1}

Pour tout € € R™*, on pose :
Ce={zeCm™: ec<|r|<1},
D:={ze€dC,: e<|n|<1}

et
Ei={zeC;: |z]|=c¢}

Ona:

(83 LU = [ ToshS @) O(M,) A dd

+/( log |x/T (2)]? ©(M,) A dd°w.
orvh\cs
Comme log |x/7 (z)|> ©(M,) = log|z1|> ©(M,) est localement L' sur C, on a :

(34) lim log [T (#)> ©(M;) A dd°w = 0.

e—0 C.i,.m’+\C'f_

Puisque |x/i-a+1(z)| = --- = |xfi ()| = 1 pour tout € C; et que M, € AZ*(r+ N
M), la forme ©(M,), et donc I'application = + log |x/T (z)|? ©(M,), sont C* sur
un voisinage de C2. On peut donc appliquer la formule de Green (6.2.1) et en déduire
I’égalité :

(35) /C logxi (2)]? O(M;) A ddw = /C ~da (10g [x*7 (2)* O(M;)) Aw

+/ (log X/ (@) O(M;) A d°w — d°(log |xT () ©(M;)) A w) :
acs
En remarquant que dO(M;) = d°O(M;) =0, on a sur C% :
dd° (log|x'* (2)* A O(M.,)) = dd°(log |7 (z)|*)O(M;) = 0
et

d°(log [x 7 (z)]> ©(M-)) = d°(log |x*T (2)]*) A O(M)
= O(f) AOM;) = O(ff A M,).

On tire des définitions I’égalité des courants :

(36) /305 - /i ! /Ei
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Comme log |x/T (z)|> ©(M,) est localement L! sur dC,, il vient :

lim / log |x¥T ()] O(M,) Ad°w = / log X7 (z)|> ©(M,) A d°w.
e—0 Ds 8ernt,+

De plus, log |x/T (z)|> = 2loge sur E¢, la forme O(M,) est C™ sur un voisinage de

C, et pour toute forme n € A2?~971(P(A)(C)) on a [,. n = O(e) quand ¢ tend vers
0; on en déduit que :

lim / log | X1 (z)|> ©(M,) A d°w = 0.
e—0 E<

Enfin, puisque O(f;) = d Arg(z1)/27 et la forme ©(M.) est C* sur un voisinage de
C, on a les limites :

lim G)(fl"/\MT)/\w=/' O(fF A M,) Aw
aCint+

—0
€ Di

et

lim G(ff/\MT)/\w:/' e AOM;) Ao,
C;nt, T

€0 J e
ot H; désigne le diviseur d’équation x /7 (z) = 0.

En revenant au cas général (i.e. mp , quelconque), on déduit de (33), (34), (36) et
des calculs de limites ci-dessus que :

I (mp,) = / ~ log|x™P (x)]2 O(M;) A dw
aCint:+
- / O(mp,r ANM;)ANw — / dpncine AN O(M;) Aw.
acf’_ﬂtﬂ}' C_I‘_my+

(On a utilisé ici le fait que pour tout ¢ € {d —¢+1,...,d},on a ff AM, =0). En
utilisant (32) il vient :

/ cl(_l_/)/\cl(fl)/\-~/\cl(fq)/\w
P(A)(©

. af(fl,...,fl)/ log [y (@) O(M,) A dw
TEA(d—q) acy” +

_ Z ar(_qu,.‘.,_L—l)/A O(mp., A M) Aw.
aCint:+

TEA(d—q)
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Enfin, comme :

Z ar(fl,...,fl)/ - log ™ (2)]2 O(M,) Adw =
acre Tt

TEA(d—q)

/C.m . eo(T)ar(Ly,...,Ly) MT)/\(log Ix™P (2)]?d°w) = 0
T>O‘

UEA(d a-1) e

d’aprés Passertion (2), on trouve que :
/ Cl(Z)/\Cl(fl)/\"'/\Cl(fq)/\w
P(A)(©

/ + EU’(T)aT(flﬁ"'qu) mp,r /\MT Aw.
cints

7'>cr

A(d—q—1)
ae( - TEA(d—q)

Pour établir (1) au rang ¢ + 1 et (3) au rang ¢, il suffit maintenant de prouver que
pour tout o € A(d — g — 1) il existe un entier a, (L, L1, ..., L,) tel que :

ao‘(f7fla"'azq) MUZ_ Z EU(T)G‘T(LI)""ZQ) mD,T/\MT‘

T>0
TEA(d—q)

Soit 0 € A(d—¢qg—1) et 79 € A(d — ) tel que o < 79. On déduit de I’assertion (2) au
rang q que 'on a :

> eo(n)ar (T, ..., L) mpry AM; =0.

T>0
TEA(d—q)

On a donc :

Z gﬂ(T)aT(flv'“,Zq) mp,r /\MT

T>0
TEA(d—q)

= Z 50'(7)&7'(-[/17 ceey Lq) (mD,‘r - mD,T’o) AM;.
T>0

TEA(d—q)
Or, comme la fonction support ¥p est continue en o, on a (mp,r —Mp ) € otnNM

pour tout 7 € A(d — q) tel que 7 > o, et donc (mp,; —mp ) AN M, € ZM,.
Montrons enfin que (2) est vraie au rang ¢ + 1.
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Soit ¢’ € A(d — ¢ —2). D’aprés le (3), on a :

S ew(0)as(L,Li,...,Ly) M,
a>a'
ocEA(d—g—1)

=_ Z Z 0)es(T)ar(L,Ly,...,Ly) mp, A M,

T>0
o‘éA(d —q—1)TEA(d—q)

= - Z a‘r(r,flanwfq) Z 50’(0)56(7—) mp,r AN M;.

>a' c€A(d—q—1)
TEA(d—q) >0>0'

Or pour tout 7 € A(d — q) tel que 7 > o', on a :
> er(0)es () =0,

oc€EA(d—q—1)
T>0>0'

du fait de la relation 9 o @ = 0 dans le complexe simplicial associé & la triangulation
de 8?1 induite par A\{0}.
Le théoréme est donc démontré. O

REMARQUE 6.3.2. — Pour tout couple d’entiers positifs (p,q), on introduit le Z-
module :

crap) = @ AEH.

TEA(d—q)
On définit également un cobord d : C9(A,p) — C9T1(A, p) de la fagon suivante :
d: C’Q(A’p) — Cl]-i—l (A7p)

@ Ty — @ Z eo(T)Tr

TEA(d—q) oc€A(d—q—1) ‘regzg—q)

Danilov a démontré (cf. [Da, 12.4.1]) que le ¢°™¢ groupe de cohomologie du complexe
(C*(A,p)®C,d) est isomorphe & HP?(P(A)(C)). En reprenant les notations du théo-

réme (6.3.1), on peut associer au courant ¢;(Ly) - c1(Lq) un élément C(Ly, ..., Ly)
de C(A,q) défini par :
CLy,....L)= P ar(Ly,....Ly) M;.
TEA(d—q)
D’aprés I’alinéa, (2) de (6.3.1), on a dC (L1, ..., L,) = 0; et donc C(L,. .., L,) définit
un élément de H%?(P(A)(C)) dont on peut montrer qu’il coincide avec la classe

c1(L1) - - - e1(Lg) par lisomorphisme évoqué précédemment. On retrouve ainsi grace
au (3) du théoréme (6.3.1) la structure multiplicative de H>*(P(A)(C)).
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REMARQUE 6.3.3. — Comme Déventail A est régulier, la famille des entiers
(ar(L1,.--,Lq))ren(d—q) et un poids de Minkowski de codimension ¢ de A au sens
de [FuS].

On déduit immédiatement du théoréme (6.3.1) le corollaire :

COROLLAIRE 6.3.4. — Soient Ly, ..., L, des fibrés en droites au-dessus de P(A) mu-
nis & Uinfini de leur métrique canonique; on a :

Supp(ai(Lh) (@) c Y O
TEA(d—q)

On note 83, = C’?(‘)t}’Jr le tore compact Sy muni de l'orientation canonique induite

par le choix de Mgy, et du™ la forme volume canonique ©(Mypy). On peut alors
énoncer un second corollaire :

COROLLAIRE 6.3.5. — Soient Ly, ..., Ly des fibrés en droites au-dessus de P(A) mu-
nis a linfini de leur métrique canonique; pour toute fonction f de classe C™ sur

P(A)(C), on a :

/ fC1(Z1)/\"'/\C](Ed) =deg(cl(L1)-~cl(Ld))/ fd;ﬁ_.
P(A)(© Sy

Démonstration. — D’aprés l'alinéa (1) du théoréme (6.3.1), il existe une constante
a{o}(fh ..., Lq) € Z telle que :

/ fcl(fl)/\m/\cl(fd):a{o}(fl,‘..,_L_d)/ fd,u"'.
P(A)(©

Sk
On prend f =1 et le résultat découle alors directement de (4.7.6). O
REMARQUE 6.3.6. — En prenant L = L; = --- = Ly dans le corollaire (6.3.5), on

constate que la métrique canonique ||.||L,co €st une solution au premier probléme de
Calabi pour la forme volume singuliére § st A dut sur P(A)(C).

REMARQUE 6.3.7. — Soient Kj,..., Ky des polytopes convexes de My & sommets
dans M tels que K = K + -+ + K4 soit d’intérieur non vide. Soient A’ un raf-
finement régulier de A D’éventail associé & K comme au théoréme (2.4.1) et a la
remarque (2.4.4), et Ef,..., E} les diviseurs horizontaux invariants sur P(A') asso-
ciés & K,..., K4 respectivement comme au (2.4.4). En remarquant que le calcul de
cl (Ellyoo) e (F:i,oo) ne nécessite pas de connaitre A’ mais seulement A et les fonc-
tions supports ¥k, , . . ., ¥k,, on déduit des théorémes (6.3.1) et (4.7.6) un algorithme
efficace pour le calcul du volume mixte :

1

V(K].?"'7Kd) d'

deg(cy (E) - e1(Eg)).-
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6.4. Diviseurs élémentaires

Dans ce paragraphe on établit un raffinement du corollaire (6.3.4) lorsque les fibrés
en droites considérés sont des faisceaux associés a des diviseurs invariants élémentaires.

Cela nous permet de construire de maniére canonique une section du morphisme
d’anneaux : [-] : 4; (P(A)r) — H2*(P(A)(C),R).

THEOREME 6.4.1. — Soient Dy = V(11),...,Dq = V(1) pour ¢ < d des diviseurs
imvariants élémentaires ; on a :

Supp(c1 (O(D1),.) - a1(ODg) ) < |J O
TEA(d—q)
T<OEAmax
T>T1,...,Tq
Démonstration. — On suppose dans un premier temps que ¢ = 1. Par définition, la
fonction support ¥p, de D est nulle sur tout cone maximal o € Ap,x ne contenant
pas 71. L’énoncé pour g = 1 est alors une simple conséquence du théoréme (6.2.3).

On suppose & présent que ¢ > 1. Le support du courant ¢; (O(D1) ) -+ - c1(O(Dy) )
est inclus dans celui de ¢;(O(D1),,) (on peut voir cela en approchant la métrique ca-
nonique sur O(D;) par une métrique C*°). On déduit de ce qui précéde et du théoréme

(6.3.1) que :

Supp(c1(O(D1),.) - --e1(OD) )N c | O
TEA(d—q)

T<OEAmax
o>T1

Le courant ¢;(O(D1)y) - --c1(O(Dy),,) étant indépendant de 'ordre des diviseurs
D+, ...,Dg,il vient :

Supp(c1 (O(D1) )~ a1(O(Dg) ) |J O
TEA(d—q)

T<OEAmax
T>T1,...5Tq

On a alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6.4.2. — Soient D1 =V (11),...,Dq = V(1) pour g < d, des diviseurs
invariants élémentaires tels que Dy --- Dy = 0 dans CH*(P(A)) (i.e. tels que le cone
7=Rtm + -+ R 7, ne soit pas un élément de A). On a :

c1(O(D1) ) - - c1(O(Dy) ) = 0.

Démonstration. — Comme 7 ¢ A, on ne peut pas trouver 0 € Apax tel que 7,..., 7,
soient des faces de o (sinon 7 serait une face de o, et donc un élément de A). On déduit

de (6.4.1) que Supp(c1(O(D1) ) - c1(O(Dy),,)) = D, et donc que ¢1(O(D1),,) -+
c1(0(Dy),,) =0. O
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On déduit de (6.4.2) et des théorémes (2.5.7) et (6.2.3) qu'il existe un morphisme
d’anneaux :
< H*(P(A)(C),R) — A (P(A)r)

tel que pour tout g-uplet (Dq,...,D,) de diviseurs T-invariants sur P(A), on ait :

§(c1(O(D1)) - e1(0(Dyg))) = e1(O(D1) ) -+ €1(O(Dyg) o )-
D’aprés (4.7.6), ¢ est une section du morphisme classe [-].
REMARQUE 6.4.3. — Soit A9(A) le groupe des poids de Minkowski de codimension ¢
pour A tel qu’il est défini dans [FuS|. On note ¢ : A9(A) — Af (P(A)g) le morphisme
de groupes défini par 'identité :
&(@TEA(d—Q)a’T) = Z Gr / int,+ G(MT) A~
reA(d—q) TET

On note également ¢ le morphisme .A7(A) @R — Af (P(A)g) obtenu par extension des
scalaires & partir de £&. On peut alors factoriser 'application ¢ de la fagon suivante :

A9(A) & R — TP (A))

4 /
H>*(P(A)(C),R)

D’aprés la remarque (6.3.2), le morphisme ¢ est un isomorphisme ; de plus il induit
par restriction un isomorphisme d’anneaux gradués :

¢ H**(P(A)(C),Z) — A*(A).

L’alinéa (3) du théoréme (6.3.1) redonne la structure multiplicative de A*(A) induite
comme dans [FuS] par la structure d’anneau naturelle de I’anneau de Chow opératoriel
de P(A). On retrouve ainsi , sous une forme différente, certains résultats de [FuS].
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CHAPITRE 7

GEOMETRIE D’ARAKELOV DES VARIETES TORIQUES

Dans tout ce chapitre, P(A) désigne une variété torique projective et lisse sur
Spec Z de dimension absolue d + 1.

On montre tout d’abord que les multihauteurs « canoniques » de P(A) (c’est-a-dire
celles relatives & des fibrés en droites munis de leur métrique canonique) sont nulles.
On en déduit un résultat remarquable : La hauteur d’une hypersurface dans P(A)
relativement & un fibré en droites muni de sa métrique canonique est essentiellement
donnée par la mesure de Mahler du polynéme qui la définit.

On construit enfin une section canonique du morphisme d’anneaux :

¢: CHpyy(X) — CH*(X).

L’existence d’une telle section pour { étend les énoncés d’annulations de nombres

arithmétiques obtenus dans un premier temps et conduit & une description de la
—%

structure d’anneau de CHj, (X).

7.1. Annulation des multihauteurs

L’énoncé suivant est un cas particulier de [Zha, th. 2.4]. On peut également consul-
ter [Zha, conj. 2.5, 2.6 et th. 2.9] pour des énoncés proches de celui-ci.

ProPoOSITION 7.1.1. — Soient Zl,oo, .. ,fd+1,oo des fibrés en droites sur P(A) mu-
nis de leur métrique canonique. On a :

(P(A)) =0.

f1,<>o;-~~7fd-l-1,oc>
En particulier, pour tout fibré en droites sur P(A) muni de sa métrique canonique
Lo, 0N @ :
bz (P(A)) = 0.
Démonstration. — Soit p un entier strictement supérieur & 1 et considérons I’endo-

morphisme [p] : P(A) — P(A) défini au (2.2.17). D’aprés la proposition (3.4.2), on a
pour tout 1 <i<d+1:

[p]* (Liso0) =~ (Lio0)”-
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On tire de cela que pour tout 1 < i <d+1,

&1 ([p]* (Lioo)) = &1 ((Lisoo)?) = pé1(Lio0)-
On obtient donc :
(37)  deg(ér([p]* (T1,00)) - &1 (] (Las1,00))) = p**" deg(1(Tnoo) -+~ &1 (Lag1,o0))-
D’autre part, on a d’apreés les alinéas (5) et (7) du théoréme (5.5.6) :
deg(é1([P)* (T1,00)) - - 1 ([P)* (Tt 1,00)))
= Mg (T o)1 (Bagr,oo) P (B))
(38) =h, o Tase (PP(A))
=L, T (B(A))
=p? Ee\g(él (L1,00) -+ €1(La+1,00))-
Comme p > 1, la conjonction de (37) et de (38) implique que :
N,y o Taur (P(A)) = deg(é1(Tn00) -+ &1 (Tat1,00) = 0.

7.2. Hauteurs canoniques des hypersurfaces de P(A)

PROPOSITION 7.2.1. — Soient Zl,om e ,Zd,oo des fibrés en droites sur P(A) munis
. de leur métrique canonique et soit s une section rationnelle non nulle d’un fibré en
droites L sur P(A). Soit alors D un diviseur T -invariant sur P(A) tel que L ~ O(D)

et notons sp la fonction rationnelle sur P(A) correspondant & s par cet isomorphisme.
Ona:

ALy o T (divs) = deg(er(La) -+ e1(La)) /+ log |sp| dp™.
: : st

Démonstration. — Soit ||.||co la métrique canonique de L et notons Lo, = (L, ||.||co)-
Suivant l’alinéa (6) du théoréme (5.5.6) il vient :

hfl,oov-wzd oo (div 8)
gy Fan T B+ [ gl cr(Te) 1 (L)
’ P(A)(©

7. (P(A)) = 0 du fait de la proposition (7.1.1).

"7Ld,oov oo

On termine alors la démonstration en utilisant le corollaire (6.3.5) et en remarquant
que ||$|lcc = |SD| sur Sn. O

D’autre part on sait que hy _

DEFINITION 7.2.2. — Soit s une fonction rationnelle non nulle sur P(A). On appelle
mesure de Mahler de s et 'on note M (s) le nombre réel :

M(s) = /s+ log |s| du™.

N
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La proposition suivante, qui est une conséquence immédiate de la démonstration
de [BGS, prop. 1.5.1], nous sera utile au cours du prochain chapitre.

PROPOSITION 7.2.3. — Soient n un entier positif et U un ouvert de C*. Si F est
une fonction méromorphe sur U x P(A)(C) dont le diviseur divF est plat sur U
(relativement a la premiére projection), alors la mesure de Mahler M (F (u,-)) dépend
contindment de u.

7.3. Un exemple.

Plagons-nous sur P4 vu comme variété torique comme & I'exemple (2.4.2), et soit
P € Z[Xo,...,X4] un polynoéme homogéne de degré k € N*. Le polynome P défi-
nit une section globale (encore notée P) de O(k) au-dessus de P4, et la hauteur de
I’hypersurface div P est donnée d’aprés la proposition (7.2.1) par :

. 1 2m 2m 0 0
ho—(ﬁm(leP)ZM(P):W/O /(; loglP(e’ 0,...,61 "')Id90~-~d0d.

On peut donner dans certains cas une formule explicite pour M (P).

Soit par exemple la forme linéaire P(Xy,...,Xq) = aoXo + -+ + aqX4 avec
(ao, - - .,aq) € CH1\{0} et notons I(ao,...,aqs) = M(aoXo + -+ + agX4) sa mesure
de Mahler.

On déduit de la formule de Jensen 'égalité :

I(ag,a;) = log Sup(laol, |a1])-

Le calcul de I{ag, a1, az) est plus délicat et fait ’'objet de ’énoncé suivant, obtenu en
collaboration avec J. Cassaigne :

PROPOSITION 7.3.1

1. Silaol, |a1| et |az| vérifient les inégalités |a;| < |aj| + |ax| pour tous {i,j, k} =

{0,1,2}, alors :
eiaz) ,
ot D(-) désigne le dilogarithme de Bloch- Wigner défini par :
D(z) = S(lia(2) + log|z|log(1l — 2)) pour z € C\{0,1},

«a «@ @ 1 a
I{ap,a1,a2) = —ﬂﬂloglaol + floglall + —flog|a2| + —7;2) ( a-l

et ot o, a1 et s sont les mesures principales non orientées des angles aux
sommets Ag, A1 et As d’un triangle du plan T = (Ao, A1, A2) tel que A1 Ay =
lao|, AoA2 = |a1| et AgA; = |as].

2. Sinon,

I(ag,a1,az) = logSup(|ag|,|ai],|az|).
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Démonstration. — Démontrons tout d’abord ’assertion (1). Les expressions considé-
rées étant symétriques du fait de I’équation fonctionnelle vérifiée par D(:), on peut
supposer que |ag| = |a1| = |az|- On a, en toute généralité, les relations :

1 2T p2w p2m ) ) )
EBE / / / log |age™® + a1e™" + aze™| dfod6:db,
0 0 0

1 2w 2m . .
= (2n)2 / / log ||ao| + |a1|e®®* + |as|e™?| d,db,
o Jo

I(ao,a1,a2) =

1 21I’ .
(39) = 2—/ log Sup (||ao| + lay e |, laz|) dbr,
T Jo

la derniére égalité étant obtenue par application de la formule de Jensen. On pose
alors a = m — ap et on vérifie que | |ag| + |a1|e?®| = |as|. On déduit de cela et de (39)
la relation :

o 1 re )
I(ag,a1,a2) = f10g|a2| + %/ log ||ao| + |a1|e’01| do,
—a

ce dont on tire :
o Q o

I(ag, a1,as) = — log |az| + — log |ao| + — log |ao|
Vs T T

— 1
+ 2w 8

1

a .
14— 6201 d01,
ao

-

puisque o = agp + a;.

Enfin,

a1 ez’01> d01>

aop
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ot L est un chemin allant de (—|ai/agle™*®) & (—|a1/aole’®) et d’indice zéro relati-
vement aux points 0 et 1.
On en déduit que :

1 @ ay :
— [ log |1+ |—=|e|do
27 —a & ap !
1 ) )
= — (llz (— a—l e_w‘) - li2 <— a—l- €la>>
2T ap aop
1 . air| o 1 . ay | _;
= —(lis { |— 2 — = lig [ |[—]e7"*
27 ag 2T agp

“u ""2) - llo Alg <lo (1— — eio‘2)>
Qo & & 0
:.——’D<a—1 ’a‘-’>+—1—loga~l,
™ ap 0

ce qui ajouté a (40) donne le résultat annoncé.

Plagons nous maintenant sous les hypothéses de l’assertion (2). Les expressions
considérées étant symétriques, on peut supposer que |ag| + |a;1| < |az|. Le résultat se
déduit alors directement de la relation (39). O

REMARQUE 7.3.2. — La proposition (7.3.1) généralise certains résultats partiels dus
a Smyth (cf. [Sm)], voir également [Bo]). Pour un point de vue moderne sur la mesure
de Mahler, on peut consulter [Den]. On peut s’inspirer de 'approche de [Den, §3]
pour donner une interprétation de la proposition (7.3.1) dans le langage de la K-théorie
et des structures de Hodge-Tate mixtes.

REMARQUE 7.3.3. — Si l'on considére le plan euclidien comme le bord du demi-
espace de Poincaré Hz muni de la métrique hyperbolique usuelle, le nombre réel
ay

D(a0

perbolique idéal dans H3z de sommets (Ag, A;, Az, 00).

eio‘2) intervenant dans la proposition (7.3.1) est le volume du tétraédre hy-

7.4. L’anneau de Chow arithmétique généralisé d’une variété torique
L’objet de cette section est de prouver le résultat suivant :
THEOREME 7.4.1. — Soit P(A) une variété torique projective et lisse sur SpecZ. Il
——
existe une unique section ¢ du morphisme ¢ : CH; . (P(A)) = CH*(P(A)) telle que :

1. Le morphisme ¢ est un morphisme d’anneaux.
2. Pour tout fibré en droites L sur P(A), on a ¢(ci(L)) = é1(Loo).

On montre tout d’abord le lemme suivant :
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LEMME 7.4.2. — SiDs,...,D4 (¢ < d) sont des diviseurs T-invariants élémentaires
tels que Dy --- Dy = 0 dans CH*(P(A)), alors :

& (OD1) ) ¢1(0(Dg),) =0  dans CHypy(P(A)).
Démonstration. — On a :

C(€1(O(D1) ) -+ - €1(0(Dy) ) = €1(O(D1)) ... 1 (O(Dg)) = 0.

De plus,

w(€1(O(D1)og) -+ e1(O(Dg) o)) = e1(O(D1) ) - - c1(O(Dy) ) = 0,
d’aprés le corollaire (6.4.2). 11 existe donc o € DI~14=1(P(A)R) tel que :
(1) a(0D1)y) e (0Dy),) = [(0,0)]  dans CHim(P(A)),

et comme dd°a = 0, on peut choisir a dans Z9~ 1471 (P(A)R).
Soient maintenant fq+1,007 ... ,fdﬂm des fibrés en droites sur P(A) munis de leur
meétrique canonique. On déduit de (41) la relation :

deg(é1(0(D1)yy) - é1(0(Dg)..) - é1(Lgi1,00) - - - é1(Lar1,00))

/ 0401 q+1 oo) (Zd+17oo)>

l\.’)ln—l

ce qui entraine, d’aprés la proposition (7.1.1)

(42) / aci(Lgti,00) €1 (Lat1,00) = 0,
P(A)(©

quels que soient les fibrés en droites Lgy1,...,Lg+1 choisis.
Comme ’anneau de cohomologie de De Rham de P(A) est engendré par les classes
des diviseurs dans P(A) (cf. théoréme 2.5.7), on déduit de (42) et de (4.7.6) que :

/ aANpB=0,
P(A)(C)

quel que soit 3 € H?94=9(P(A)(C)p) et ceci implique par dualité de Poincaré que
a = 0 dans DI~ L4 1(P(A)(C)g). O

On passe maintenant & la démonstration du théoréme (7.4.1)

En reprenant les notations du théoréme (2.5.7), soit ¢ : & — C’Hmt( (A)) le
morphisme d’anneaux défini par (t,) = é1(O(V (7)), ) pour tout 7 € A(1). On déduit
de la proposition (3.4.1) et du lemme (7.4.2) respectivement les inclusions J C Ker¢
et Z C Ker¢. On conclut la démonstration en utilisant le théoréme (2.5.7). O
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CHAPITRE 8

UN THEOREME DE BERNSTEIN-KOUSHNIRENKO
ARITHMETIQUE

Ce chapitre est consacré a établir, comme application des résultats des pages qui
précédent, un analogue arithmétique du théoréme de Bernstein-Koushnirenko. Rap-
pelons que ce théoréme fournit une borne du nombre de zéros communs dans (C*)? 4 d

polynoémes de Laurent P, ..., P; dans C[X7, Xl_l, oo X4, Xd‘l] en terme de volumes
mixtes associés aux polyhédres de Newton de Py, ..., P,.
Lorsque P, ..., P; appartiennent a Z[X1, Xfl, . R Xd_l] nous démontrons une

majoration sur la hauteur de leurs zéros communs (cf. corollaire (8.2.3)). Cette ma-
joration fait intervenir un certain invariant réel L(V), associé & un polytope convexe
V dans M, que nous définissons et étudions dans la section (8.1).

8.1. A propos d’une constante associée a un polytope convexe

8.1.1. Définitions et propriétés. — Soit V un polytope convexe dans Mg a
sommets dans M que 'on suppose d’intérieur non vide (si tel n’est pas le cas, on
s’y raméne en se placant dans M’ = M N (RV + R(-V)).

On note A ’éventail dans N associé & V par le théoréme (2.4.1) et P(V) la variété
torique P(A). On note également E 'unique diviseur de Cartier horizontal T-invariant
sur P(V) tel que Kg = V. D’aprés (2.4.1), on sait que le faisceau O(E) est ample.

On associe alors & V la constante réelle L(V) définie de la maniére suivante :

L(V)= Sup Sup log||s(z)||E,c0 — M(s)) .
s€T(P(V)(0),0(E)) \zeP(V)(O
PROPOSITION 8.1.1. — La constante L(V) est bien définie et est positive.

Démonstration. — La différence :

Sup log |15(z) .00 — / log |s(z)| dy+
z€P(V) (0 st
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ne change pas lorsque s est multipliée par une constante A € C*. On a donc :

seP(T(P(V)(0),0(E))) \zeP(V)(O

Comme dim¢ (P(V)(C), O(E)) est finie, P(I'(P(V)(C),O(E))) est compact et 'on
déduit de la proposition (7.2.3) que |L(V)| < 4oo. Enfin pour toute section s €
T(P(V)(C),O(E)), on a:

| tosls(ol dut <
5%

L(V) = Sup ( Sup logl|s(2)||E,c0 — M(s)> )

Sup log]|s(@)l] .00 / dit = Sup  log|ls(2)|zees.
P(V)(O st z€P(V)(O

et donc L(V) > 0. O

Te

PROPOSITION 8.1.2. — Soient A’ un éventail complet dans Nr et E, un diviseur de
Cartier T-invariant sur P(A") tel que O(E,) soit engendré par ses sections globales.
Si Uon note Vi = Kg, C Mp le polytope conveze a sommets dans M associé ¢ E,
alors on a :

L(Vy) = Sup ( Sup log||s(z)|E;,00 — / log |s(z)| du+> :
s€(P(A)(C),0(E1)) \z€P(A")(0) st
Démonstration. — On pose V' = RV; +R(—V;) et 'on note M' = M NV'. Soit M"
un sous-groupe de M tel que 'on ait : M = M’ & M"; on tire :
T(C) = Spec(C[M']) x Spec(C[M""]) = G& M (C) x GBM"(C).

Notons pr; la premiére projection et soit m € M'. Par construction, m induit un
caractére xg, sur Gi§ M'(C) ¢ P(V1)(C). Du fait de I'inclusion M’ C M, m induit
également un caractére xR, sur T(C) C P(A")(C) et les deux caractéres sont liés par
la relation :

XK’ = X%ll Oprl :prr(x%ll)'

On note Ej le diviseur de Cartier T-invariant sur P(V1), dont P'existence est assurée
par le théoréme (2.4.1), tel que Kg; = V; et E} est ample. D’apreés la proposition
(2.3.10), on dispose d’un isomorphisme canonique :

pri : T(P(V1)(C), O(E;)) — L(P(A')(C), O(EL)).
Pour tout s € I'(P(V1)(C), O(E7)) et 2 € T(C), on a :
llpri ()@l 21 00 = [Is(pr1 ()l £} 00,

et comme G'8 ™' (C) (resp. T'(C)) est dense dans P(V;)(C) (resp. dans P(A’)(C)), on
a:

Sup |lpri(s)(@)llei,co =  Sup |ls(@')]l o0
z€P(8/)(C) 2/ €P(V1)(0)
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De plus, pour tout s € I'(P(V4)(C), O(E})), on a :

/ log pr’ (s) (2)| du* = / log [s(z')| du*.
8+ +/

N N
On en déduit que :
L(Vy) = Sup ( Sup log|ls(2')llEy,c0 —/ log |s(a")| du™
s€L(P(V1)(0),0(EY)) \z'€P(V1)(C) o
= Sw Sup _10g [s(2)ll5,0 ~ [ logls(a)|du” ).
se€T(P(A")(C),0(E1)) \zeP(A")(0) sy
O
ProrosiTioN 8.1.3 (Fonctorialité). — Soient Vi et Vo deuz polytopes convezes dans

M et soit V=V;1+Vy. Pourje€{l,2}, ona:

L(V;) < L(V).

Démonstration. — 11 suffit de démontrer le résultat pour j = 1.

On suppose que V est d’intérieur non vide (si tel n’est pas le cas, on s’y raméne en
se placant dans M' = M N (RV + R(—V)). D’aprés le théoréme (2.4.3), il existe des
diviseurs de Cartier T-invariants Ey, Ey sur P(V) tels que l'on ait K g; = V;j pour
j € {1,2}. Les faisceaux inversibles O(E;) et O(F2) sont engendrés par leurs sections
globales et 'on a E = E; + Ej.

Soit s; € T'(P(V)(C), O(Ey)) et soit zg € P(V)(C) tel que :

lls1(zo)llEy,00 = Sup |[[81(2)[| 21 00-
zeP(V)(O)

On peut trouver o € Anax tel que zg € C,,.

On déduit de I'égalité E = Ey 4+ FE> que my » = my, o +Mmy, . D’aprés le théoréme
(2.3.14) on a my, , € Va, et donc s; ® x™V2- € I'(P(V)(C), O(E)). De plus grace a
la proposition (3.3.1) on peut affirmer que :

lls1 @ X™¥27 (z0)|| 2,00 = lI51(20)| E1,00
et donc que :

Sup |ls1 @ X"V27 (2)[|Be0 2 Sup ls1(2)[|Ey,c0-
2€P(V)(0 2€P(V)(©)
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Comme fs;; log |x™v2:v|dut = 0, on déduit finalement de la proposition (8.1.2) la
majoration :

L(V1) = Sup ( Sup loglls1(z)|E1,00 — / loglsl(w)ldu+>
51€T(P(V)(0,0(E1)) \z€P(V)(0) 5%
< Sup ( Sup logIIS(fc)IIE,oo—/ logIS(x)Idu+)
sel(P(V)(0),0(E)) \zeP(V)(© st
= L(V).

O

8.1.2. Majoration de L(V).— Dans ce paragraphe, V désigne un polytope con-
vexe dans Mg & sommets dans M et supposé d’intérieur non vide (si tel n’est pas
le cas, on s’y raméne en se placant dans M' = M N (RV + R(-V))). On note V
I’ensemble des sommets de V et A 1’éventail complet associé & V par la construction
du théoréme (2.4.1). On note E le diviseur ample sur P(A) associé & V par cette
construction ; on sait que Kg = V.

D’aprés la remarque (2.4.4), il existe un raffinement A’ de A tel que P(A') est
projective et lisse. On note i, : P(A’) — P(A) le morphisme équivariant induit par
Pinclusion i : A" < A et on pose E' = (i4x)*(E). On sait alors que Kg' = V et que le
faisceau inversible O(E') est engendré par ses sections globales.

Suivant Lelong [Le2], on définit pour tout entier n strictement positif les constantes
suivantes :

%i% et Cp=0 pour n=1,
2n221
Z Z

1=2n— 1
La proposition suivante est une conséquence directe des énoncés donnés dans [Le2] :
PROPOSITION 8.1.4. — Soit P € C[X1,...,X,] un polyndme, on a :
Sup log|P(z1,...,2n)] — M(P) < (Cp + C,,) deg P.

J2i|<1
1<isn

Démonstration. — Voir [Le2, th. 2, prop. 4 et équation (14)]. Voir aussi [Le3]. O

A tout 0 € Al ,, on attache un nombre réel L(o) que l'on définit de la facon
suivante :
L(o) = Sup (Sup log ||s(2)]| 7,00 —/ long(fv)Idu+>~
sel(P(A)(0),0(E")) \z€C0s st
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L’éventail A’ étant complet, on déduit des propositions (3.2.3) et (8.1.2) I'égalité :
(43) L(V)= Sup L(o).
GeA;nax
Pour tout ¢ € A/ ., on choisit fi,..., fq une famille génératrice de o (qui est donc
une Z-base de N) et I'on note f7,..., f; la base duale de M.
Dans la carte affine ¢ : U,(C) — C? donnée par o(z) = (x'1 (2),...,x%(z)),
I’ensemble C,, est défini par les conditions :

Co={zeC: |zn|<1,..., |zl <1}

Soit s € T'(P(A")(C), O(E")). Dans la carte affine U,(C), la fonction rationnelle Q =
s+ x~™E est un polynéme. Comme

/ log |Q| du™ :/ log |s - x5 | dut =/ log |s|
S5 st st
et que pour tout © € C, on a :

log [|s(2)]| 5,00 = 10g|Q ()],

on obtient d’aprés la proposition (8.1.4) la majoration :

Sup log [15(2)] 2,00 — / log|s| du* = Sup log|Q(2)| — M(Q)
z€C, st |zi|<1
1<i<d

(44) < (Ca + Cp) deg(Q).

Au vu de la description des sections globales de O(E') que I’on déduit de la proposition
(2.3.10), il vient :

degQ<  Sup |m|: = Sup [lm]]1,

me V—mE:‘,, me VO*mE,'G
ot 'on a posé ||m|]; = Zle [{(fi,m)|. On déduit de cela et de (44) la majoration :

(45) Lie) < (Ca+Cq)  Sup |Imlls.
me(Vo—mpg: o)

Les relations (43) et (45) fournissent un procédé théorique pour 'obtention d’une
majoration de I'invariant L(V). Malheureusement, la détermination de ’éventail A’,
et a fortiori de la base fi,..., f4, repose non seulement sur la connaissance de la
géomeétrie du polytope V mais également sur les propriétés arithmétiques de ’éventail
A. Tl n’est donc pas possible, en général, de trouver une majoration de deg@ en
fonction de la géométrie du polytope V uniquement.

On suppose désormais que V est un polytope absolument simple, ce qui nous
autorise & poser A’ = A. On donne, dans ce cas, une majoration totalement explicite
de Vinvariant L(V) en terme de la combinatoire du polytope V.

Pour tout S € Vg on note 11(S),...,14(S) la base de M associée au sommet S
comme 3 la proposition (2.3.20).
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Pour tout S € Vg et tout P € (VN M) on peut trouver ags) (P),.. .,afis)(P) des
entiers positifs tels que :

d
P-8=3%"aP(P)(9).
=1

On pose alors :

d
Ns(P)=3"a(P) e N,
i=1
DEFINITION 8.1.5. — On appelle norme du polytope convexe absolument simple V

et on note N (V) lentier strictement positif défini par :

N(V)= Sup Sup Ns(5").
S€EVo 5'€Vo\{S}

PROPOSITION 8.1.6. — Soit V un polytope convexe absolument simple dans M. On
a:

L(V) < (Ca+ CyN (V).

Démonstration. — On déduit des définitions I'inégalité :
Sup  flmlli = Sup = Nmg,(S) < N(V),
me(Vo—mEg,o) SeVo\{mE,s}

valable pour tout ¢ € Apax, ce qui joint aux relations (43) et (45) donne le résultat
annoncé. O

8.2. Un théoréme de Bernstein-Koushnirenko arithmétique

8.2.1. Rappels.— Soient X € Z,(P(V)) et Y € Z,(P(V)) deux cycles effectifs tels
que p+¢q > d+1. On note Wy, ..., W, les composantes irréductibles de I'intersection
(ensembliste) | X | N|Y|, ce qui nous permet d’écrire :

IX|nlyl= |J wi.
1<igr
Pour tout 1 <i<r,ona:
(46) dimW; > p+q—d-1.

On dit que W; est propre si (46) est une égalité, et que W, est impropre sinon. On
définit alors la partie propre (X -Y)pr de lintersection de X avec Y par la formule :
(X Y)pe = Z miWi € Zpyq-a-1(P(V)),

W; propre
ou m; désigne la multiplicité d’intersection de X avec Y le long de W; donnée par

la formule des « Tor » de Serre. En d’autres termes, (X - Y),, est la somme des
composantes propres de 'intersection de X avec Y comptées avec leur multiplicité.
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Si X, Y et Z sont trois cycles effectifs de P(V), alors on a :
(X Y)pr - Z)pr = (X - (Y - Z)pr)prs

et dans toute la suite on écrira (X -Y - Z),,, pour désigner I'un ou l'autre de ces cycles.
Pour plus de détails sur ces questions, on peut consulter [BGS, §5.5] d’ou est
extraite notre présentation.
Ceci étant rappelé, nous énoncons les résultats que nous avons en vue :

8.2.2. Présentation des résultats.— On se place sur P(A’) une variété torique
projective lisse de dimension relative d, associée a un éventail A’ C Np.

On considére Fi,...,Ey des diviseurs de Cartier horizontaux T-invariants sur
P(A’) tels que les faisceaux inversibles O(Ey), ..., O(E4) soient engendrés par leurs
sections globales. On pose E = E1+---+Ejetonnote V= Kg, Vi = Kg,,...,Vg =
KE, les polytopes convexes & sommets dans M associés & E, Ey, ..., E4 respective-
ment ; on sait d’aprés (2.3.15) que V = V1 +- - -+ V4. On supposera ici que le polytope
V est d’intérieur non vide.

THEOREME 8.2.1. — Soient s1,...,54 des sections réguliéres non nulles sur P(A")
des faisceaur O(E),...,O(Ey) ; et notons div s1, ..., div sy respectivement le lieu de
leurs zéros. On a linégalité :

hmw ((div 81 - - - div 84)pr)

Z deg E El E\ : Ed)

deg(B7) hO(E)w(div i)

d
+Y L(Vi)deg(E- By -+ B, - Ea),
i=1
ot le symbole E signifie que ’on omet ce terme dans le produit d’intersection consi-
déré.
En utilisant le fait que :

deg(E-Ey---E;---Eg) =d'V(V,V1,...,V4,...,Va),

ou V(V,Vy,.. .,@\i, ..., Vgq) désigne le volume mixte des polytopes V,Vy,... ,ﬁ,
., Va4 (voir par exemple [Oda, §A.4 et p. 78-79] et aussi [Fu2, §5.4]) et 'égalité :

hoy_ (divs:) = deg(E?) M(s:),

oo
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valable pour tout 1 < ¢ < d d’aprés la proposition (7.2.1), on peut réécrire la majora-
tion du théoréme (8.2.1) sous la forme :

(47) hmoo ((le 81 div Sd)pr)

d
<A Y V(Y V..., Vi, Va) M(s:)

i=1

d
+d > L(V)V(V,V1,..., V5, ..., Va).
=1

DEFINITION 8.2.2. — Soit P € Z[X1,1/X4,...,X4,1/X4] un polynoéme de Laurent,
et notons (am )meza la famille presque nulle de ses coefficients (i.e. définie par ’égalité
P(X) = 3 heze@mX™). On appelle support du polynéme P et on note Supp P le
sous-ensemble fini de Z? défini par :

SuppP ={m € Z%: a, #0}.

Le polyhédre de Newton du polyndéme P est I’enveloppe convexe de son support
Supp P. C’est un polytope convexe & sommets dans Z¢.

Pour tout corps de nombres K C Q, notons Sk 1’ensemble canonique des places de
K (voir par exemple [Lan, II §1]). Pour tout v € Sk, on note | - |, la valeur absolue
normalisée sur K en la place v, celle-ci étant définie par : |-|, = |o(*)| si v est associée
4 un plongement réel 0 : K < R, |- |, = |o(+)|? si v est associée & un plongement
complexe 0 : K < C, et |- |, = (Np)~?() si v est une place non-archimédienne
associée & un idéal premier p de Ok.

On peut alors énoncer le corollaire suivant, de forme plus élémentaire :

COROLLAIRE 8.2.3. — Soient Py,...,P; € Z[X1,1/X1,...,Xq,1/X4] des polyné-
mes de Laurent & coefficients entiers, et notons V1, ...,V respectivement leur poly-
hédre de Newton. Notons V = V1 + -+ + Vg leur somme de Minkowski, que nous
supposons d’intérieur non vide. Notons Zy,...,Z4 le liew des zéros de Py, ..., Py res-
pectivement dans (Q°)% et (Zy N -+ N Zg)pe Vensemble des points isolés du schéma
Z1N---N Zg, et pour chaque point x de cet ensemble notons l(z) sa multiplicité et
hv(z) sa hauteur définie par l’égalité :

et = 3 tog ( max, "@l ).

mevVnM
VvESK

ot K désigne un corps de nombres contenant les coordonnées de . On a :

T Y @@ < VTV T Va) (MR + L(V),

T 2€(Z1NNZ3)pr i=1
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Démonstration. — Soit A I'éventail dans N que l'on associe & V grace au théoréme
(2.4.1) et soit E I'unique diviseur de Cartier horizontal T-invariant sur P(A) tel que
Kg =V et E est ample. D’aprés le théoréme (2.4.3) il existe des diviseurs de Cartier
horizontaux T-invariants E1, . .., E4 sur P(A) tels que pour tout 1 <1 < d, Kg, = V;
et le faisceau inversible O(E;) est engendré par ses sections globales. De plus on a
E=E+ -+ E4.

D’aprés la remarque (2.4.4), il existe un raffinement A’ de A tel que P(A’) est
projective et lisse. On note i, : P(A’) — P(A) le morphisme équivariant induit par
l'inclusion i : A’ <= A et on pose E' = (i,)*(E), E] = (ix)*(E1), ..., E} = (ix)*(Eq).
On sait alors que Kpr =V, Kg; = Vy,..., K g, = Va et que les faisceaux inversibles
O(E'), O(E}),...,O(E}) sont engendrés par leurs sections globales.

Pour tout 1 < ¢ < d, on déduit de 'inclusion Supp P; C V; que P; s’étend en une
section réguliére non nulle s} de E; sur P(A’). On peut donc appliquer I'inégalité (47)
sur P(A’) et on trouve :

haE—,)m ((le 5’1 - -div sii)pl‘)
d
<d S V(V,V1,..., Vi, .., Va) M(s})

i
i=1

d
+d Y L(V)V(V,V1,..., V..., Va).

=1

On se raméne de P(A")(Q) a4 T(Q) = (@*)d en utilisant la positivité de ho—(E—,—)

(cf. exemple 5.5.8). Enfin 1'égalité h(’)—(E‘_’j (z) = hv(z) pour tout z € (@*)d est une
conséquence directe de la construction par image inverse de ||.||g/ 00 (cf. §3.3.3). O

8.2.3. Démonstration du théoréme.— On montre tout d’abord le lemme sui-
vant :

LEMME 8.2.4. — Soit k un entier compris entre 1 et d, et soit Z € Zy(P(A')) un
cycle effectif tel que la section sy de O(Ey) ne soit identiquement nulle sur aucune
des composantes irréductibles de Z. On a :

hoE) . 0@, ..o, (£ divsk)

00?0

< o) oEy.......0E., (4)

001ty

ha (divsg)
+ deg(E E1 Ek—-l Z) (L(Vk) + deg(Ed) )
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Démonstration. — D’aprés le théoréme (5.5.6) alinéa (6), on a :

ho@®). 0 .0 2 AV sk) = hgmy oy, o). (4)

+ [ ogllselpcees @) Jer QT )+ 1 (OB
Z(0)

On déduit de la proposition (8.1.2) que :

Sup log sk (@)l Ey,00 < M(sk) + L(Vi).
2€P(A)(C)

De l'inégalité précédente et de la positivité des courants ¢i(O(E),,),c1(O(E1).),

,¢1(O(Eg-1) ) (cf. exemple 4.5.8) on tire que :

/ log [|sk| Ex,00 €1(O(E) oo )e1 (O(E1) o) -+ €1(O(Ek-1) )
Z(0)

< (/ CI(O(E)OO)CI(O(EI)OO)"’CI(O(Ek—l)oo)> (M (sk) + L(Vi))
Z(0)

=deg(E - Ey - Ex—1)(M(sx) + L(Vy)).
Enfin, on a d’apreés la proposition (7.2.1) ’égalité :

M(sg) = ——th (div si)

k deg(EY)
ce qui suffit & établir le résultat. O
Passons maintenant a la démonstration du théoréme. — On construit par récurren-

ce une suite finie Zy, Z1, ..., Z4 de cycles effectifs dans P(A’) tels que Z; € Z*(P(A"))
pour tout 0 < ¢ < d de la fagon suivante :

1. On pose Zy = P(A).
2. Pour i > 1, le cycle Z; est défini comme la somme avec multiplicités des com-
posantes de Z;_1 - div s44+1—; dont 'intersection avec div sq4—; est propre.

Comme dans P(A’) lintersection d’un cycle de codimension k par une hypersurface
est soit vide, soit un cycle de codimension k + 1, toute composante non vide de :

((|Zi=1) N | div sg41-i]) — | Zs]) N | div sg—s| N -+ N | div sy
est au moins de dimension 1. On est donc assuré de I’égalité :
Zg = (divsy -+ - div $q)pr-

Pour tout 1 < k < d, le cycle (Z4_y - divsg) — Zg—k+1 est effectif. On déduit de cela
et de 'exemple (5.5.8) que :

how® . o O(Ek_l)oo(Zd—k'H) S h(:)(E)oo,O(El)oo,‘..,O(Ek_l)oo(Zd—k ~div sg).
Du fait de la positivité des fibrés O(E), O(Ey),...,O(Eg—1) on a de méme :

deg(E-Ey - Ex_1 - Zq_) gdeg(E'El---E;--l?d).

0ty
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En appliquant le lemme (8.2.4), on obtient pour tout 1 < k < d inégalité :

hO(E)oo70(E1)°°,...,0(Ek_1)°o (Za—k+1)

< how)_ o) ..o, (Zd-*)

N hary (divsg)
+deg(E - Ey - Ey -+ Ey) (L(Vk) + _OEL_)

deg(E4)

Une récurrence finie permet alors de conclure. O
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