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RESUME

Ce mémoire établit les principales propriétés du calcul de Klein-
Gordon et en donne une application & l'oscillateur de Mathieu : la
relation de ce calcul a la mécanique relativiste est analogue a celle

du calcul de Weyl a la mécanique classique.

ABSTRACT

In this paper, the basic properties of the Klein-Gordon symbolic
calculus of operators are given, as well as an application to the
Mathieu oscillator : the relationship of this calculus to relativis-
tic mechanics is the same as that of the Weyl calculus to classical

mechanics.
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INTRODUCTION

On peut s'intéresser a la quantification pour des raisons tres
différentes. Si la mécanique gquantique des systémes a un nombre fini
de degrés de liberté a cessé, depuis longtemps, d'occuper une posi-
tion centrale parmi les questions que pose la physique théorique,
cela ne signifie pas, pour autant, que les idées qui en sont issues
aient cessé d'étre une source d'inspiration pour les mathématiques.
L'analyse harmonique fournit une deuxiéme raison de s'y intéresser,
soit que la quantification y soit regardée comme instrument fonda-
mental de la théorie des représentations, soit, plus simplement, que
l'on y voie une méthode de découverte de relations, ou de symétries,
nouvelles et parfois surprenantes. La liste de ces raisons n'est pas
close si 1l'on y ajoute que 1l'analyse pseudodifférentielle, qui aurait
pu “mais ne l'a, de fait, pas été - étre issue directement des rela-
tions d'Heisenberg, ne peut que gagner a une vision plus générale de

ses concepts. Ces trois points de vue ont guidé, a des degrés divers,
notre recherche dans ce domaine.

D'aprés le témoignage des physiciens les plus dignes de con-
fiance, la physique doit étre relativiste. Cela signifie, pour com-
mencer, que le groupe de Poincaré et les objets qui s'y rattachent
(équation des ondes...) sont un meilleur outil que le groupe de
Galilée, ou celui d'Heisenberg, pour une description acceptable de
la réalité. Bien entendu, un mathématicien est libre d'attacher son
intérét aux structures qu'il tient, de don propre jugement, comme les
plus intéressantes, en premier lieu les plus générales ou les plus
simples : & n'en pas douter, la mécanique relativiste est plus com-
pliquée que la mécanique newtonienne, et il en sera de méme pour ce
qui concerne l'analyse développée ici par comparaison & son analogue
non-relativiste. Notre ambition est, malgré cela, mathématique avant
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tout : nous pensons qu'une partie des mathématiques peut étre rela-
tiviste, et qu'il est intéressant d'explorer le nouveau domaine ainsi

congu.

Le présent travail développe de facon assez approfondie 1'analo-
gue relativiste du calcul symbolique des opérateurs : le calcul de
Klein-Gordon. Il introduit aussi une idée qui nous parait également
prometteuse, a savoir qu'une partie substantielle de la théorie des
fonctions spéciales peut étre généralisée sous un angle relativiste.

Défendons-nous d'avoir prétendu contribuer a une grandiose syn-
thése de la mécanique quantique et de la relativité : nous savons
bien que les véritables problémes posés par une telle unification
exigent (cf. Landau-Lifschitz [19], p.15) "des concepts physiques fon-
damentalement nouveaux" plutdt qu'un nouvel appareil mathématique ;
encore n'est-il pas sir qu'une telle quéte soit bien d'actualité.
Cependant, certains des obstacles souvent présentés contre l'exis-
tence d'une mécanique quantique relativiste analogue a la mécanique
quantique habituelle reposent sur une erreur que, croyons-nous, ce
travail peut aider a dissiper : celle-ci consiste a voir dans la
quantification relativiste une synthése de la mécanique classique
relativiste et des relations d'incertitude, en d'autres termes une
union contre nature des groupes de Poincaré et d'Heisenberg. Il y a
plus de soixante ans que l'équivalence - en vue de fonder la mécani-
que quantique - des points de vue d'Heisenberg et de Schrddinger a
été établie mais, par un accident flcheux, le premier a fini par étre
souvent confondu avec les relations du méme nom ; en réalité, les
relations de commutation dans une algébre de Lie quelconque sont la
bonne généralisation du premier point de vue, et les équations de
champ quelconques la bonne généralisation du second. A ce titre, on
peut fonder un calcul symbolique des opérateurs (une théorie des
observables, diraient les physiciens) sur le groupe de Poincaré, sans

nul besoin de faire intervenir celui d'Heisenberg.

A l'exception de la remarque qui précéde, nous n'avons pas la
prétention d'avoir contribué en quoi que ce soit a la physique. En
revanche, nous avons emprunté a cette derniére les concepts fondamen-
taux que sont l'espace-temps, l'équation de Klein-Gordon et la repré-
sentation de Bargmann-Wigner. Ils sont tous présentés, a la fagon
axiomatique traditionnelle des mathématiciens, dans les toutes pre-

miéres pages : apreés cela, il ne s'agira plus que de mathématiques.
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éQUATIONS d'EVOLUTION ET REGLES DE QUANTIFICATION

Le temps ne joue aucun rdle dans la définition de l'analyse

pseudo-différentielle de Weyl sur R : il ne s'agit pas d'autre
chose que de donner un sens aux "fonctions" des opérateurs (ne commu-
tant pas entre eux) qj = xj et pj = (Ziﬂ)-1 5%7 . On pourrait propo-

ser un programme analogue pour la définition d4 calcul de Klein-
Gordon, se bornant a dire qu'il faut, dans ce qui précéde, remplacer

g. par l'opérateur (non différentiel) x. (1- &
J J 41r2c2

suite que les relations de commutation différent si c < « de celles

b .
) : on voit de

d'Heisenberqg, faisant intervenir au lieu de l'opérateur identique

i
1l'opérateur <D> = (1- g 2) ®; également, la considération des opé-
4m%c
rateurs "de rotation " R., = (2iﬂ)-1(x. 2 X —2—) est inévitable.
jk j BXk k ij

Qu'il s'agisse du calcul de Weyl ou du calcul de Klein-Gordon,
ce qui précede est trop vague : il faut préciser ce que les opéra-

teurs qj et p. ont de particulier a l'égard de ce calcul. Les opéra-

teurs agissang sur des fonctions définies sur R" ont des symboles
(ce sont, pour les physiciens, les observables classiques) gui sont
des fonctions sur Rn><IRn. Il n'existe, c'est bien connu, aucun cal-
cul général des opérateurs possédant la propriété que le symbole de
tout commutateur AB-BA ne soit autre que le crochet de Poisson des
symboles respectifs des opérateurs A et B. En revanche, le calcul de
Klein-Gordon, comme celui de Weyl, est non pas caractérisé, mais tres
fortement contraint par le fait que la propriété que nous venons de
mentionner est exacte toutes les fois que l'opérateur A (ou B, cela
revient au méme) coincide avec 1l'un des opérateurs qj et pj : il
s'agit 13, sous sa forme infinitésimale, d'un fait de covariance.

Dans le cas relativiste, l'opérateur qj peut paraitre bizarre :
il ne 1l'est plus si, au lieu des fonctions u sur ]Rn, on fixe son

n+1

attention sur les fonctions U = thqiﬂ sur IR qui sont solutions

de 1l'équation de Klein-Gordon

A Lo~

4n202

el

0.1) (2am ™1 &= Foi-

|

|

et que, grlce a cette équation d'évolution, on identifie une telle
fonction a sa restriction & t = O ; en effet l'opérateur qj s'identi-
fie alors a l'opérateur différentiel
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(0.2) ay = (2im e hxy o ¢+ 34%] ,

lequel, on le voit facilement, opére sur les solutions de (0.1).
L'importance de cet opérateur vient de ce que c'est 1'un des généra-
teurs infinitésimaux de la représentation de Bargmann-Wigner dont il
sera question plus loin, a savoir celui qui correspond au groupe de
transformations "spéciales" de Lorentz dont la formule se trouve dars
tous les ouvrages élémentaires sur la relativité restreinte. L'essen-
tiel de la construction du calcul de Klein-Gordon tient dans 1l'utili-
sation de 1l'équation de champ (0.1) pour prolonger les fonctions

sur l'espace en fonctions particuliéres sur l'espace-temps. On pour-
rait, disons-le tout de suite, se servir au lieu de (0.1) de l'équa-
tion de Schr8dinger libre pour effectuer ce prolongement : ce n'est
pas, alors, le calcul symbolique de Klein-Gordon que 1l'on obtien-
drait, mais le calcul de Weyl.

L'une des ambitions de la méthode de quantification proposée ici
est du reste de permettre un calcul des observables liées aux parti-
cules (libres, ou bien dans des champs possédant de hauts degrés de
symétrie) d'une espéce particuliére, caractérisée par 1'équation de
champ associée. C'est ainsi que 1l'on peut concevoir un calcul de

Schr8dinger (c'est exactement celui de Weyl), de Klein-Gordon, de

Dirac... Ici, il s'agit de particules relativistes massives sans
spin : d'aprés Feynman ([9],p.37), les mésons 7 sont de tels objets.
L'équation (0.1) se distingue de 1'équation oY = —4ﬂ2czﬁ', aussi

appelée équation de Klein-Gordon, en ce que seules les énergies posi-
tives sont considérées : sinon, il faut introduire également 1l'anti-
particule, mais on s'en passera a une exception peu importante prés
(dans la section 15). Les analogies entre la relation du calcul de
Klein-Gordon a l'équation du méme nom d'une part, la relation du cal-
cul de Weyl a l'équation de Schrddinger d'autre part, ne sont a au-

cun endroit mises en défaut.

Un autre fait capital est que, lorsque c tend vers 1l'infini,
non seulement 1l'opérateur qj tend vers son analogue non-relativiste,
mais de plus toute l'analyse de Klein-Gordon se contracte vers celle
de Weyl. L'importance du fait analogue relatif a la mécanique clas-
sique a été maintes fois souligné. Par ailleurs, cette observation
permet quelques vérifications spectaculaires : en effet, il est plai-
sant de voir que certaines formules, assez compliquées, de l'analyse
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de Klein-Gordon, perdent tout leur exotisme a la limite non-relati-
viste. Ces considérations sont reléguées a la section 16. Nous avons
choisi, pour des raisons essentiellement typographiques, de fixer
dans le reste du volume des unités de vitesse et d'action telles que
c = h =1, et choisi également la masse de la particule observée

comme unité.

Le calcul symbolique de Klein-Gordon a été initialement intro-
duit dans [37] , comme sous-produit de l'analyse sur le cbne de lu-
mieére solide [36]: cette derniére était elle-méme le fruit d'une as-
sez longue évolution, issue d'une proposition en vue d'une théorie
générale de la quantification des espaces hermitiens symétriques [33].
Bien des efforts, et prés de trois ans, ont été nécessaires pour pas-
ser d'une définition du calcul de Klein-Gordon a la théorie utilisa-
ble présentée ici. La construction méme du calcul est, pensons-nous,
plus attrayante telle qu'elle est exposée ici : en voici les grandes

lignes.
CONSTRUCTION DU CALCUL DE KLEIN-GORDON

Partons d'une définition axiomatique de 1l'espace-temps de Min-

kowski Mn : c'est un espace affine de dimension n+1 muni d'un d52

+1
a un carré positif et n carrés négatifs. Les automorphismes de cette
structure constituent le groupe de Poincaré 3’. Un observateur w est

la structure additionnelle qui doue IM d'une origine, et le sé-

pare en la somme directe de deux sous—;;;Lces T et E de dimensions 1
et n respectivement, chacun étant muni en outre d'une orientation,
de telle sorte que T et E soient orthogonaux, et que d52 soit positif
sur T, et négatif sur E . Pour des raisons d'orientation, il y a
quatre sortes d'observateurs : on n'en retient qu'une. Consultant le
chapitre CPT de n'importe quel livre sur la théorie des champs (par
exemple Bogolubov, Logunov et Todorov [3]), l'observateur w posséde
une conception de la symétrie spatiale P : celle-ci lui est cependant
personnelle et sera donc notée P, i deux observateurs seront déclarés
équivalents si leurs opérateurs de symétrie spatiale coincident.
Fixons un observateur de référence, ce qui permet d'identifier
l'espace-temps a ]Rn+1 : on note, conformément & un usage en physi-
que, X = (t,X) ou x = (xo;§) les points de l'espace-temps ; cette
convention est commode pour le lecteur, a défaut de 1'étre pour le
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typographe. Le dual de IRn+1 est l'espace des covecteurs d'énergie-

impulsion p = (pOTE). On s'intéresse a une particule libre de masse 1,
ce qui revient a dire, au sens de la mécanique classique (relativiste
que p €M, feuillet d'hyperboloide d'équation Py = (1+I5|2)%, encore
appelé(abusivement) hyperboloide de masse. L'application v }—>
(1-|v|2)_%(1,—v) identifie la boule des vitesses (lvl < c = 1) a L.
La ligne d'univers d'une particule de masse 1 et de vitesse v est une
droite dans l'espace-temps, de vecteur directeur (1,v) ou encore
(po,iﬁ). L'espace des états, au sens de la mécanique classique, d'une
particule libre de masse 1 , est l'espace ( constitué des couples
(x;p) = (t[?;p) tels que p €N, cet espace est pour nous l'espace de
phase. Il est élémentaire, mais au fond tout a fait remarquable,
qu'il s'identifie de fagon naturelle a l'espace des observateurs dont
il a été question plus haut. Sous cette identification, les observa-
teurs attachés a (x;p) et (y;gq) sont équivalents si et seulement si

g = p et que, de plus, x et y appartiennent a la méme ligne d'univers
de vecteur directeur (po,:g). Par définition, les symboles, ou encore
symboles admissibles, sont les fonctions sur { qui prennent les
mémes valeurs en deux points équivalents : bien que § soit une va-
riété de dimension 2n+1, les symboles peuvent étre identifiés, quoi-
que de facgon non canonique, a l'espace des fonctions sur une variété
de dimension 2n, par exemple {0} x R® xJf ; il faut résister & 1'en-
vie d'effectuer une telle identification chaque fois que l'action du
groupe de Lorentz sur les symboles est en jeu, parce que les trans-
formations de Lorentz ne conservent pas l'espace {0} x R" constitué
des vecteurs qui sont purement spatiaux du point de vue de 1l'obser-
vateur de référence.

L'application qui & une fonction u = u(¥) sur R" associe la
fonction %;u sur l'hyperboloide de masse définie par (f%u)(p) =
Py u(p), ou i est la transformée de Fourier de u, constltue une iso-
métrie de l'espace de Sobolev H:(R") sur l'espace L (Jﬂ iPq 1dp) ;
l'appllcatloni%/fournlt en outre une formule commode pour prolonger
u, définie sur ®r" , en une fonction W sur 1l'espace-temps solution de
(0.1). L'espace L (mt;po dp) est, classiquement (voir Bogolubov-
Logunov-Todorov [ 3] ou bien Reed-Simon [28]), 1l'espace a une parti-
cule de la théorie du champ libre. Qu'il soit bien clair que, pour
le moment tout au moins, nos présentes investigations n'ont rien a
voir avec la théorie des champs méme si, aux énergies ou les effets

relativistes sont appréciables, les créations et annihilations de
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particules sont, du point de vue de la physique, les aspects les plus
intéressants. Le groupe de Lorentz opére de fagon naturelle sur l'es-
pace L2(3ﬁ4p;1d53, et le groupe des translations purement spatiales
opére naturellement sur H? (R™) : cependant, si l'on veut voir claire-
ment la représentation, due a Wigner et Bargmann, du groupe de Poin-
caré (orthochrone) sur 1l'un de ces deux espaces (identifiés au moyen
de*@y), il est préférable de définir celle-ci sur les fonctions défi-
nies sur l'espace-temps, au moyen de la formule

(0.3) (UM, (x) = Y (x-a)) :

dans cette formule (M,a) est un élément du groupe de Poincaré, c'est-
a-dire, par référence a la décomposition de ce groupe en un produit
semi-direct, le couple constitué d'une transformation de Lorentz M
et d'un vecteur a EIRn+1. C'est 1l'une des caractéristiques du calcul
de Klein-Gordon que, pour bien voir les actions de groupe, il faut
passer dans l'espace-temps, c'est-a-dire prolonger u en 3: solution
de l'équation d'évolution (0.1) : de méme, il faut regarder les
symboles comme des fonctions surimn+1X3n<, bien que la condition

d'admissibilité, traduite par exemple par 1l'édquation différentielle

(0.4) Pqs a_axl = .Z Pj a—axg_ '

o 32 ]
permette d'identifier un symbole g & sa restriction & {0} x R® xJt .
En revanche, pour comprendre la structure hilbertienne de l'espace
H%(IRn), il faut considérer u et non U ; également, les espaces
utiles de symboles seront définis par des conditions (des majorations
sur les dérivées) portant sur leur restriction & t = O. Tout ceci ne

présente pas de difficulté, mais nécessite un peu d'entrainement.

La définition fondamentale du calcul de Klein-Gordon est celle

de l'opérateur de parité

(0.5) o, = U(R))

associé, au moyen de la représentation de Bargmann-Wigner U définie
en (0.3), & la symétrie spatiale P, attachée a un observateur w :
c'est un opérateur a la fois unitaire et autoadjoint sur B (IR™) et,
bien entendu, ce texte en donnera une représentation intégrale plus

concréte. Si A est un opérateur linéaire & trace sur 1l'espace HX(RD),
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on définit le symbole passif de A comme la fonction g sur l'espace
des observateurs telle que g(w) = 2nTr(A0w) pour tout w : c'est une
fonction admissible, i.e. vérifiant (0.4). Il existe une deuxiéme es-
peéce de symbole, le symbole actif f (c'est toujours une fonction
admissible) : c'est celle qui permet d'écrire A comme superposition
linéaire des opérateurs de parité, sous la forme

_ n —v-. - — -
(0.6) A =2 N f(O,x,p)O(O,x;p)dx dp.
R XM
Les deux espeéces de symboles sont liées par la relation g = v it
avec VA = (1+(41r)_2|:|)>‘/2 : sur les fonctions admissibles, 1l'opérateur

vA

est parfaitement défini, malgré les apparences trompeuses. Il
serait trés facile, et sans intérét particulier, de modifier le cal-
cul pour n'avoir affaire qu'a une espéce de symbole : la seule chose
qui compte (et elle est vérifiée), c'est que les opérateurs VA con-
servent les classes de symboles dont il sera question plus loin ;
quant aux puissances entiéres de V, elles jouent un rdle envahissant
dans le calcul symbolique, qui semble tenir plus a la nature des
choses qu'au choix de la formule de correspondance entre symboles et
opérateurs. Le formalisme de Klein-Gordon est, bien entendu, covariant
a4 1'égard du groupe de Poincaré, expression qui signifie que l'action
géométrique de ce groupe sur les symboles est, en un sens familier,
compatible avec la représentation de Bargmann-Wigner.

ETATS COHERENTS.

Voici une situation trés fréquente dans l'analyse pseudo-diffé-
rentielle. On dispose d'un espace de Hilbert H, d'une variété Q et
d'un calcul symbolique associant a toute fonction f raisonnable sur
 un opérateur linéaire (en général non borné) Op(f) sur H. On a
défini par ailleurs un espace riemannien II et un noyau positif K sur
I x I, croissant assez rapidement loin de la diagonale. Enfin, on
s'est donné une famille d'états cohérents paramétrée par I , c'est-

d'éléments de H. Il est alors treés

a-dire une famille (WZ)Z €
utile, si on le peut, de caractériser, par exemple par des majora-
tions portant sur les dérivées de f, les symboles tels que 1l'opéra-
teur associé possede la propriété suivante : pour tout N > 0 , il
existe une constante C > O telle que, quels que soient Z et 2' € I ,
on ait 1'inégalité

(0.7) 1(Op(£)¥, ,by0) 1 ¢ CK(z,2')) 7 .
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Les états cohérents tirent leur nom d'une notion familiére aux phy-
siciens, mais ici aucune minimisation d'incertitude n'est requise.
Moyennant des conditions suffisantes trés simples a élucider, por-
tant & la fois sur la famille des états cohérents et sur le noyau K,
on voit facilement que les opérateurs ainsi caractérisés constituent
des algébres d'opérateurs bornés sur H . Inaugurée dans [31] dans le
cadre du calcul de Weyl, cette méthode d'analyse des opérateurs
pseudo-différentiels est particuliérement utile dans les cas ou la
formule de composition des symboles est trop compliquée, voire encore
inconnue (cf. par exemple [36] ou [40] ).

La famille d'états cohérents utilisée dans tout ce travail est
paramétrée par l'espace IR" xML : on note ¢_ ces fonctions. Elles

Y.q
sont extraites d'une famille plus large (wz), paramétrée par le

+
domaine C+iIRn L

qui est le tube complexe au-dessus du cdne de lu-
miere solide C : le prolongement ﬁ; de wz en une fonction sur l'es-

pace-temps (défini par 1l'équation (0.1)) est donné par

~J - -1 -
(0.8) WZ(X) _ e 21<Z-ix,p> po1 dﬁ .
(o
Les fonctions ¥, sont permutées entre elles sous l'action du groupe
de Poincaré définie par la représentation de Bargmann-Wigner, mais

la famille (¢, ) des états cohérents n'est pas, et ne saurait étre,

Y:q
globalement invariante par l'action du groupe de Poincaré : elle

privilégie la classe des observateurs au repos par rapport a 1l'obser-
vateur de référence. D'ailleurs, aucune classe de symboles non tri-
viale définie par des majorations portant sur les dérivées n'est, de
facon uniforme, invariante sous l'action du groupe de Poincaré ep .
Cela n'empéche pas le calcul de Klein-Gordon d'étre covariant sous
l'action de ce groupe ; mais il faut résister a 1'idée que tout,

dans un calcul relativiste, doit étre 9° -invariant d'une fagon au-
tomatique : en un sens tout a fait analogue, dans le calcul de Weyl,
aucune classe de symboles n'est uniformément invariante sous 1l'ac-
tion du groupe symplectique, bien qu'il y ait covariance relative-
ment & ce groupe. Signalons que d'autres choix de familles d'états
cohérents, issues de la famille (wz) par un autre processus de sélec-
tion, auraient conduit a une caractérisation du genre (0.7) avec
d'autres classes de symboles : mais le choix fait ici répond bien a
notre propos, puisqu'en particulier les états cohérents choisis
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deviennent, lorsque c¢ tend vers 1'infini, les états cohérents du type
gaussien au moyen desquels on peut caractériser la famille d'opéra-
teurs pseudo-différentiels au sens classique la plus simple, notée

' . o
d'habitude So,o .

En liaison avec le calcul de Weyl, il existe une fonction que
1'on peut associer a un opérateur, et qui est beaucoup moins digne de
considération que le symbole de Weyl : c'est le symbole normal, ou
symbole de Wick, bien connu des physiciens, et dont la définition la
plus naturelle repose sur les états cohérents de type gaussien dont
il a été gquestion plus haut. Le symbole de Wick est la version du
symbole de Weyl adoucie au moyen de 1l'opérateur exp é% , ou A est le
laplacien de l'espace de phase. Comme le calcul (ou ordre) normal-
antinormal a malgré tout un intérét en théorie des champs, nous avons
explicité le lien entre le symbole de Klein-Gordon d'un opérateur et
son symbole de Wick relativiste, entendant par la la notion analogue

basée sur la famille d'états cohérents (o , ).
Y:q

LE CALCUL SYMBOLIQUE DES OPERATEURS

Le noyau K(V,q;V',q') qui intervient dans (0.7) est le produit
de deux facteurs. Le premier est qoq5-€E[§'> : si wet w' sont les1
observateurs (Of?;q) et (O;§';q') € % , cela s'écrit aussi (1—|v|2)~T
si v est la vélocité de W' relativement a @ . Quant au deuxiéme fac-
teur, c'est 1+ N§4§'m q expression dans laquelle la norme i mq
est duale de celle qui tient compte de la contraction de Lorentz liée

a la transition de w a l'observateur de référence.

Pour définir une classe de symboles, il faut commencer par dé-
finir un poids m : c'est une fonction > O sur R'< ML telle que
(m(¥,q)) "
Les symboles de poids m sont alors les fonctions g admissibles sur
9= m*' xM , identifiées a leur restriction a {0} x R™ xJ1, qui
sont majorées par Cm et gardent cette propriété aprés qu'on leur ait

m(y',q') soit majoré par une puissance de XK(y,q;y',q').

appliqué n'importe quel produit des opérateurs différentiels sur

R™ xJM_ choisis dans une certaine liste. Cette liste est caractéris-
tique, dans une large mesure, des types de problémes que 1l'analyse
ainsi développée est susceptible de résoudre. Pour la classe de sym-
boles de Klein-Gordon étudiée dans ce volume, les opérateurs appli-
cables aux symboles au sens que l'on vient de définir sont les opé-
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rateurs

-1 9 - 9
e: = Py Ix , €. = Py Py 32— = P 55)
J o 3XJ 3j o 3j X, k ij
et

€. = w=— € =L p. = .
9p.. ! 9p.
J P] J P:J

Les symboles de poids m = 1 possédent la propriété caractéristique

(0.7), dont il existe une généralisation permettant la considération
de poids quelconques : il s'agit de la partie la plus technique de ce
travail mais, comme on l'a dit plus haut, elle permet d'établir aus-
sitdt certains des faits essentiels relatifs au calcul symbolique.
Lorsque n = 1, il n'y a pas d'opérateur ejk , et le lecteur pourra
noter que la classe de symboles étudiée est celle habituellement
notée S1'1 : elle est bien adaptée au calcul de Klein-Gordon en une
dimension, a défaut de 1'étre au calcul de Weyl.

La formule de composition des symboles de 1'analyse de Klein-
Gordon est plus complexe que sa contrepartie non relativiste : cela
est dl principalement au fait que deux formules distinctes méritent
notre attention. La premiére est un développement asymptotique dont
l'aspect, en dehors de certains caractéres manifestement relativistes,
n'est pas trop exotique par rapport au développement analogue du cal-
cul de Weyl : si 1'on est pressé de jeter un coup d'oeil & cette for-
mule, on la trouvera dans le lemme 14.6 dans le cas de deux symboles
polynomiaux relativement aux variables spatio-temporelles ; mais des
hypothéses d'une nature peu surprenante (que l'application des opé-

rateurs ej ou e non seulement ne fasse rien perdre, mais encore

fasse gagner deikfacteurs supplémentaires) permettent (théoréme 14.11)
de donner a la formule un sens asymptotique correct pour des symboles
généraux. Il s'agit la, tout lecteur au courant de l'analyse pseudo-
différentielle 1l'aura reconnu, du fait central qui justifie 1l'exis-

tence d'un calcul symbolique.

Un exemple trés simple montrera cependant en quoi la formule que
nous venons de discuter n'est pas entiérement satisfaisante. Consi-

dérons le composé pj=# g de deux symboles de Klein-Gordon dont le
1 9
ox. °
J

premier est le symbole de 1'opérateur (2im)

On obtient le développement asymptotique
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P4t g~ (4in)_1 Jﬁl+p.[g+ 5 (_1)k+1(4ﬂ)-2k 1.3...(2k-3) o kg]
J X5 T3 pyg 2K k1

qui fait intervenir une série ayant une infinité de termes. Cela peut
paraitre fécheux, puisque dans le calcul de Weyl, au contraire, la
composition de deux symboles dont 1l'un est polynomial en (x,£) (on
dirait (;[B) avec les notations adoptées ici) ne fait jamais inter-
venir qu'un nombre fini de termes. En réalité, la formule ci-haut
peut s'écrire sous la forme exacte

(0.9) pj# g = (4im) 7 a—a)-%- + ijg

dans laquelle il n'y a que deux termes. Les sections 12 et 13 sont
consacrées a l'obtention de formules de ce genre, valables lorsque
1'un des facteurs est le symbole d'un élément de 1l'algébre envelop-
pante : celle-ci est 1l'algébre d'opérateurs engendrée par les généra-
teurs infinitésimaux Dj’ <D> = (1—(21!)-2 ZD?)% ’ Bj = xj<D> et Rjk =

j de la représentation de Bargmann-Wigner.

Dans ces formules exactes, les puissances entiéres de 1l'opéra-

ijk-ka

teur non local V apparaissent un peu partout : ce fait est inhérent
a l'analyse relativiste des opérateurs, fondée sur la version (0.1)
de l'équation de Klein-Gordon, dans laquelle intervient l'opérateur
d'énergie <D>, non local lui non plus.

L'OSCILLATEUR DE MATHIEU

Les éléments de l'algébre enveloppante sont les opérateurs les
plus dignes d'une étude systématique en ce qu'ils sont naturellement
liés a la représentation de Bargmann-Wigner du groupe de Poincaré.
Dans le cas de la représentation d'Heisenberg, on sait que les opéra-
teurs dans l'algébre enveloppante qui sont globalement de degré deux
relativement aux générateurs infinitésimaux sont eux-mémes les géné-
rateurs infinitésimaux d'une nouvelle représentation, la représenta-
tion métaplectique. Presque rien de tel n'existe dans le cas relati-
viste mais, soulignons-le, une comparaison serait trés injuste : en
effet, les opérateurs de rotation Rjk sont des générateurs infinité-
simaux de la représentation de Bargmann-Wigner, alors qu'ils sont
déja de degré deux pour celle d'Heisenberg ; aussi, l'opérateur de
moment cinétique total ER?k est de degré deux dans un cas mais de
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degré quatre dans l'autre...

Dans le seul but d'indiquer, sur un exemple, pourquoi la consi-
dération de l'antiparticule est parfois indispensable, nous avons
explicité un groupe de transformations unitaires engendré (infinité-
simalement) par 1l'analogue relativiste Z(Bij+Dij) de l'opérateur
d'Euler.

Mais c'est & la version relativiste de l'oscillateur harmonique
que nous avons consacré le plus d'efforts. Il est instructif ici de
revenir a des unités quelconques pour rendre bien visible la limite
non relativiste. L'oscillateur de la théorie est 1l'opérateur L auto-
adjoint sur H%Cmn)(la norme sur cet espace dépendant de c) défini
par

-1

(0.10) L= 2(B§+D§)-c‘2

r R% .

jex K

I1 posséde la propriété remarquable de commuter avec 1'opérateur

: H%(HJU-——>IP(Dﬂ;p;1d5) si, & l'arrivée, on se sert des coor-
données'ﬁ pour identifier M et r". Lorsque c¢ tend vers 1l'infini, il
se contracte vers l'oscillateur harmonique. L'étude de ses propriétés
qualitatives (le spectre est discret et les fonctions propres sont
dans SPtmn)) ne présente pas de difficulté : a titre d'exercice,
nous avons fait reposer cette étude sur l'utilisation du calcul sym-
bolique de Klein-Gordon, mais on pourrait bien sfir , 1l'opérateur
étant "treés" positif, s'en tirer sans cela.

Cependant, 1l'ambition du calcul de Klein-Gordon n'est pas limi-
tée & 1'analyse pseudo-différentielle : dans un but plus proche de
1'analyse harmonique, nous avons cherché a obtenir un certain nombre
de formules exactes relatives & L, nous limitant au cas ol n = 1 &
cause de la complexité des calculs. Alors, l'oscillateur L devient

2
(0.11} L = (-4n)'1[£l§ - an?x?+c7 % (x é%)

dx

2 .

Ce n'est autre, sous le changement de variable x = ¢ sht , que 1l'opé-
rateur de Mathieu modifié

2
(—4ncz)—1[31— - 2n2c4ch 2t+2nzc4] .
at?

Les fonctions de Mathieu (modifiées ou non) sont peut-étre les
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plus mystérieuses des fonctions spéciales, en ce qu'elles ne sont pas
lides & la fonction hypergéométrique et que leur lien avec la repré-
sentation des groupes est des plus ténus : nous pensons que le pré-

sent contexte est susceptible d'offrir un nouveau point de vue sur ce

sujet. Soit Obk) la suite des fonctions propres normalisées de L .

Comprendre complgiz;ent l'opérateur L, c'est &tre capable d'expliciter
sa résolvante, par exemple au moyen du symbole (de Klein-Gordon) de
cette derniére ; il revient au méme de savoir expliciter, pour chaque
k, la fonction de Wigner active wﬁf(wk,wk), ce par quoi l'on entend

le symbole de Klein-Gordon actif de 1l'opérateur de projection ortho-
gonale sur l'espace engendré par wk . Or, on montre que l'on peut
écrire

#
(0.12) WY (0 (0,%15p) = by (p2x5+p7)

ol (hk) est la suite des fonctions propres (convenablement normali-
sées) d'un nouvel opérateur sur (0O,«), l'oscillateur de Mathieu-

Laguerre M, défini par

d
dr

2
+

4 2
2 dr

(0. 13) -4 = r

_ 2 -2 d d
4nr+c T a
On voit que la limite non relativiste de cet opérateur est 1l'opéra-

teur de Laguerre.

La preuve des faits qui précédent est cependant considérablement
plus difficile que les faits connus qui en sont la limite quand c
tend vers 1'infini : elle repose sur le calcul symbolique (sans res-

tes) dans 1l'algeébre enveloppante.

AVERTISSEMENT

Sans soupgonner le lecteur d'étre aussi maladroit que 1l'auteur
de ces Notes, nous croyons utile de le mettre en garde contre deux
sources d'erreur qui nous ont fait trébucher plusieurs fois. La pre-
miére consiste en l'usage immodéré des opérateurs différentiels sur
l'espace de phase qui ne conservent pas la relation d'admissibilité
(0.4). En effet, s'il est parfaitement licite d'appliquer, par exem-
ple, un opérateur tel que 5%— a4 la restriction g, d'un symbole g a

1l'espace {0} x R™" xJU, il ne faut pas oublier que la fonction égl
J
n'est plus déterminée par sa restriction a cet espace ; cependant,
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29 coincide sur {0} x R® x)YL avec une fonction admissible, image de

)
J
g par un opérateur explicité en (14.1) et qui n'est pas tout & fait

T Il est trés fréquent que l'on se serve de la relation d'admis-
3
s

ibilité pour prolonger les symboles.
L'espace de phase est Q = RO, ce qui signifie que les
coordonnées (pO;E) ne sont pas indépendantes. A la seule exception

d'une partie de la section 12, ol la considération de Rn+1 x C a

facilité les calculs (C est le cbne de lumiére solide), on s'interdit

absolument de donner un sens a — . Cependant, =2 = El , et c'est
3P, Py Py

ainsi que, par exemple , si l'on a 5&— <xX,p> = pj pour j20, on a

p .
3—g—'<x,p> = xj+xo El pour j » 1 : il ne faut pas oublier le deuxiéme
3 o

terme malgré 1l'apparence débonnaire de <x,p>.

L'analyse relativiste est non seulement plus compliquée que
l'analyse non relativiste : elle est en outre beaucoup plus diffici-
le & dactylographier. C'est pourquoi Jje remercie particuliérement
Madame Rousseaux de s'étre acquittée avec autant de compétence et

de gentillesse de ce travail.






I - L'ESPACE-TEMPS ET L'ESPACE DES OBSERVATEURS.

DﬁFINITION 1.17. Soit n » 1. L'esEace-temEsimn+1, ou espace de
Minkowski, est un espace affine réel de dimension n+1 muni d'une

métrique indéfinie d52 a un carré positif et n carrés négatifs. Le

groupe de Poincaré Q? est le groupe des automorphismes de]Mn+1 qui

préservent le d52 ; le groupe de Poincaré propre g; est la compo-
i

sante neutre de

Rappelons que Q? a quatre composantes connexes. Désignons par

ﬁ§n+1 1'espace vectoriel des translations de ]Mn et, pour tout

+1
élément P de QP , par P la partie linéaire de P : l'ensemble des
éléments ff(qui sont des automorphismes de iﬁn+1) constitue le

groupe de Lorentz é@ dont la composante neutre est le groupe de

Lorentz propre éeo .

DﬁfINITION 1.2. Un observateur non-restreint est un triple w =(x,T,E),

ou x EJMn+1 et {T,E) est un couple de sous-espaces vectoriels de
~J

ﬂwn+1 , chacun étant en outre muni d'une orientation, de telle sorte
que les conditions suivantes soient vérifides : (i) dim T = 1,

dim E = n, et ds2 restreint a T (resp. E) est défini positif (resp.

défini négatif) ; (ii) T et E sont orthogonaux relativement au ds2.

On aura bien sir compris que T et E sont le temps et l'espace
envisagés du point de vue de l'observateur non-restreint w . Le
groupe de Poincaré opére sur l'ensemble des observateurs non-res-
treints par la formule

(1.1) P.(x,T,E) = (Px, BT, DE) :

la définition des structures orientées des sous—espaces'ﬁT et PE

est celle qui rend positives les restrictions de PaTetaEr.Il
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est clair que cette action est transitive et que le stabilisateur de
w = (x,T,E) est canoniqguement isomorphe au groupe O+(E) des rotations
sur T et E seront toujours
=T@E .

~J
de E. Les projections prq et pPry de ]Mn+1

entendues relativement a la décomposition nnn+1

DEFINITION 1.3. Pour tout w = (x,T,E), la symétrie spatiale P, est

1'unique transformation affine de Bﬂn+1 telle que : (i) wa = X ;

-~
(ii) Pz =z si z €T, ?’z = -z si z € E . En d'autres termes
w == w =

(1.2) Pwy = x + prT(y—x) - prE(y—x)

pour tout y € Dnn+1

Remarque . La notation Pw rappellera que Pw appartient au groupe
de Poincaré (mais pas a E?O si n est impair) : si l'on excepte le
fait, essentiel ici, de sa dépendance par rapport a l'observateur,
on notera qu'il s'agit bien de la symétrie spatiale traditionnelle-
ment notée P (voir le chapitre CPT de n'importe quel livre sur la

théorie des champs, par exemple [ 31]).

. . o <
Fixons un observateur non-restreint Wy = (x ,TO,EO) comme réfé-
rence : alors un observateur sera n'importe quel w de la forme w

= P.w, avec P € @’O . On désignera par Q l'espace des observateurs

w : il nous servira plus loin d'espace de phase, et il importe d'en

donner une paramétrisation liée au choix de Wy -

La donnée de w, met en évidence les espaces euclidiens orientés

TO et Eo , Obtenus en restreignant d52 ou —ds2 selon le cas :dési-

gnons par || la norme sur Eo et par €o le vecteur unitaire posi-

o
nd

tif de To . Pour tout P € €Po on peut écrire Pegy = aey + w avec

2

a” = "w"i = 1 et (puisque 3'1appartient augroupe de Lorentz propre)

o > O . Le vecteur viy = a W appartient ala boule—EPité ouverte me)
de Eo : évidemment v, ne dépend que de l'action de P sur €, - Le
vecteur v, doit &tre interprété comme la vitesse de P.w, relative-
ment & Wy s considérée dans le repeére propre a Wy -

PROPOSITION 1.4. Etant donné We = (XO,TO,EO)E Q, l'application
Pr—»(Pxo—xo, V.~ ) établit par passage au quotient une bijection de

= @ /0f
&= “o/O (Eg) sur M ,x B(E,) .

Preuve. Fixant une base orthonormée positive de Eo , Oon se raméne
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. ~ = -
sans perte de généralité au cas ou IMn+1= nnn+1={x:(t,x);t €R, xenfﬁ,
et ot de plus ds? = at’~ [a%1? , x° = 0, T_ = Rx{0jet E_ = {0O}xR":

la symétrie spatiale Pm n'est alors autre que l'application liné-

aire J (elle interviendga partout dans ce travail) définie par
(1.3) J(t,X) = (£, -X).

IS

Le fait de s'astreindre & surmonter d'une fléche les vecteurs d'es-
pace, contrairement & ceux d'espace-temps, contribuera beaucoup a la
clarté : c'est du reste conforme a l'usage en physique.

Dans le systéme de coordonnées choisi, le groupe de Lorentz &£

s'identifie au groupe des matrices M qui vérifient la relation

M'J = JM_1 (on désigne par M' la matrice transposée de M) : de plus,
Eo (le vecteur unitaire positif de T ) devient le premier vecteur de
j)j>o de IRn+1, et O+(EO) devient le sous-groupe
{1} xso(n) de éﬁ% constitué des matrices M € éi; qui fixent e . En-
fin, 950 est identifié & un produit semi-direct de éi; par IRn+1 si
1l'on représente par le couple (M,a)€ éf; XIRn+1
Poincaré x+—> Mx + a .

la base canonique (€

la transformation de

Un boost (le lecteur pardonnera, nous l'espérons, cet anglicis-
me : "transformation spéciale de Lorentz" est vraiment trop long)
est une matrice M €€ autoadjointe définie positive : nécessairement,
alors, M € éf;, et puisque (JM%J)2 = (M_%)Z, la matrice M% est éga-
lement un boost. Etant donnée M € éf%, on peut écrire M = AK avec
A= (MM')% , ce qui entraine que K € &&_ n SO(n+1) = {1} xSO(n) :
la matrice A est le boost associé a M. Alors les transformations de
Poincaré (M,a) et (M1, a1) définissent le méme observateur si et
seulement si a = a, et A = A1 , en désignant par A (resp. A1) le
boost associé a M (resp. M1)ﬂPour terminer la preuve de la proposi-
tion 1.4, il reste seulement a montrer que, étant donné v € R"
vérifiant |v|] < 1, il existe un unique boost A tel que

[ 1 1
(1.4) al: = (1-Ivi?)TE V :

.

.

les conditions v = a_1w , 0> 0 et oaz-lwl2 = 1 (voir ci-haut la défi-
nition de v., ) imposent en effet o = (1-lv12)_%.

KOESO(n) et y €IR tels que

Choisissons
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<
-

= (th W) K

<& e
Oeee

nt

et soit K = ( é g ) : alors (1.4) s'écrit
o

_1 _
K A K €q = (ch u)eo + (sh u)e1 .

Cette condition montre que (chu shU 0...0) est la premiére ligne du
boost K_1AK , d'ou il résulte facilement que

ch u sh u
sh ¢ ch -

(1.5) K 'axk =

Ceci termine la preuve de la proposition 1.4. Notons que la matrice
au second membre de (1.5) s'appelle le boost de vitesse thu dans
la direction °/ax, .

Il est important d'expliciter 1l'action du groupe de Poincaré
n+1 x B avec Bn={v€IRn:lvl<1}.
Un observateur w = (N,x).wO est représenté par le couple (x,v), ou

propre sur  dans la réalisation @ = IR

v est 1ié au vecteur unitaire positif € de T par la relation

%

(1.6) e, = (=1viH) ™ .

w
Si (M,a) QQPO et si w' = (M,a).w est représenté par le couple
(x',v'), on a d'une part la relation x' = Mx + a, d'autre part la
formule
_ 2,-% 1y o 2y=% 1
(1.7) (1=1v1%) M(v) = (1=-Iv"'17) (v')
qui exprime que g , = Mew .
Dans le cas ou M =( 8 g ) avec K, € SO(n) on en déduit que
o
' =
(1.8) v KV .

Lorsque M est le boost de vitesse w = th py dans la direction a/3x1,
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défini au second membre de (1.5), on résoud sans peine (1.7) et 1'am
trouve
shyu + V4 ch u V.

. S
Vi chu+ v,shu r v

V- k
k chyu + v1shu

ou, en d'autres termes,
2.3
V.,+w v, (1-w")?
(1.9) V'=-—l———— v__k_______
: 1 1+v1w ! k 1+v1w

Les formules (1.8) et (1.9) ne sont autres que les formules ha-
bituelles de transformation relativiste des vitesses (cf. par exem-
ple Landau-Lifschitz [ 18], p. 22).

Examinons enfin la symétrie spatiale Pw dans les coordonnées
(x;v) = (£,%;v) de Q . Comme €w engendre T (avec w = (x,T,E)), 1'é-
quation <z,J€u7=o ou J a été définie eg (1.3), caractérise l'espace
E , orthogonal de T relativement au ds~ de Minkowski . Il résulte
de la que la partie linéaire JV = ?; de P, est donnée par

(1.10) Jvz = -z + 2 <z,Jew > e,

(en particulier JO = J). De facon équivalente, on a

(1.11) proz = <z,Je > €0
et
(1.12) prpz = z - <z,Jew> €y *
Si w= (x,T,S) et wy = (x1,T,S), de telle sorte que €y = Ewqr
on a Pw = Pm1 si et seulement si x—x1 est un multiple de €, : en

conséquence la symétrie spatiale P, ne dépend que de (X-tv;v).






ITI -~ LE CALCUL SYMBOLIQUE DE KLEIN-GORDON.

Pour donner un contenu physique aux considérations de la section
précédente on suppose choisies des unités physiques telle que la
constante de Planck h et lavitesse de la lumiére c soient égales a
1. Il est quelquefois préférable de ne pas faire ce choix : c'est
ainsi que la section 16 montrera que le calcul de Klein-Gordon
se contracte vers le calcul de Weyl lorsque c—o00 .

On s'intéresse a une particule libre, sans spin, dont la masse
m a été choisie comme unité : encore une fois, ce choix ne s'impose
pas toujours ; ainsi les développements asymptotiques semi-classi-

ques, dont il ne sera pas question ici, se font suivant les puis-

1 1

sances de m ' ou , si 1'on préfére, de hm ' .

*
L'espace vectoriel Eﬁn+1 dual de iﬁ) est l'espace des covec-

+1
teurs d'énergie-impulsion : dans les coordonnées duales de celles

choisies sur iﬁn+1 ils se notent p = (po,B). Le covecteur d'énergie-
impulsion d'une particule de masse 1 et de vitesse v (relativement

a l'observateur de référence wo) est donné par

2)%

(2.1) p = (p,/B) = (1-1vl V).

Le signe moins provient de ce que c'est le d52 de Minkowski qui

. s . ~ .
fournit le seul isomorphisme canonique de nnn sur son dual : ceci

+1
explique certaines incohérences de signe entre le présent travail

et [37] , et c'est ici que nous faisons le bon choix.

Le covecteur p défini en (2.1) décrit, lorsque v varie dans B/
1'hypoerboloide de masse)ﬂ,d'équation P, = (1+|312)% : 11 s'agit bien
slir, en réalité, d'un seul feuilletiﬂL d'un hyperboloide a deux
feuillets. On munit JfL du point de base e, = (1,0,...,0) attaché a
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la particule de vitesse nulle. Sous l'application v+ p définie
en (2.1), on identifie la boule des vitesses Bn a M . Il convient
donc de transférer sur 3“_ l'action décrite dans la section 1 du
groupe éeo : compte tenu de (1.7) et de l'équation JMJ = M'-1, on
voit que M € éﬁ_ agit sur M de facon linéaire, par la formule
p M p Tout ceci est bien classique, et 1l'on en profite pour

donner enfin la présentation définitive de 1l'espace @

DEFINITION 2.1. L'espace de phase ( est constitué des points (x;p)

= (t,¥;p) € ®rH xM . L'action du groupe de Poincaré propre {Po
sur 2 est donnée par

(M,a). (x;p) = (Mx + a; M' 'p).

Sous l'action du groupe de Lorentz propre,)ﬂ, posséde une mesure
invariante, a savoir p;1d§ : ce fait élémentaire intervient dans la
description de l'espace a une particule de la théorie du champ libre
(voir par exemple Reed-Simon [28], t.2, p.70).
n+1

Le groupe de Poincaré propre opére sur 1l'espace fy (IR

des
n+1 )

distributions tempérées sur IR par la représentation U telle que

(2.2) (UM, a)T) (x) = T(M ' (x-a)),
ce par quoi 1l'on entend que
(2.3) <UM,a)T, o> = <T,x+—> @(Mx + a)>

pour toute fonction ¢ ES&IR“+1). Cette action est réductible, et on

1'étend sans changement au groupe de Poincaré orthochrone {Pf, sous—

groupe maximal de q)contenant GPO et ne comprenant pas la symétrie
temporelle (t,#)+—>(-t,%). Comme &' comprend les symétries spatiales

P, on peut, pour tout observateur w , définir 1l'opérateur de parité
%, par

(2.4) o, = U(Pw) H

cette définition est fondamentale pour tout ce qui suit.

L'espace de Hilbert au centre des considérations n'est pas ici
(contralrement a ce qui se passe dans le calcul de Weyl) 1l'espace
L (R™) , mais 1° espace de Sobolev H (nz) il est commode d'adopter
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la notation suivante de Kumano-go .

> n =2 212, %
NOTATION 2.2. Pour tout § € IR , On _pose <&> = (1+|£| ) , de sorte

- 2 4%
que 535 =g, si (go,Eﬂe M. on pose également <D> = [1—(2n) 2 22—5] :
c'est l'opérateur pseudo-différentiel sur Rr" de symbole axj

. s -
ordinaire <&> .

Le produit scalaire dans l'espace H%(IRn)est alors donné par
1'une des formules équivalentes

(2.5) (w, vl = (<D>u,v) =f DHAUDv@Dar
IRn
AD>SA > >
=l gu®virar ,

o
m

dans lesquelles le produit scalaire non affecté d'indice est celui
de Lz(IRn) et 0 désigne la transformée de Fourier de u , normalisée
sous la forme

(2.6) a® = S a (D) e 2im<E Dyy |

A toute fonction u ¢ H%(IRn) on associe la fonction 4%u sur
1'hyperboloide de masse définie par

(2.7) (Gu) ) = p, WD
On a alors

(2.8) i = | I‘%u(p)] 2 p lag
H

autrement dit 4% est une isométrie de H%(IRn) sur Lz(ﬁn)
= L2(3¢(7p;1d3) : ceci est bien connu (cf. par exemple [ 71, t.2,
p. 402).

Inversement, on a u(X) = 370[?) si 1'on pose, pour tout x€ZRn+n
(2.9) ¥(x) =J e2”<x'1°>(%u) (p)p, & -
i
Soient A le laplacien & 3—2 sur R" et le d'Alembertien O = 22 -A
X 2
ot
sur ]RIH‘l J

~JS
. Le prolongement U de u vérifie 1'équation de Klein-Gordon

(2.10) Oy - _4.”231
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et, plus précisément, l'équation

R B ~
(2.11) (2im) T - <D> U .
Si W et ¥ sont les prolongements (vérifiant (2.11)) de u et

v € H%(IRn), et si ¥ = U(M,a)d au sens de (2.2), (2.9) permet d'é-
tablir entre 4%u et 4%v la relation

(2.12) (%v) (p) = e 2im<arp> (%u) (M'p) .

Si 1'on identifie, au moyen de u —> T, 1'espace H%(IRn) a un sous-
espace de Sf'(IRn+1) , la formule (2.12) montre que la représentation
U de 6’1 dans (8' (]Rn”) peut étre restreinte a H%(R") : on obtient
alors une représentation unitaire. Celle-ci (due a Bargmann et
Wigneﬂ est tout a fait classique, et l'on sait qu'elle est irréduc-
tible.

En particulier, pour tout observateur w = (x;p), la symétrie Pw
s'écrit (M,a) = (Jv,x—va), ol v est 1ié a p par (2.1) et JV est
donné par (1.10) : on note alors que €, (défini en (1.6)) est donné
par

(2.13) e, = P .
La formule (2.12) fournit enfin, pour tout p' € M' et toute fonction
u € H%(Hgl), la relation

(2.14) (igowu)(p') = (1%,u)(spp')exp 2im <x,Spp'—p'>

si 1l'on désigne par S_ la transposée de Jy v autrement dit la trans-

formation linéaire de IRn+1 telle que

(2.15) Spp' = -p' + 2 <p',Jp>p .

Au sens de la géométrie intrinseque de )Y (c'est un espace riemannien
symétrique), la restriction de S_ 3WM( n'est autre que la symétrie
géodésique autour de p € N : la formule (2.14) permet alors 1'iden-
tification du calcul de Klein-Gordon tel qu'il va immédiatement étre
défini a celui qui avait initialement été proposé dans [37](cf.

(2.2) et section 4 de cet article).
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DEFINITION 2.3. Soit A un opérateur a trace sur H%(IRn). Son symbole,

ou symbole passif, au sens du calcul de Klein-Gordon, est la fonction

continue g sur 9 définie par
glw) = 2nTr(Acw)

PROPOSITION 2.4. Le symbole g de A est admissible : cela signifie,
par définition, que g(w) = g(t,?}v) ne dépend que de (X- tv;v) ou
encore, sous la paramétrisation de @ donnée dans la définition 2.1,

-1> .
que g(w) ne dépend que de X + X PP i p). Le calcul de Klein-Gor-

don est covariant sous l'action du groupe Q’ : pour tout (M,a)€ J

et tout opérateur a4 trace A sur H%(Hz) , le symbole de U(M, a)AU(M,ar

est g o(M,a) =1 si g est celui de A.

Preuve. On a remarqué & la fin de la section 1 que la symétrie Pw

ne dépend que de X -tv;v), ce qui montre le premier point. Avec v
et p liés par (2.1), notons désormais Jp la transformation (1.10)
jusqu'a présent notée I, (pour tenir compte de la nouvelle paramétri-
sation de Q) : on a donc

(2.16) Jpz = -z + 2 <z,p> Jp
pour tout z ¢ ]Rn+1 , d'ol il résulte immédiatement que
Moo=
p ~ "M'p
pour tout M eée . Avec p, = (J ,x—Jpx) dans l'écriture du groupe

de Poincaré comme produit seml—dlrect, on en déduit pour tout yenz 1

et tout (M,a) € G; 1'égalité

-1

(2.17) M,2)"'p_(M,a)y = 3y, v + M—1(x—a)~JM.pM—1(x—a)

p

autrement dit

(2.18) a,2)7'e (Ma) =P _, - -
(M " (x-a);M'p) (M,a) ".w

Par suite

(2.19) U(M,a)-1 o, UM,a) =0 -1 ,
(Mla) X

ce qui entraine la proposition.
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Avant d'introduire, comme il est nécessaire, une deuxidme espeéce

de symbole, il nous faut revenir a des considérations géométriques.

DEFINITION 2.5. Le fibré spatial IE est la partie de Q constituée

des couples (x;p) € Bgﬁq xM tels que <x,p> = O : on note aussi Ep

1'hyperplan d'équation < x,p > = O pour p fixé, et Ej celui qui cor-
respond a p = e, r autrement dit l'espace des x € R+ tels que

Xo = (O

Remarque . d'aprés (2.13), Ep n'est autre que la composante spatiale
E de l'espace-temps pour un observateur dont la vitesse par rapport

a 1l'observateur de référence est v = -p;13'. Il est évident que Sf;

(mais non QPO) opére sur IE puisque Mx € E -1 si x € Ep . Comme a
M' 'p

toute vitesse v est associé un boost/\ de facon canonique (A=A avec

la notation de (1.4)) , le fibré IE est canoniquement trivialisable:

en effet, si Jp = /\eo, 1'équation <x,p> = O équivaut a (f\—1x) =0,

o
d'ou Ej, =AE, . L'application /\ est l'application x —»>y avec

(2.20) Yo = PoXo <B, ¥ >
=% - xo_p' + (1+po)_1< BE>T .

<

Le plus simple pour s'en convaincre est de constater que A\ , ainsi
p p

définie, est autoadjointe positive, que yg - YYIZ = xé - ﬁﬂz , en-
1
. 0 Po
fin que /\ . = ;3' . Lorsque x parcourt EO , i.e. Xq = o, vy
. /
(0]
parcourt Ep : ce dernier espace peut encore étre paramétré par E?,
et comme
9y o8 . (1+Po)—1p'pk
Xy jk J

on a (cf. appendice)

(2.21) d (1+(1+p0)'1|‘§]2)d§= pax .

<y
1

Une autre facon de décrire Ep consiste a projeter ]Rn+1sur E

parallélement au supplémentaire de E  relativement au d52 : d'apres

(1.12), 1l'opérateur de projection est l'application x+» 2z avec

(2.22) z = x - < x,p > Jp.
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Si x parcourt Eo, alors z parcourt Ep et (cf. appendice)

az = (+1g1Hax = p aF .
Sur IE , la mesure p;2 df'ds'est invariante par le groupe de
Lorentz propre : cette invariance sous le groupe des rotations spa-
tiales est en effet triviale, et il suffit de la démontrer dans le

cas du boost A attaché a un covecteur d'énergie-impulsion p' au
moyen des formules (2.20). L'équation /\.(x;p) = (y;q) signifie que
y =Ax et g =/\_1 !

p, et l'on sait déja que q;1dq = p; dp . De plus,

-, —» _1
d'apres (2.20), 4, = pépo+ <p',p> et comme x € Ep ; On a X =-pg <X,D>
d'ou

? = ; + P; <;ZI§> §'+(1+Pé)_1<;r—§'>;| .
D'apreés l'appendice, on a donc
-
gz - P ] -1 ' "1—», - 1 —1 > - -1
ax 1+ <Bhpy B +14pg) B> = RS+ P, BB = Po 9
Enfin
=1 = > -2

-2 . > -1 _ > -
9, dy 49 = p, 9, dx dq = p " dx dp ,

ce qui traduit bien 1l'invariance de la mesure p;Z d?'dﬁ .

DEFINITION 2.6. Soit f une fonction admissible sur @ : cela signifie,

rappelons-le, que f(x;p) ne dépend que de (§+xop;1§}p),en d'autres
termes gque f vérifie l'équation différentielle

of of
Py 55 = LPj 5 -
[e} ° J axj

Supposons que l'on ait

J I£(x;p) | p_zdb‘c‘dp’< .
E (o)

Alors l'opérateur Op(f) de symbole actif f est l'opérateur borné sur
H* (R®) défini par 1'identité
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-2
op(f) = 20 JIE £(xiP)0 (4,0 Pg ax dp .

PROPOSITION 2.7. Le symbole actif satisfait & la méme propriété de
covariance (énoncée dans la proposition 2.4) que le svmbole passif.

Si A = Op(f), si B est un opérateur a trace sur B (R") et si g est
le symbole passif de B, on a

Tr (BA) = J f(x;p)g(x;p)pgzd?df)‘.
E

Le symbole actif ou passif de 1l'adjoint d'un opérateur est le conju-

gué du symbole correspondant de ce dernier .

Preuve. Les deux derniers points sont une conséquence immédiate des
définitions et du fait (entrainé par (2.14)) que les opérateurs de
parité % sont non seulement unitaires, mais encore involutifs, donc
autoadjoints. En utilisant (2.19) et l'invariance de la mesure
pgde'dﬁ sur IE, on obtient pour toute transformation M Ec%; la for-
mule

U(M,0)0p(£)U(M, 0" = Op(£ o(M,0)7 ).

Rappelons par ailleurs (2.22) que l'application xr—>2z = x-<x,p>Jp
établit une bijection linéaire de E, sur Ep, et que dz = pg ax” .
Comme Z + zop;1§' =X+ xop;13 , la condition d'admissibilité des
symboles (cf. déf.6) montre que f(z;p) = f(x;p) et que g vérifie la
¢ e (x;p) ne dé-
pend que de (X + X Py P i p) pour (x;p) € @ . Tout ceci permet de
remplacer la définition 2.6 de l'opérateur Op(f) par la définition

méme propriété. Il a déja été observé, également, que o

équivalente

(2.23) op(f) = 2"

- -> >
f(O,x,p)o(o’—}-{»;p) dx dp.
R M
Cette formule sera bien souvent préférée a la définition originale.
Compte tenu de (2.19), elle fournit immédiatement 1'identité

1

U(I,a)0p(£)U(I,a)” " = Op(f o(I,a)”"

)

dans le cas ou a = (0;3). Enfin, la condition d'admissibilité

- -
£(a,,¥5p) = £(0,%+a p]'Pip),
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jointe & (2.19), permet d'obtenir la covariance de la correspondance
Op sous l'effet des translations temporelles U(I,(ao,g)) : ceci ter-
mine la preuve de la proposition 2.7.

Soit £ = f(x;p) une fonction continue sur ( & croissance lente
par rapport a x et désignons par Qﬁf la transformée de Fourier de £
relativement & x . Supposons que le support de (qF1f)(£;p) soit du

genre espace, c'est-a-dire que 1l'on ait l?ﬁz-éi > O sur ce support.
On peut alors, pour tout A réel, définir

(2.24) v = (14 (am) "20) M2

par la formule

(2.25) F(vre) (g = U1v 22122621V 2(F 0 (g5p) -

Si % est entier » O , il s'agit bien de l'opérateur différentiel

défini en (2.24), o désignant l'opérateur d'Alembertien

(2.26) 0=—%x=-I —5 .

Si f est admissible, c'est-a-dire si <Jp, %5) = 0 (cf.définition

2.6), on a <Jp,&> = O sur le support de QF1f , lequel est donc du

-2 . —>
genre espace. On a méme, sur ce support, gg < p0213|2|g|2

d'ou rgIZ_gg 5 p;2|}i2 > % pgzlilzi Il est aiors facile (se
ramenant au cas ol -\ est assez grand) de voir que V' conserve l'es-
pace des symboles admissibles continus sur @ qui, pour tout p, ont
par rapport a x des dérivées de tous ordres bornées : on verra des
faits plus précis dans la section 8 . L'énoncé qui suit est une ré-
pétition du théoréme 4.1 de [37] : la démonstration présentée ici
introduira des formules utiles pour la suite.

THEOREME 2.8. L'application Op s'étend en une application continue

injective de l'espace de Hilbert des symboles admissibles vérifiant

(2.27) Jlf(o,‘x‘;p) 12 &% ap <

b2
dans l'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H? (RY). L'image

de cette application est dense. L'application "symbole passif"

s'étend en une application continue de l'espace des opérateurs de
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1

Hilbert-Schmidt sur H (R") dans l'espace des svmboles admissibles

vérifiant (2.27). Finalement, si A = Op(f), le symbole passif g de

A est donné par g = v g, ou v ™ étend l'opérateur qui a été défini
en (2.24).

Preuve. La condition d'admissibilité montre que la norme hilbertien-

ne sur l'espace de symboles considéré s'écrit aussi

1
£ - [j £ (x;p) 1%p %% dBl” .
VIE

Grdce a la proposition 2.7, il suffit donc d'établir d'une part que
v " est continu a image dense' sur cet espace de symboles, d'autre

part que si A = Op(f) on a 1'égalité

(2.28) Tr (A*A) = { (v’“?)(x;p)f(x;p)pgzaf dp :
JIE
on remarquera d'ailleurs que la proposition 2.7 exprime que les ap-

plications Op et "symbole passif" sont adjointes l'une de 1l'autre.

Pour tout (—;Z;p) €]Rn <M 1le point (-p;1<'3'<),~§>,§<’;p) appartient au
fibré spatial IE : on pose alors

(2.29) £ (Rip) = £(-p_ <%, B>,%:p)

et, si g = VAf, on se propose d'expliciter la relation entre f]E et
9E - On part a cet effet de (2.25), en ne confondant pas 3:1f et la
transformée de Fourier Gﬂfna de fE) relativement aux seules varia-
bles X : en se servant de la condition d'admissibilité on voit que

f prend la méme valeur aux points (x;p) et (x-<x,p>Jp;p) € E, ce qui
permet d'écrire au sens des distributions

ge-mxo&o —2ind, B
o

—> > >
(<F1f)(€;p) = fE:(x+<x[§>p+xop65;p)dxod§’.

On effectue le changement de variables défini par

— — - > -
Y = X+<X,P>P+X PP

2

0d?{'.et

d'ou, d'apres l'appendice, d;'= P
';{’_—‘_ -1 — —2—>—>>—»
= YTP, X P-P, <Y/P>P :

on obtient alors
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-2 —=> =) > > -1 > —
(2.30) (F£) (£5p) = p " (T £0) (E-p “<p,E>pip) 8 (E =P, <B,E>) .
-1 > > .
Lorsque 50 = Py <p,&£> on a, si l'on pose
— - —_ —
T = Ep 0B, 0 B,
la relation
1£1%-82 = m12ecp,m>?

ainsi qu'on le vérifie en développant le membre de droite. La formule
(2.25) donne alors

2 A ;
(2.31) (Fogp) Tip) = [+ 2(M2+E, DIV EF £ ) (Mip) .
19E 4 TE
Il est immédiat que,si X ¢ O, v} est continu & image dense dans l'es-
pace de symboles envisagé.

Pour tout (x;p) €IE on a X, = —p;1€§}§3, ce qui permet, pour

tout p' eml, d'écrire

% <x,Spp'—p'> = =<x,p'>+<p',Ip><x,p>

= K,-p'+p 'pip>

= 1P P, PoP> .
La formule (2.14) donne alors

4imdx 4§'+p_1pf53
’
(\%Op(fm (p") = 2“[fE (Xip) (%u) (syp')e ° e pozd;z ap.
~

Si l'on élimine la variable d'intégration ?Tau profit de la variable
7;" définie par p" = Spp' on obtient, au prix d'un calcul qui sera

détaillé en (7.6) et (7.7), la relation

o

dﬁ' n-1

(2.32) B = 2% (<p',Ip>) 50
dp o

il en résulte que le noyau de l'opérateur {3Op(f){%:1 relativement

a la mesure pg_1d3'est la fonction

(2.33) k(p',p") = p;1 (<p',Jp>)1_n((3’“1fE ) (2(?'—p;1pc')?);p).

Le carré de la norme de Hilbert-Schmidt de A n'est autre que 1'inté-
grale Ik(p',p")iz(pc',p(';)_1
variable inverse de celui effectué précédemment on obtient

dEWdE“. En effectuant le changement de

n 1-n > =1 > 2 -3_,-1 %
(2.34) Tr (A*A) = 2 j(<p‘,Jp> l‘y1fE (2(p'-p, PiP)iP) |"P, 7P dp dp’.
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Enfin, on pose 7 = 2(;'—p;1pgg) d'ol

an. . '
1 s, -odlk
2 ap'y J Py, P'y

et,d'aprés 1l'appendice,

1 -

-n dn -1 > -1
27 == = 1-(pgpl) <p/p'> = (p,pl) <p,Ip'>.

ap'
En développant, on vérifie 1l'égalité
Lomi?

1+ 7 +<B, 2 = <p',Ip>?

d'ou

(2.35)  Tr(a*a) = [[1+%(|71’|2+<3,?>2)1'“/2 | % £ (i) |*p 2dB dn.

Avec l'aide de (2.31), cette formule permet d'obtenir (2.28), ce qui
achéve de prouver le théoréme 2.8.



III - UNE DIGRESSION SUR LE CALCUL DE WEYL.

Les présentations connues du calcul de Weyl - duquel le lecteur
est probablement un familier - mettent assez mal en évidence son
analogie pourtant flagrante avec le calcul de Klein-Gordon. C'est
pourquoi nous allons en exposer trés briévement une construction
(déja parue dans [36], section 19) dont l'originalité est d'étre
basée sur 1l'équation de Schrddinger libre, et de ne rien devoir au
groupe d'Heisenberg. Cela permettra sans doute de mieux comprendre
ce qui précéde : en méme temps, cela préparera la suite, et répondra
par avance aux questions que ne pourrait manquer de se poser le lec-
teur qui attribuerait - a tort - au groupe de Poincaré un statut
analogue a celui d'Heisenberg.

C'est en effet le groupe de Galilée qui est 1l'analogue non rela-

tiviste du groupe de Poincaré. Partons ainsi de l'espace-temps non

n+1

relativiste 1R et considérons le groupe Go (c'est l'analogue du

groupe de Lorentz propre éeo) constitué des transformations linéai-
n+1

res M de IR qui conservent la coordonnée-temps Xg la métrique
dégénérée d52 = Id§]2 et l'orientation de 1l'espace (ici absolu)
E = {x : Xy = O} . On écrit M = (K,v) avec K € SO(n) et v € Rr" si

M est la transformation

N
(3.1) (xo,;())H(xo,Kx + x,v)

Les transformations (I,v) sont les boosts non-relativistes. Le

groupe de Galilée FO (analogue de qz) est engendré par GO et par

les translations x+—X + a, a € ]Rn+1

L'équation liant 1l'impulsion et 1l'énergie d'une particule libre
2, =2 2 4
Ipl® = m“c

est p, = (Zm)_1IBW2 au lieu de pg—c . Avec des choix

d'unités convenables, il faut donc remplacer 1l'hyperboloide de
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masse par le paraboloide de masse M (cette notation, et d'autres

plus loin, ne seront employées que dans la présente section dans
1 =2 .

5 Ilpl™ . Si M € GO ,

ne conserve pas JI{ , mais 1'on obtient quand méme une action

leur acception non relativiste) d'équation P, =
M?
du groupe G, sur N en faisant agir M = (K,v) sur YL via la trans-
formation affine M. telle que

(3.2) M.p = (p°—<v,K$> + %Ivl2 , Kp-v) = M“qp +(%IVI2,-V)

comme on le vérifie a 1'aide de la formule

(3.3) (K',v') (K,v) = (K'K, K'v+v').

Un observateur reste une classe & gauche de Iy relativement au
sous—-groupe compact maximal SO(n) : il est caractérisé par un couple
(x,v) € IIRn+1
l'espace E, mais le temps T du point de vue de l'observateur w=(x,V)
est la droite engendrée par le vecteur (1,v). Il convient donc (cf.

X IRn; tous les observateurs ont la méme conception de

(1.10)) de définir la transformation Jv par
(3.4) I, (%0 R) = (x,,2x V%)
et la symétrie Pw = P(x,v) par
(3.5) Pwy = x + Jv(y—x).
La mesure invariante sur M est &3, et la transformation (ana-

logue de (2.7)) devient 1'isométrie de L2 (R") sur Lz(m,dia’) définie
par

(3.6) (Gu) (p) = AE).

Si 1'on pose

(3.7) Vi) = 2P (Qu) (praF
m

montre que le prolongement T de u vérifie 1'é-
quation de Schrédinger libre

1'équation Py = %WE?IZ

R
(3.8) 4im % Au

.

o

Si M = (K,v) GGO et a € R", on est conduit & définir U(M,a) (en gé-
néralisant (2.12)) par
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(3.9) Qun,a)w (p) = e~2im<a,p> @) m ' p).

On obtient ainsi une représentation unitaire projective de G, dans

L2 : si N = (L,w) €G° et b € ]Rn, on vérifie en effet la formule

a
(3.10) U(N,b)U(M,a) = U(NM,Na+b)exp-2in (21wl %+ <LZ,w>)

dans laquelle le facteur supplémentaire de module 1 vient de ce que
l'action N_! , non linéaire, ne se transpose pas sans correction.
D'aprés (3.6) et (3.9), on a en particulier

. —>
(3.11) (U((I,v),00u) @) = uE@e 2T*v>
et
(3.12) (U((1,0) ,a)u) () = u(X-3)
si a =(O,53 : le groupe engendré par les boosts et par les transla-

tions purement spatiales a donc pour image par U le groupe d'Heisen-
berg. Il est important de noter dés maintenant que ce dernier fait
n'a pas d'analogue relativiste car, sous une conjugaison par un
boost relativiste, une translation purement spatiale (0,33 ne reste
pas de cette forme.

On peut étendre la définition (3.9) au cas ol K € O(n) (et pas
nécessairement a SO(n)), et définir 0, essentiellement comme en
(2.4) : cependant, comme on n'a affaire qu'ad une représentation pro-
jective, on posera Oy = A(w)U(Pw) avec A(w) choisi de telle sorte
que o soit involutive. Soit w = (x,v) et par suite Pw = (Jv,x—va)
d'apres (3.5) : on a x=J X = (O,2§L2xov) d'aprés (3.4), et la for-
mule (3.10), appliquée avec (M,a) = (N,b) = ((—I,2v),x—va), montre
que l'on obtient le résultat souhaité a condition de prendre A{w) =
exp 4in<vlexov>. Les formules (3.9) et (3.2) fournissent alors la
définition

. -
(3.13) (i%owU)(p) - e“”“’""x"‘O”(%m (py+2<v,B>+2IvI?,B-2v)

d'ou
4in<v,§1(§Lx v)>
(3.14) (0,0) ) = u(2(E-x v)-Y)e °.
Il est alors possible de définir le symbole de Weyl g d'un opé-

rateur a trace A par la formule g(w) = 2nTr(Aow) parfaitement ana-
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logue & la définition 2.3 : on obtient une fonction admissible,
c'est-a-dire ne dépendant que de (§onv,v). On peut confondre le
symbole g avec sa restriction & 1'hyperplan Xy = 0, et la formule
obtenuecoincide (cf. par exemple [36], p.15) avec la définition usu-
elle du calcul de Weyl : on peut, si l'on préfére, généraliser plu-
tét la définition 2.6 de la correspondance symbole - opérateur, et

il n'y a dans ce cas, comme on sait, aucune distinction a faire

entre les symboles actif et passif d'un méme opérateur.

On notera que la construction qui précéde exhibe la covariance
bien connue du calcul de Weyl a l'égard de la représentation d'Hei-
senberg d'une part, et de l'autre a celle du groupe des rotations.
De plus, si a = (ao,a) est un vecteur de translation purement tem-
porelle, on a les identités (utiliser (3.9) et (3.13))

_‘I _
U(I,a)O(X'V)U(I,a) = O(XIIV)
avec x' = (xo,§1aov) : si 1'on identifie le symbole g d'un opérateur
A a sa trace sur X, = 0, le symbole de 1l'opérateur U(I,a)AU(I,a)—1

est donc la fonction (X,v)>g(X + agv,v) .

Il est essentiel dés maintenant d'observer deux points. Premié-
rement, la derniére formule de covariance n'est qu'un cas treés par-
ticulier d'une covariance beaucoup plus générale : celle du calcul
de Weyl a 1'égard de la représentation métaplectique. L'analogue
relativiste de certains opérateurs du groupe métaplectique sera

construit plus loin dans ce volume.

Rappelons que la classe de symboles de Calderon-Vaillancourt
Symb (un symbole g € Cw(IRzn) appartient a Symb si ses dérivées de
tous ordres sont bornées) fournit une algébre d'opérateurs bornés
sur L2(IRn), et sert de modéle dans toutes les investigations sur
le calcul pseudodifférentiel classique : c'est ainsi que les ver-
sions de Beals [ 2], Hormander [ 16] et nous-mémes [31] font appel
a4 des classes de symboles qui sont en quelque sorte des déformations
de la classe de Calderon-Vaillancourt. L'analogue dans le calcul
de Klein-Gordon du théoréme de Calderon-Vaillancourt continue &
jouer un rd8le fondamental, et sera éclairci plus loin. Le deuxiéme
point que nous prions le lecteur de noter est que la classe Symb
n'est pas d'une facon uniforme invariante sous l'action du groupe
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de Galilée (et encore moins sous celle du groupe symplectique) puis-
que le groupe des translations temporelles ne peut laisser un symbole
dans une partie bornée de Symb : en revanche, le groupe engendré

par les rotations, les boosts et les translations purement spatiales
opére de fagon satisfaisante dans Symb. Ce groupe, pas plus que le
groupe d'Heisenberg, n'ayant d'éguivalent relativiste, nous allons
interpréter la situation d'une fagon complétement différente, a
l'aide des états cohérents : il s'agit, avec une terminologie em-
pruntée aux physiciens, des fonctions gaussiennes dont le rdle dans
l'analyse pseudo-différentielle a été observé par nombre d'auteurs,
parmi lesquels Cordoba-Fefferman [ 6 ] et nous-mémes [31] . L'idée

a

de représenter une fonction u a l'aide de ses produits scalaires

avec une famille de fonctions particuliéres remonte & Euler et
Laplace. Elle est aujourd'hui centrale aux investigations de divers
auteurs (cf Perelomov [27]) et prend les noms les plus variés : onde-

lettes, paquets d'onde, voire gaborettes !

.
A tout point z = (2_,2) € ]

vérifiant ReZo > O associons la
-2m<Z,p>

fonction p +r—>e sur le paraboloide de masse et la fonction

b, sur R" caractérisée par

(3.15) (G vy) (p) = e72TER
o . 1= 2 . RPN
En utilisant (3.7) et la relation Py = 5' |, on obtient immédiate-
ment
- _ 2 _ . 2
(3.16) wz(x) = Z0 exp Eg Z(xj+1Zj)

Les fonctions wz sont les états cohérents. Elles constituent une
famille a 2n+2 parameétres réels : c'est beaucoup, aussi va-t-on

réduire celle-ci. Posons (pour assurer la normalisation L2)
> n/4 > n/4_-m1%1°
(3.17) x(x) = 2 w“ ‘0*) (x) = 2 e
4

La fonction x est déja invariante par le groupe des rotations : si
on la transforme par (3.11) et (3.12), en laissant agir d'abord un
boost arbitraire, puis une translation purement spatiale quelcongque
(autrement dit un élément du groupe d'Heisenberg, mais il est impé-

ratif pour l'extension au cas relativiste d'oublier ce groupe), nous
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obtenons la famille de fonctions

- — > 2iT<T,X-Y>
(3.18) Xg;'ﬁ)(X) = x(x-y)e N X=y

2n

paramétrée par (?}ﬁ) € IR , et extraite (4 la normalisation L2 preés)

de la famille (3.16).

>
En posant Y = (;,n), on peut écrire au sens faible, pour toute
fonction u € LZ(IRn), la formule de résolution de 1l'identité

(3.19) u = ‘y (u,xY)xY ay

qui montre que u est caractérisée par la fonction YF—*(U,XY) = T(Y):
la transformation u~—>q est la transformation de Bargmann-Fock. Il
est alors trés simple ([36], théoréme 1.1) de caractériser les opé-

rateurs A dont le symbole de Weyl appartient a la classe de Calderm-
Vaillancourt par la validité, pour tout N, des inégalités

(3.20) | (AXyrxgs) | € CO+1Y-y*1%) 7N

pour C bien choisie : la théorie élémentaire des opérateurs pseudo-
différentiels se déduit immédiatement de la. Ce programme sera éten-
du au cas relativiste.

Si A est un opérateur borné sur LZ(Rn),de symbole de Weyl g ,
il est treés courant en physique de s'intéresser & son symbole de

2n

Wick , qui est la fonction b sur IR définie par

(3.21) b(y) = (Axy,xY).
I1 est facile de voir que 1l'on a

2
(3.22) b(y) = 2" S g(x)e™ 2T IY=X1"gx

autrement dit
_ A
(3.23) b = (exp g;)g

si 1'on désigne par A le laplacien de Rzn. Ces formules montrent

que b est une version considérablement adoucie de g , ce qui inter-
dit de regarder le calcul symbolique de Wick comme un calcul accep-
table des opérateurs (voir [ 35] pour une preuve des formules et pour
une discussion du lien entre les calculs de Weyl et de Wick sur r"
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ou dans un cadre non-euclidien). La formule (3.23) est néanmoins
indispensable a la compréhension du calcul de Weyl, aussi allons-
nous, dans les trois prochaines sections, établir son analogue dans
le cadre du calcul de Klein-Gordon.






IV - ETATS COHéRENTS ET CALCUL DE WICK RELATIVISTES.

Une fonction spéciale d'une variable interviendra si fréquemment
dans ce travail qu'elle mérite une définition.

DEFINITION 4.1. Pour v €C et t € C non réel ¢ O, on pose

_ L-V/2: 5
(4.1) kv(t) =t Kv(Zﬂt ),

ou Kv(z) est la fonction de Bessel définie pour Rez > O par

K (z) = S &% °hx p (uxyax .

o

PROPOSITION 4.2. On a les équations différentielles

dk
(4.2) kL, =3¢ = _“kv+1
et
(4.3) £k 4 (v+)k! - 1k =0 .
Preuve. Avec z = 21Tt!5 , on a é% = 21722—1 é% , et la premiére équa-

tion est une conséquence de 1'équation

-1 4
dt

2 =v=1

-v _
(z K (z)) = - z K .q1(2)

que l'on trouvera par exemple dans [22] , p.67. La deuxiéme équation
vient de 1'équation différentielle classique des fonctions de Bessel:
elle est d'ailleurs un cas particulier d'une équation différentielle

plus générale écrite dans [22] ,p.77.
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DéFINITION ET PROPOSITION 4.3. Posons

_ .2 2_ _,2
(4.4) r(z) = o= 2y ... TZy
pour tout Z € ¢n+1 . Soit C le cbne solide constitué des points z =
n+1

(zo,...,zn) € 1R tels que z, > O et r(z) > O, et soit 1 le tube

complexe C+iIRn+1. Pour tout Z € II , on pose
comp_exe =20t tOVL

¥(z) = e-2ﬂ<Z,p>p;1-+

dp .

ne
On a

¥(2) 2k (r(z)).

n-1
2
1

Preuve. Si Z = z+iz avec z € C et CE€ ]Rn+ on a, avec J définie en
(1.3), 1'égalité

r(z) = r(z)-r(g)+2i<z,Jg> .

Or, comme on sait (cf. par exemple [36] ,(2.2)), on a <z,JC> # O si
r(z)> O, ce qui montre gue r(Z) ne peut jamais étre réel ¢ O . Les
deux membres de 1l'identité indiquée sont donc des fonctions holomor-
phes de Z2 € I, et il suffit de démontrer la formule dans le cas ol

Z = z € C puis, appliquant une transformation de Lorentz, dans le

seul cas ou Z = (r%,o,...,o). La formule est alors une conséquence
de l'identité
L , 1-n
-z cht_, n-1 _ . —3,Z, 2 n
Boe sh tdt =7 (5) F(Z)Kn_1(z)

2

que l'on pourra trouver dans [22] , p. 85.

~t
DéFINITION ET PROPOSITION 4.4. Pour tout Z € I , on désigne par wZ
la fonction x+— ¥Y(Z-ix) sur l'espace-temps, et par wz la restric-

tion de cette fonction a t = O : la fonction ﬁ% est une solution de
1'équation de Klein-Gordon (2.11). Pour tout (M,a) e@* , on a

UM, a) 0y = Yyzyiq

Preuve. Le premier point résulte de (2.11) puisdue $; est une fonc-
tion du genre Y défini en (2.9) : d'apreés cette méme formule, on

a
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(4.5) @u,) (o) = e72TER>
identité que l1l'on pourra comparer a (3.15) qui a servi dans le cas

non relativiste. On obtient l'action de U(M,a) sur 1'état cohérent
wz en se servant de (2.12).

PROPOSITION 4.5. On a

(wzrwzl)% = ‘P(Z"‘Z').

Appelons fonction de Wigner du couple (wz, wz,), et notons W(wz,wZ,L

5

défini en (2.16) et en désignant de méme le prolongement C-linéaire

le symbole passif de 1l'opérateur u p—du,wz.) wz . On a, avec Jp

de Jp’ la formule
WUy oby0) (x5p) = 27¥ (3, (2-1x) 4" +ix) .

Preuve. Le prodult scalaire indiqué est aussi celui de d%wz et 4%wz.
dans L (3“, p dq), et la premiére formule résulte donc de (4.5) et
de la déflnltlon 4.3. D'apreés la définition 2.3., on a (avec w=(x;p)

(4.6) Wy rbz0) (@) = 2700 0y, :

comme Pw = (Jp,x-Jpx) dans 1l'écriture du groupe de Poincaré comme
produit semi-direct, la proposition 4.4 montre que

o b, =y : ’
Z J_Z+ -
w D i(x Jpx)
ce qui conduit a la deuxiéme formule indiquée.

Comme dans le cas non relativiste de la section 3, il y a trop

de fonctions wz si 1'on fait varier Z dans II . La fonction w(1 Eb
4

est déja invariante par le groupe des rotations spatiales : d'apreés
la proposition 4.4, si, partant de w(173) , on laisse agir 4'abord

, g abora
les boosts arbitraires puis les translations purement spatiales on

obtient les fonctions

-7 *,p T Vap+i(o,®)

avec p eM et ¥ € ®R". Nous allons établir une formule analogue
la résolution de 1l'identité (3.19).
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1
PROPOSITION 4.6. Pour toute fonction u €H (R"), on a

2 > . 2

f '(u'wsz,p)% I© axX dap = 4k_,, (4) llullg
RO 2

Preuve. D'apreés (2.7), pour tout & = (EO,EneJTL, on a

A - -1
(4.8) o, (&) =& (Yo ) (&)
X,p © % X,p

d'ou, d'apreées (4.5),

- - 1 = —
(4.9) (4,0 )% _ G( )e 21T<Jp,£>e211r<x,€;>dg .

D,
X,p

L'égalité de Parseval fournit
—» - —>
(4.10) Ha,e, ), 1 aX = | 13(D)12e74T<IR B2
X,p *
et il ne reste plus qu'a prouver 1l'égalité

—-41<Ip,E> ;> _
(4.11) e dp = 4 kn+1(4)gO
m

2
pour gejTL: on obtient cette derniére en écrivant

e—2w<z,Jp> -

S T
B = - o g (2 (£ (2)))

m ° 2
pour tout z € C (c'est une conséquence de la proposition 4.3) et en

utilisant la proposition 4.2.

Remarque . Le fait de représenter une fonction (ou une distribution)
u a l'aide de ses produits scalaires avec certaines familles de
fonctions extraites de la famille (wz) a également d'autres usages :
dans [36], théorémes 19.2 et 19.3, nous avons donné une caractérisa-
tion du front d'onde de u basée sur une telle représentation.

DEFINITION 4.7. Si a est une fonction sommable sur R"xM par rap-

port & la mesure dx dp, on définit 1l'opérateur A qui admet a pour
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symbole anti-Wick par la formule

Aau = \a(p) (w0, ) o, d&dp .
X,p % X,p

%

Si B est un opérateur continu sur H (R™), on définit son symbole de

Wick b comme la fonction sur IRUx M telle que

b(X;p) = (By , 0 )

Ty -
X,p X,P

Remarques : 1) il n'est pas souhaitable de prolonger les symboles du

5

genre Wick ou anti-Wick en des fonctions admissibles sur Rn+1x3WL;
2) on peut écrire la formule de la proposition 2.7 sous la forme

Tr (B*A) = f £(0,¥;p)g(0,¥;p)ax dp
R%OM

(se servir de l'admissibilité de f et g et de (2.23)) dans laquelle
A = Op(f) et g est le symbole passif de B : cette formule reste va-
lable si 1'on y remplace f par le symbole anti-Wick (si celui-ci
existe) de A et g par le symbole de Wick de B .

PROPOSITION 4.8. Soit f une fonction admissible vérifiant 1'hypotheése

de sommabilité de la définition 2.6. Avec

-

0 (%,pi¥,q) = <Ip, >+ [FF 12+F-7, 52,

le symbole de Wick b de l'opérateur Op(f) est donné par la formule

1
b(E,p) = 2™* kp-q (40G5,p;¥,q))£(0,¥:q)dY o

:mn%”l 2

Preuve. D'aprés la définition (2.23) de Op(f) et celle (4.6) des
fonctions de Wigner, on a

u

(4.12) bE,p) = (Op(flo, . o, )y

X,p X,P

J.f(0f§7Q)W(Q* o, ) (0,Y;:q)dy dg .
x,p " X,p

pPosons x = (0,X) et y = (O[?), et rappelons que, d'apreés (2.16),

qu = -z+2<z,9>Jq
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pour tout z €¢n+1 . D'aprés les propositions 4.5 et 4.3 et 1'égalité

(4.7), la fonction de Wigner qui intervient sous l'intégrale au
second membre de (4.12) est

n+1

Wo=2 k__.(4p)

n-1
2
avec
4p = r(Jq(Jp+ix—iy)+Jp-ix+iy)
c'est-a-dire
p = r(-i(x-y)+ <Jp+i(x-y),q>Jq)
= -r(x-y)+(<Jp,q> +i<x—y,q>)2
=2i<x-y ,q><JIp+i (x~y) ,q>

= <Jp,q>2—r(x—y)+<x-y,q>2,

ce qui termine la preuve de la proposition 4.8.



V - OPERATEURS INVARIANTS SUR L'HYPERBOLOIDE DE MASSE .

Sur le demi-plan de Poincaré, les noyaux k(z,z') qui ne dépen-
dent que de la distance hyperbolique de z et 2z' sont ceux d'opéra-
teurs qui peuvent, au sens de la théorie spectrale, s'exprimer comme
des fonctions f de l'opérateur de Laplace-Beltrami A . Le passage de
k & f est assuré au moyen d'une recette(en quatre ou cing manipula-
tions) qui est décrite par Kubota [17], p.55 et par Hejhal [12],
p.15 : l'origine de ce genre de formules semble liée aux travaux
relatifs a la formule de Selberg. L'ingrédient essentiel en est une
certaine transformation, appelée transformation d'Abel par Faraut
[ 8], transformation d'Harish-Chandra par Lang [20], ou encore trans-
formation de Radon : c'est le nom que nous adopterons, vu qu'elle
consiste en l'intégration sur des horicycles (cf [34], p.258).

Dans le cas de l'espace symétrique de rang un M = G/K avec
G = SOO(1,n) et K = {1} xS0(n) (rappelons que e, = (1,0,...,0)63".
est le point fixe sous l'action de K), la transformation de Radon
est décrite assez complétement par Faraut ([8] ,p.109) : ce sera
notre référence principale. On supposera pour commencer n » 2 .

Une décomposition de Cartan de 1l'algébre de Lie Q} de G est
0}: }(+§> , ou p est l'espace vectoriel des matrices Xt (t € IRn)

1]
de la forme Xt = (2 8 ) . L'application Exp de KD vers 3ﬂ,s‘obtient
X

s . t
en prenant l'image sur eq de la matrice e : on trouve

hit
(5.1) p = Exp Xt = (chitl, ET%TL t)

d'ou il résulte que la distance (au sens de la géométrie de N ) ae

ey 4 p est donnée par
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ch d(eo,p) = Py
Utilisant l'invariance, on obtient pour tout couple (p,q) de points
de M 1'égalité

(5.2) ch d(p,q) = <Jp,a> .

Notre propos est d'expliciter, pour 6 > O, l'opérateur de noyau
exp-0<Jp,q> . Dans les calculs formels ci-dessous, il est inutile de
préciser les hypothéses de régularité et de sommabilité
vu que c'est & ce seul exemple qu'ils seront appliqués. Le sous-
groupe A de la décomposition d'Iwasawa G = KAN est constitué des
matrices au , ou aU est le boost de vitesse thuy dans la direction

5%— défini au second membre de (1.5). Si ¢ est une fonction radiale

sur)(i.e. invariante par K :ici ce sera ¢( p) = exp-epo), on peut
la considérer comme une fonction ¢ sur G bi-invariante par K : la
transformée de Radon Fm peut alors ([ 8]1,p.109) étre regardée
comme la fonction sur IR définie par

n-1

35 M
(5.3) F (u) = e @(a n)dn

¢ N H

ol dn est la mesure invariante sur N, convenablement normalisée.

Sur les fonctions radiales, et en posant r = Arg ch Py v 1'opé-
rateur de Laplace-Beltrami A de M se réduit ([ 8 ]1,p.73 ou Helgason
[14] ,p.268) a

2
_ _ chr d
(5.4) A = . + (n-1) Shr ar -

L'intérét de la transformation de Radon est la formule ([ 8 ],p.110)

2
d n-1,2
[ - &D%F

(5.5) F =
Ao du2

©®

~J
qui permet de transformer un opérateur A = f(A) en l'opérateur A

= f(ili - (Q%l)z) dont le lien avec le noyau intégral est plus évi-
dp
dent. En particulier, si
_ L
(5.6) A= £0) = h((-a-(25H2)%),
\ s . ~ . d X
ol h est une fonction paire, on a A = h(i =) : si

du
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(5.7) h(x) =f g(vye™Vav ,
R
on voit que l'opérateur‘x s'écrit comme 1'opérateur de convolution
~J
(5.8) (AY) (n) = g (V)Y (u-v)dv .
IR

Si ¢y = Fw et si g est elle-méme de la forme FY , on peut alors
écrire

F XF‘ F_*

ap T BFg T Ey T Fg = Fiug

ol Y*p représente la convolution des fonctions bi-invariantes y et
¢ ([ 8] ,p.110) : celle-ci, rappelons-le, est commutative (théorie
des paires de Gelfand). En conséquence,

(5.9) Ap = Y*@

pour une certaine mesure de Haar normalisée dg sur G

Si ¢ est une fonction K-invariante a droite sur G, ou si l1l'on
préfére une fonction ¢ = @(p) sur 7“., on a

(5.10) J[w(g)dg = V/;(p)p;153 .
¢ m

Le lecteur soupgonneux, qui mettrait en doute la compatibilité des
normalisations de dg qui ont permis d'écrire (5.9) et (5.10), pourra
s'il le veut multiplier le membre de droite de (5.10) par une cons-
tante ¢ : une vérification numérique a la fin de cette section le

convaincra que ¢ = 1 . On a

(5.11) (y+0) (g) = Jy(q'-1g)<p(g')dg' .

Soient p = g-eq et g = g’.eo et supposons Y bi-invariante de sorte

que y(p) = y1(d(eo,p)) pour une certaine fonction Yq f alors
Y(g'_1g) = Y1((ﬂp,q)) et enfin, d'apreés (5.9),(5.11) et (5.10),
(5.12) (20) (p) = | y;(d(p,a))ol@)q, dq .

Ce résultat n'est établi que lorsque ¢ est elle-méme une fonction
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radiale mais (notre probléme étant de calculer A = f(A) connaissant
Y1) cela suffit puisqu'un opérateur invariant est complétement déter-
miné par son action sur les fonctions radiales.

I1 n'y a plus qu'a remonter la chaine des calculs qui précédent.

PROPOSITION 5.1. - Pour tout n » 1, l'opérateur A sur Lz(ﬁﬂL,p;1d§h
dont le noyau intégral est la fonction exp-6<Jp,q> (avec 6 > O) est

donné par

- =
A= 2(2m ) K _ (8) .
1(-a- (221 2%

Preuve . Supposons d'abord n » 2. La fonction Yq qui intervient dans

- -6p,
(5.12) est Y1(r) = e Ochr et, avec Y(p) = e ° , il faut pour com-

mencer déterminer FY définie en (5.3). D'aprés [8] , p.113, on a

Izlz)
2

exp-0 (chuy + dz

Rn—1

n-1 1-n
(2n)2 6 2 e—echlJ-

(5.13) g(u) = FY(u)

n

D'apreés (5.7) et la formule de ( [22] ,p.86) qui donne la transfor-

mée de Fourier de la fonction ur—»e-eChu , on a donc
n-1 1-n
(5.14) hix) = 2(2m) 2 ¢ 2 x, (8) ,

ce qui conduit au résultat d'aprés (5.6).

Dans le cas ou n = 1, l'application (po,f)’)r———»Arg shP = x est
une isométrie de M sur R muni de 1la métrique ds® = dx2 et 1'on a
affaire a l'opérateur de convolution ordinaire (sur IR) par la fonc-

-6chx

tion e : on termine comme dans le passage de (5.13) a (5.14).

Pour vérifier qu'il n'entre pas dans la formule de constante
supplémentaire (voir la remarque qui suit immédiatement (5.10)),
mous allons voir ce qu'elle devient lorsque § —»» . Comme, d'aprés

la proposition 4.3,
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-6p 2
o _=1.= _ 6

€ Py dp = 2kn-1(4 2
-5 ™

2
n-1 1=-n
2
=20m 2% 6 % K _ (0,
2

on voit que l'opérateur qui est le quotient par cette intégrale
0{6) de l'opérateur de noyau exp-6<Jp,qg> tend vers 1l'identité lorsque
§—> « : on notera aussi ([22], p.139) que
n-1 1-n

2 2

o 7 (e

(5.15) a(d) ~ 2(2m) ;0 >0,

Par ailleurs, si l'on définit A comme le second membre de l'identité
énoncée dans la proposition 5.1, et si ¢ appartient & 1l'image du
projecteur spectral (relatif & A) correspondant a une partie compacte
1Aw tend
vers ¢ dans L2(7ﬂ,; p;1dB) lorsque 86— : ceci montre que si la

a

formule énoncée dans la proposition 5.1. n'était vraie qu'a la mul-

du spectre, la méme formule asymptotique montre que (a(0))”

tiplication prés du membre de droite par une constante, cette cons-
tante serait égale a 1.






VI - LIEN ENTRE LES SYMBOLES DE KLEIN-GORDON ET DE WICK RELATIVISTE

Le théoréme 2.8 exprime le lien g = v f entre les symboles

actif f et passif g d'un méme opérateur : rappelons (2.24) que

A

vh = (1+(4m) "2

n)>‘/2 .

Par ailleurs, la proposition 4.8 donne le noyau intégral de 1'opé-
rateur qui fait passer de f au symbole de Wick (relativiste) b de
l'opérateur. A l'aide de la proposition 5.1, nous allons exprimer
cet opérateur de passage comme une fonction des opérateurs o et A,
ou A = ANL est l'opérateur de Laplace Beltrami de M : ces deux opé-
rateurs, agissant sur des fonctions de (x,p)e€ Hgnqx MLW commutent,
et sont essentiellement autoadjoints sur Lz(nfnqu1; p;1d?'d§).

DEFINITION 6.1. Soit E l'espace vectoriel des fonctions f de classe

c” sur ]Rn+1x3ﬂ., a dérivées de tous ordres bornées, dont le support
admet une projection sur M relativement compacte, et qui vérifient

enfin la condition suivante : sur le support de (§x1f)(g;p), trans-

formée de Fourier de f relativement aux variables d'espace-temps, on

a
2.2 1 -2 2
-r(g) = |2]°-e5 » 3 po 121"
L'opérateur
3-n  _n+1
2 2
B =2 \ K , (41v)

ip-a- (2527

est celui défini, sur (FIE—, par la formule
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-1 3-n _B%l
2 r(g) r(é).\%
(1- =) K (4m(1-—=)2) .

3 i[_A_(n;1)2]% 4

Remarques : 1) pour des fonctions & support dans une partie compacte
fixe de XL , il n'est pas nécessaire de tenir compte de la géométrie
intrinséque de cet espace pour définir la notion correcte de fonction
c” 4 dérivées bornées ; 2) dans le cas ol f est admissible, la
condition sur le support de f est vérifiée en vertu de 1l'équation

différentielle <Jp, %% > = O (cf. supra, juste apreés (2.26)).

r(a),%

Avec 6 = 4m(1 - )

de l'opérateur

, la proposition 5.1 montre que le noyau

2 2 (-2, Ki[_A_(n_;)Z]% (am(1-ELEL) %)
est la fonction
exp (-4m(1 - r(;’))%<Jp,q>) .

Par suite
—l’i 1
6.1) (FB 6 (gp) = -ZEL ) exp(-an (-2 <ap,00)

(F6) (E;q)qc—,1 dq .

Soit B une fonction de classe C° sur IR telle que B(t) = 1 pour
t { Oet B(t) = O pour t > 1, et posons
- 2
(6.2) 0(€) = B(r(e) + 5 a%1E1?) .
Il est permis sans rien changer d'insérer sous l'intégrale le fac-

teur supplémentaire @(§) et comme une dérivée d'ordre quelconque de

la fonction

o (£) exp (-an (1-2LE)) "ap, @)

peut, pour tout N, étre majorée par C(1+I£|)_N avec une constante C
indépendante de (§,p,q), on voit que Bf est bien définie et a des
dérivées de tous ordres bornées. En revanche, Bf ne vérifie en géné-
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ral aucune des deux conditions de support de la définition 6.1.

Supposons désormais f admissible (il n'en sera pas de méme pour
Bf pour autant) c'est-a-dire

(6.3) £(t,%5q) = £(0,%+tq] Trq)

et posons fo(ﬁ;q) = f(OfQ}q). Alors

(6.4) (FL6) (€10 = (F i) Fra)se,may <&, 55) .
Posons

(6.5) H () = (1- -r—%l)_%exp(-MTH- £, *ap.a>)
avec

(6.6) £ = (6500 = (a)<d, D> T .

Alors (6.1) et (6.4) permettent d'écrire

(6.7) (B£) (0,%;p) = anfé)e“m{'a
— -1~
(F,£,) (Ea)q] dE dq
= J (7_1%) @-§)f(0,-§;q)q;1d}' dq .

Soit /A le boost attaché & g au moyen des formules (2.20) : puis-—
que g, = q;1£3;23 , ona<Jg,q> =0 i.e. JE € E_ au sens de la
définition 2.5. On a donc, pour un certain'ﬁ € RY (unique) 1'égalité

(6.8) 38 = (£,,-8) = A (0,M =An.
D'aprés (2.20), on a
;

(6.9) T = -W- (+qy) "N, DT

et de plus dé = a, dn : enfin r(£) = r(n) = -2

Effectuant (en partant de (6.5)) ce changement de variable pour cal-
culer ‘Y71Hq ; on obtient

_ - > 2 _ e
(6.10) (‘Y 1Hq)(X“;) =S (1+ %_l___) lie217T<E,x-y>

712 %
exp(-4n<Ip,q> (1+ =) %) g, a7 .
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On note que

(6.11) TP = Ay + (g G300
et que
(6.12) Y3+ (1+q,) "' G,7-01°

- BRI2G T2 .

D'aprés la proposition 4.3, on a donc

-1 > = n+1
(6.13) (F7 ') G9) = 27 q) k_; (40)
=z
avec
(6.14) 0 = <Ip, 2+ X124y, P2 .

Finalement (en reprenant (6.7))

(6.15) (Bf) (0,%5p) = 2™ kn_1(4p)f(0,_y';q)d§7 dq

2
et la proposition 4.8 montre que la fonction

(X;p)— (Bf) (0,%:p)

n'est autre que le symbole de Wick de 1l'opérateur Op(f) dans le cas

ol la fonction f est sommable sur IE au sens de la définition 2.6 et
vérifie les hypotheéses de la définition 6.1. Ces derniéres (mais nm
celle de sommabilité) sont conservées aprés application des puis-

sances de V , ce qui fournit 1'identité suivante.

THEOREME 6.2. Soit g le symbole passif d'un opérateur Op(f), ou f

est sommable sur IE au sens de la définition 2.6 et ou f (ou g, cela

revient au méme) vérifie les hypothéses de la définition 6.1. Le

symbole de Wick b de 1l'opérateur est donné par

b(xX;p) = (c(u,Am)gHo,?c’;p)

avec
ay== 3-n n-1
C(o,A) = 2 2 (1+ DZ) 4k n-1.2.y (4m(1+ g

167 il=8- (=) 1° 167

V%) .

2

Le théoréme 6.2 est l'analogue relativiste de la formule (3.23).

Déja dans le cas non-relativiste, il est impossible de remonter de
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b 4 g sans avoir & résoudre des équations de la chaleur rétrogrades.
Ici, la formule a des aspects plus mystérieux puisque la fonction
vv——»Kiv(x) a, pour tout x > O, une infinité de zéros. En particu-
lier, si la correspondance g+—> b est étendue de facon a permettre

3 g des propriétés de croissance convenables, elle cesse d'é@tre in-
jective : le méme phénoméne se produit dans la quantification des
espaces hermitiens symétriques, et met en lumiére un défaut inhérent
au calcul de Wick et a ses généralisations (voir [35],[40] pour une

discussion).

On aura garde de croire que (comme le calcul de Klein-Gordon) le
calcul de Wick relativiste, tel que nous l'avons défini, soit cova-
riant sous l'action du groupe de Poincaré : il dépend en effet du
choix que nous avons fait de la famille des états cohérents ¢, ;
aucune famille d'états cohérents pour laquelle il existe une §6rmule
de résolution de 1l'identité (prop.4.6) ne peut étre invariante par
l'action de tout le groupe de Poincaré. Cela résulte de ce que la re-
présentation de Bargmann-Wigner n'est pas de carré intégrable, et a
été remarqué par exemple par Ali, Antoine et Gazeau [ 1], qui ont
systématisé dans ce genre de situation une méthode de construction
d'états cohérents.

Cependant, la famille (¢, ), bien adaptée & notre propos, est
X
invariante par les translationéppurement spatiales. La famille

(6.16) Xx,p = wJp+ix

étendue aux (x,p) €IE, c'est-a-dire aux (x,p) vérifiant <x,p> = O,
est au contraire invariante par le groupe de Lorentz. Elle conduit
tout aussi facilement a une résolution de 1l'identité analogue a la
proposition 4.6, a la constante prés que nous n'avons pas calculée :
sur IE, c'est bien slir la mesure p;2d§’&§'qu'il faut employer.

La formule

(6.17) Blxip) = (BXy oo Xy, o)

p’' "x,p'%

définit une autre notion de symbole de Wick relativiste, covariante

IS

cette fois a 1'égard du groupe de Lorentz. Comme X __ = @, si
o,X;e Xi€p
e, est le point de base de M, les deux espéces de symboles de Wick

relativistes coIncident en ces points. Comme 1'opérateur C(D’AML)
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commute & l'action du groupe de Lorentz, on voit que 1l'on peut écrire,
sous les hypothéses du théoréme 6.2, la formule

(6.18) Blxip) = (C(,by)q) (x;p)

pour tout (x;p)€ E.

Le calcul symbolique que nous allons développer tout au long de
cet ouvrage, cependant, est 1lié au choix de la famille (¢ ) et il
ne serait pas trivial de passer de la au calcul adapté a fépfamille
(Xx,p) : bien entendu, c'est le méme probléme que l'on rencontre dans
le calcul de Weyl (voir [31] pour 1l'usage des états cohérents gaus-
siens) lorsqu'on souhaite définir des classes de symboles "& géométrie
variable", i.e. associées a une fonction de R"*xR® 2a valeurs dans

l'ensemble des normes symplectiques sur ®r".



VII - SYMBOLE DE KLEIN-GORDONM, SYMBOLE STANDARD ET AUTRES.

Notre propos étant de faire du calcul de Klein-Gordon un calcul
des opérateurs sur R" aussi performant que l'est, par exemple, le
calcul de Weyl, la premiére chose a faire est d'exhiber pour ce cal-
cul l'analogue du théoréme de continuité de Calderon-Vaillancourt.

Le résultat sera une caractérisation analogue a (3.20) faisant
intervenir l'action d'un opérateur sur les états cohérents définis
en (4.7). La preuve est assez longue, et nécessite 1l'introduction
d'une famille a un paramétre de symboles d'un type nouveau, liés au
symbole standard de l'opérateur A considéré : ce dernier est le sym-
bole a, dans la théorie pseudo-différentielle la plus ancienne, ol
1'on fait agir les convolutions avant les multiplications. Rappelons
les formules équivalentes treés classiques

(7.1) Au(®) = Sao(';,t')ez'l“x"g’a(?)d?
et A~ g -1

— - > - =)
(7.2) Au(m) = S (%, ay) &-n,6)8Ed

-1
dans laquelle T1

ag désigne la transformée de Fourier inverse de
> > -
ao(x,i) par rapport a x .

Supposons que A soit de la forme Op(f) au sens du calcul de
Klein-Gordon : f est une fonction admissible sur IRn+1X3ﬂ_, identi-
fiable & sa restriction a {0} x R™JM, et cela facilitera la compa-
raison entre f et ag de poser

(7.3) £,(X,8) = £(0,%;<p>,p)

avec, rappelons-le, €B>2 = 1+r6|2 . Bien entendu, l'action du groupe
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de Poincaré perd sa simplicité si on la décrit sur fo plutét que f :
mais cela est dans la nature des choses puisque, comme nous 1l'avons
annoncé dés la section 3, les classes de symboles ne seront pas (et
ne sauraient étre) invariantes sous l'action du groupe de Poincaré ;
de plus, le point de vue "solipsiste” adopté, qui privilégie la
classe des observateurs liés & l'observateur de référence par une
translation purement spatiale, est entiérement compatible avec le
choix des états cohérents. Signalons enfin, pour répondre a une
éventuelle question du lecteur, qu'il n'y aurait pour le moment que
des désavantages a vouloir comparer le symbole de Klein-Gordon a
celui de Weyl.

PROPOSITION 7.1. Le symbole actif de Klein-Gordon f et le symbole
standard a_ d'un méme opérateur sur H%Umn) sont liés par les for-

o
mules
— i - - - - —
ao(;’ ) = 20 e211r<y X, & Spg> fo(y[g)dy dp
]Rn XIRn
et
=2in<y-x,£-S_&> - -1 -
£,(,B) = 2" |e Pla (x,8) £] (5,8) (<€, Ip>) "dx dE

dans lesquelles S_ a été défini en (2.15), et ou l'on a posé x=(0fﬁ,
- > - >
y = (0,y), & = (<&>,8) et p = (<p>,p).

Preuve. On suppose l'hypothése de sommabilité de la définition 2.6
remplie, ce qui revient a dire (cf.(2.22)) que fo(§[§) est sommable
relativement a la mesure d; dﬁ, et 1'on utilise la définition (2.23)
de A = Op(f) sous la forme

(7.4) Gaw) () - 2“j £ V) (o, 0w (MY dB.

D'aprés (2.14) et (2.15), on a

(7.5) Qo yipyw () = (%u) (Spn)exp 2im<y, s n-n>

avec, rappelons-le (2.7), (J%u)(p) = poﬁﬁa. Dans (7.4), éliminons

la variable p au profit de £ = S n : comme J}{ est un espace rieman-
nien symétrique de type non-compact ([13], chapitre 6), il y a pour
tout couple (&,n) de points de JK un unique p €3ﬂ_vérifiant cette
égalité, c'est le milieu géodésique mif(&,n) de (£,n). Si 1l'on déri-
ve l'égalité
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g = Spn = -n+2<n,Jp>p

sans oublier de dériver le terme NoPo de <n,Jp>, on obtient

9L .

P
3 ko
(7.6) 75, 2 <n,Jp> 4y + 2(ng B, M) P
d'ou, d'aprés l'appendice,
— 2
dg n n-1 o~ - =
(7.7) aE = 2°°<n,Jp> {<n,Jp>+\’)0 -<n,p>}
n n-1 "o n n-1 Eo
= 27<n,Jdp> [2<n,dp>=- —] = 27<n,Jdp> — .
Py Po

Ce changement de variable effectué, il reste (partant de (7.4))

A\ — 7 — > i _‘)_’__‘ - p
(7.8) Aa () =J £, 7B e Y ST (e apy) T 2 Ry ay aF
o
- - > - P - -
= j(cf11fo)(i—n,p)(<n,Jp>)1 "2 aEar,
o

toujours avec p = mif(&,n). Si 1l'on compare avec (7.2), on trouve la

relation liant ag et fO sous la forme

- — > = p - - - >
(7.9) Flag) (B-1,) = 22 (<n,a05) THFE ) E-nB)
o

avec &,n,p € M et p = mit(&,n).
On en déduit
e po 1=-n 21n<_§—->? ‘é‘-"> > >
(7.10) ag(x,8) = | +=(<n,Jp>)  “e ! f,(y,p)dy dn
o
ce qui constitue, aprés le changement de variable n = Sp& dont le

jacobien est (cf(7.7)) donné par

o _ n B n
%% = 2™ (<g,ap>) ] 59 = 2D (<n,opP ! 2

r

o

o
la premiére des formules qui font l'objet de la proposition 7.1.

Pour résoudre (7.9) dans l'autre sens il s'agit, en posant

— - — X — —_— —
¢ = &-n , de résoudre en ¢ l'équation & - spg = ¢, c'est-a-dire

—
4

(7.11) = T-<&,Ip>p.

1
2

En rappelant que {E,E$ = gopo—<£,Jp>, on en déduit
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1 2
3<CiP> = PLE,TP,<ErIP>

d'on . .
— —
(7.12) E=gC-B27 . 07
2 p
p o
o
% devant en outre &tre déterminé par le fait que gg = ﬁa2+1 :cette
derniére équation s'écrit (mgo) = 0 avec
2 <Z,p> 2 1= <Tp> =2
(7.13) o(t) = t- SHBZ ¢ p “pe - SHBZE %)
Po p
o
En développant tout, on obtient
_ 1 -2, w2 =1 2 2 1 2 =2
©(1) = 70+p _")<g,p>"= p <L,p>+1-p, = 7 P, L]
1 -2, =2 =2 -1 > > 2 1 2 =2
< g+ M) LI IR I7+ Py ICl IPI+ 1-P = 7 Py lT]
1 =1 =2
= -z p, ICI-IPN"¢ O
et la racine > O de l'égquation ®(t) = O est > 1 . Le changement de

-
variable &r»r défini en (7.11) est donc licite (il est inutile de

l'inverser explicitement) et comme

(7.14) 1;;5136' 8 x
. 5 =64 = (p =~ PP
2 3%, jk o E; k'3
on a (cf. appendice)
C P
: -n d o T ., 2
(7.15) 2 S = - <E,p>+|pl
az %
p
= EQ <& ,Jp>,
o

d'ou

—~ > = p

(7.16) £, {¥,D) = 2“‘j(€Fq1fo)(EJKJE)e"Zi“< il E9 <E,Jp> dt.
(o]

Comme <&,Jp> = <N,Jp> lorsque p = mif (£,n), (7.9) donne alors
- —
-n>

n - -
(7.17) fo(—;:?) = ZnSE—O (<£:JP>)n((F;1ao) (‘E:':,“g)e"ZlTNy’E
o

—

a€ ,

ce qui termine la preuve de la proposition 7.1.

COROLLAIRE 7.2. Un opérateur de convolution a mémes symboles stan-
dard et de Klein-Gordon.
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Preuve. Elle est un peu prématurée puisqu'un symbole f(x;p) ne dé-
pendant que de p ne peut vérifier 1l'hypothése de sommabilité de la
définition 2.6. Néanmoins, dans le cadre de définitions étendues qui
seront données plus loin, il s'agit de voir ce que devient ag dé-
fini dans la proposition 7.1, lorsque fo = fo(fﬂ.

Avec'Z défini en (7.11) on a

9z .,
1 3. -
5 ap = <EIJP> 6]]{ + (gk ‘E

P

ok
o p)F3
ce qui montre (cf. appendice) que

z-n dzg

€
- n-1 _ o
I (<g,dp>) (2<¢,dp> )

. - —
se réduit a 1 lorsque & - SPE = 0, i.e. p = §. Le corollaire 7.2 se

déduit de la, et de la proposition 7.1.

Il est nécessaire, pour des raisons techniques,d'introduire de

nouvelles espéces de symboles.

DEFINITION 7.3. Soit A = Op(f) au sens de la définition 2.6, et soit
A un nombre réel. Le A-symbole a, de A est défini par 1'identité

- - p - - > 5
(F7lap @08 = 22 <n,a00) e, o) NPT ) ER,8) avec
o]

g,mp €Nl et p = mik(g,n).

Remarque. D'apreés (7.9), la notation est, lorsque A = O , consistante

avec la notation ag du symbole standard. On a pour tout A

(7.18) (T la) E0T = <0 M F e @)
d'ou, d'apres (7.2), .

N\ > -1 > > > AN >
(7.19) AR = j (F ay) E-7,2) (<ag, ) () de

pour toute fonction ué€ SPURn). Notons la relation
2
(7.20) E,In> = 2(<g,dp>) " -1 ,

conséquence de la relation n = SPE = =£+2<§,Jp>p.
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PROPOSITION 7.4. Le lien entre le symbole actif de Klein-Gordon f et

le Xsymbole a, du méme opérateur est donné par les formules

2incy=-x, &8 & | N
e p fo(y,p)(<Jg,spg>) dp dy

- -2im<y-x,£-S_&>
fO(YI_é) = 21’1 e P

— —>
a, (x,8)
-1 n -A >
3 (Sp£)0(<g,Jp>) (<Jg,spg>) dx dg .
Preuve. Il y a un facteur de plus & insérer dans la preuve de la

proposition 7.1.

PROPOSITION 7.5. Soit a, le A-symbole d'un opérateur A et soient u
et ve SP(]Rn) . On a

(AU,V) - ng (;{>)e21n<xli>a

LED (D)X dF

si We est la fonction définie par 1'égalité

—AN
S = (e, TNm
Preuve. Remarquons d'abord que 1l'opérateur a,—>a, défini en (7.18)
2n

conserve les distributions tempérées sur IR ce qui, d'apres les

faits élémentaires connus relatifs au calcul standard des opérateurs
pseudo-différentiels, permet de définir A en tant qu'opérateur for-
tement continu de (:9(]Rn) dans 9' (R") des que ao(ou a>\) appartient
a (8'Cm2n) : le produit scalaire (Au,v) a bien un sens dans ce cas

et, grédce a (7.19), on peut écrire
e A
(Au, Vv)

SGE ™ (F7'ay) @1, DD AT dn

(7.21) (Au,v)

0]

ce qui entraine le résultat.



VIII - INEGALITES GEOMETRIQUES ET CLASSES DE SYMBOLES.

On se propose dans cette section de définir et d'étudier les
classes de symboles adaptées au calcul relativiste, et plus précisé-
ment aux caractérisations des opérateurs au moyen de leur action
sur les états cohérents m;;p définis en (4.7). Typiquement, un sym-
bole d'ordre O est une fonction admissible f(x,p) sur ]Rn+1 xM de
classe C° qui reste bornée sur {0} x R® x) aprés application d'un
élément quelconque de l'algébre engendrée par les opérateurs Aynet
O . Pour ne pas désorienter le lecteur familier des calculs pseudo-
différentiels usuels, nous ferons porter les corditions non sur f

mais sur f_ (fonction sur len définie par fo(z}B) = f(0f§}<§5[3))

et les exprimerons a l'aide d'opérateurs différentiels du premier
ordre. La définition de classes de symboles par ce genre de procédé
est d'un usage constant dans l'analyse pseudo-différentielle (voir
par exemple Beals [ 2] et nous-mémes [30]); il revient au méme (voir
ESrmander [16]) de définir sur l'espace de phase IR2n certaines mé-
triques riemanniennes : les deux points de vue (équivalents) seront

utiles ici..

LEMME 8.1. Quels que soient p,q, e)ﬂ, on a

<Jp,gq> £ 2 <Jp,E><JE,q> .
9> <

Preuve. Comme <Jp,g> reste inchangée par l'action simultanée, sur

p et g, de M ¢ 380 , et que éfo opére transitivement surJWL, on peut
se ramener au cas ou & = e, (le point de base de ), auquel cas le
mermbre de droite devient 2p g, : comme <Jp,q> = p,d, -éBfE), 1'iné~-
galité est démontrée. On peut aussi, pour la prouver, rappeler
(cf.(5.2)) que <Jp,q> = ch d(p,q) si d désigne la distance intrin-
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séque sur M : 1'inégalité est alors une conséguence de 1l'inégalité
élémentaire ch(x+y) ¢ 2 ch x ch y.

LEMME 8.2. Quels que soient p et g eM, on a

P

59 ¢ 8P <Ip,q> +[(<Ip,g>)2-11% .
(o]

Preuve. En supposant Po > g soient s et t, avec s > t > O, tels

que py = ch s et 9, = ch t, d'od [Pl = sh s et Iql=sht.
On a ch s = ch t ch(s-t)+sh t sh(s-t)
d'olu o
S ch s s-t
(8.1) ch(s-t) < oh t g e .
1%

o _chs

Comme a; = Sh t et que

ch d(p,q) = <Jp,g> > ch t ch s-sh t sh s = ch(s-t) ,
1'inégalité est démontrée.

LEMME 8.3. Avec p,q eNt, posons

BAT? =3 (paap-ppas) 2 = B121@12-(38, )2
J<k K Tk

et
§(p,a) = (2pa,) " (para2+ B A T2 .
On a
% min (<p,Jg>,<p,q>) £ §(p,q9) £ 2 min(<p,Jdg>,<p,q>).
Preuve. On a §(p,q) = §(p,Jg), ce qui permet de supposer que

63,63 > 0 et, si 1'on veut, Py > d, i une transformation orthogonale
permet alors de se ramener au cas ou

q (ch t, sh t, 0,...,0)
p = (chs, shscosu, shs sinu, 0,..., O)

avec s > t >0 et u € [~ % B %] . On a les égalités

§(p,q) = (2ch s ch t)-1[chzs+ch2t+sh25 sh2t sinzu]
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et
min(<p,Jdg>,<p,q>) = <p,Jg> = ch s ch t-sh s sh t cos u .
Avec 0= 2 ou % , posons
f(u) = £(-u) = §(p,q)-a<p,Jq>
d'ou

£'(u) = sh s sh t sin u(th s th t cos u-a].

Si a = 2, on a pour ue¢ [0, %] 1'inégalité

l(ch s ., ch
2'ch t ch

£(u) ¢ £(0) £)-2 ch(s-t)

d'ou f(u) ¢ O d'aprés 1'inégalité (8.1) de droite : ceci prouve la

deuxiéme inégalité énoncée dans le lemme 8.3.

Supposons désormais a = 1 . Siths th t

£
2
uelo,2] 1'inégalité

< , alors on a pour

N =

£ »£(3) = 2chscht) '>0.

Enfin, si th s th t > % , £ a un maximum sur ]0,1[ et f(u) >°

min (f(%),f(o)) avec f(%) > 0 et

1
2

ch s . ch t

£(0) = ch ch s

( )= 3 ch(s=t) 30,

t

la derniére inégalité provenant de 1'inégalité (8.1) de gauche.

LEMME 8.4. Quels que soient p,q,§ GJK, on a

s(p,q) < 2% s(p,E)s(E,q) .

Preuve. C'est une conséquence des lemmes 8.1 et 8.3.

Il est classique (voir par exemple [ 8 ]) que le d52 de l'espace

symétriquejn est la restriction a Ml de la forme —dp§+dpf+...+dpi
sur Rn+1, autrement dit
(8.2) as? = |d§|2—p;2<'3,d§$2 .

Avec les notations riemanniennes standard, on a donc

9ip =
=2 _ _ -2=>2_ =2 k3
§4k7Po P4Px + d'ol g = det(gyy) = 1-p,"Ipl"= p et g-= = 4k *P5Px
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(cf. appendice pour l'inversion). Profitons-en pour écrire explicite-
ment le laplacien Ay, de m .

_ 3 ;. -1,0f 3f
(8.3) by £ = Pg EWj[Po ‘_893- + pyLpy ;)]
2 2
= (Zii— +Ip. 2 4 Ips 2 J£ .

P
3p§ ¥k 9P 43Py j 9p

CONVENTION EN USAGE DANS TOUT CET ARTICLE :

Dans toutes les combinaisons linéaires des opérateurs de dérivation

= = L a4 .

par rapport aux coordonnées (x,p), les indices de sommation seront
toujours supposés parcourir l'intervalle [1,n] des entiers, les fonc
tions admissibles sur IRn+1

x M auxquelles ces opérateurs s'appli-
quent étant identifides a leur restriction a {0} x]Rnxﬂ1gE Po étant
explicité sous la forme <i;>

DEFINITION 8.5. Soit p € 0¥l . Pour tous vecteurs o, g ¢ ®R", on pose

> 2 -> -2 > 2 -2 = 2 - 2
IIocIIp = |o¢|2—_pO <a,p>" = p T[la| T+ |oc/\'i>’; ]
et
- 2 -2 > —> 2
IHBNIP = BT *+ <Byp>" .
Remarque. D'aprés (8.2), la norme en p du vecteur I a tangent

9
J 3Pj
3 M est bien |[@). . La deuxidme forme de I[all . coIncide avec la

. 14 s P

premiére d'aprés la définition de | aApl contenue dans le lemme 8.3.
Un moyen mnémotechnique pour ne pas confondre les deux normes est
de noter que celle qui n'a que deux barres est plus petite que la
norme standard, alors que celle qui a trois barres est plus grande.

LEMME 8.6. Les normes | Hp et I M p sur R" sont duales 1'une de
1'autre, i.e.

— - —> —
||0L"p = sup{<a,8> B P < 11 .

2

Preuve. Les matrices a et b des formes quadratiques || H; et | mp

sont données par

a = -p? b = + :
3k 6jk Py pjpk ' ik T ij pjpk :
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elles sont inverses l'une de l'autre d'apreés 1l'appendice.

LEMME 8.7. Si I|E’H < 1 , on peut trouver EE rY et p€R tels que
T =B+ B, 1BIg 1 et Iul <1

; réciproguement, tout vecteur o de
cette forme vérifie Il p <2

-2 > - N
Preuve . Posons W= p_° <o,p> , d'ou

2 -4 = 2 -4, =2 4 -2 2
e < py ipll p = Po (Ip1” +1p17) = p “Ipl” <1 .

On a alors

- =~ 2 —
loa-ppl® = fal® - p

— -
Pour la réciproque, il suffit de remarquer que HBHP < 1Bl et que

g ; =p %312 <.

-
LEMME 8.8. Soient p et g eM. Quel que soit B€ ®R" non nul, on a

(L
e o

< lipl < 23/2

q min(<Jp,q>,<p,q>) .

On a aussi

i — < — —>
Iaﬂq < el a ﬂaﬂp

hnd n
pour tout o € R .

— —>
Preuve. Supposons IHBHIq ¢ 1, d'ol en particulier Bl 1 et (utili-

sant la dualité de normes notée dans le lemme 8.6)
> 2 -+ > 2 - 2
IIIBIIIp <1 + <B,p>° g1 + lipll a

o =2.2 2 > a2
= q4 lag +Ipl” +IpAQl™]

Py 5

<2 I §(p,q) < 8 <Jp,q>“,
o

la derniére inégalité provenant des lemmes 8.2 et 8.3. Il est licite
de prendre au second membre le minimum indiqué puisque I Np reste
invariante par le changement de p en Jp. La derniére partie du lem-
me 8.8 est une conséquence de la premiére et du lemme (de dualité)
8.6.

LEMME 8.9. Quels que soient p et g e, on a
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94— -
— - qll £ <J >
mpo p - ql p € q,p
et P
o—=> — 2
— - I £ 2<J >
"lqo q pl p € a,p

Preuve. On développe complétement (utilisant la définition 8.5) 1le
carré de l'expression a majorer, en notant que anz = pg-1 et que
63}35 = poqo—<Jq,p> : on a alors la joie naive de voir la plupart
des termes s'éliminer, et il reste

q
(8.4) mi)—o_P' "_q>|" = <Jq,P>2 -1,

2
o P

ce qui prouve la premiére inégalité : la deuxiéme se déduit de la

premiére et du lemme 8.2.

DEFINITION 8.10. Soit m une fonction > O sur R™<JH : nous dirons
que c'est une fonction-poids s'il existe C1 > 0, N1 2 0 et N, 20

telles que, pour tout couple ((X,D) (¥,q)) de points de R M, on
ait 1'inégalité o

N N
m(Ep) < ¢ miy,q) (<Ip,a>) (14 WE-FW ) 2

LEMME 8.11. Les puissances réelles d'une fonction-poids sont des

N N
fonctions-poids. Les fonctions du type Cpo1(1+f;|) 2 sont des fonc-

tions-poids, et toute fonction-poids est majorée par une fonction-

poids de ce type.

Preuve. Il n'y a aucune difficulté pour les puissances positives ;
pour les puissances négatives, il faut noter que

23/2

1+ Wx-y N g € <Ip,a> (1+ Ix=yll o)

d'apres le lemme 8.8. Le lemme 8.2 et 1'inégalité de Peetre fournis-
sent
N

N N IN N

? < cay (api) T+ET)

2

N !
by (14131 2 (4170

et comme |X-yl| ¢ WX~y q les fonctions du type indiqué sont bien
des fonctions-poids : si 1l'on fait C;,q) = (a}eo) dans la définition
8.10, on voit bien que toute fonction-poids est majorée par une
fonction de ce type.
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Remarque . La notion de symbole de poids donné est due a Beals pour
le calcul habituel : elle généralise utilement celle de symbole

d'ordre donné (voir ci-dessous).
NOTATION 8.12. Si §7 € R® , on notera V(QX)(resp.-?y(Bp)) 1'opérateur

. . 3 9
différentiel I Vj 3;; (resp. I Vj 55;).

DEFINITION 8.13. Soit m une fonction-poids sur R x M et soit

fo = fo(§f§) une fonction de classe Coo sur r" Ximn ; soit f la

. . . n+1 RS .
fonction admissible sur TR xM associde a f, . Nous dirons que f

est un symbole de poids m, ou encore que f est un symbole de poids

m, si pour tout entier N > O on peut trouver C > O tel que, guels

s vy >k
que soient les vecteurs réels V et W

en nombre total ¢ N , on ait

pour tout (x,p) l'inégalité

—’j -k —> - - —’J —>k
I(j?k \Y% (BX)W (ap)fo)(x,p)l < C m(x,p) T (VI P Wil p)

avec p = (€E>;5). On notera Symb(m) l'espace vectoriel des symboles

de poids m . Un symbole d'ordre k (k € R) sera un symbole de poids
k
o
poids m jusqu'a l'ordre de différentiabilité N (N entier > O) si

fO € CN(IRzn) et si les hypothéses de la présente définition sont

satisfaites avec N fixé .

m avec m(§:p) = p_ . Enfin nous dirons que fo est un symbole de

PROPOSITION 8.14. Avec j,k €{1,...,n} , considérons les opérateurs
différentiels (sur R™ x IRn)

Pour que fo € Cw(]Rn>< R") soit un symbole de poids m, il faut et

il suffit que m_1Afo soit une fonction bornée pour tout opérateur
différentiel A appartenant a l'algébre&ﬂ’eggendrée par les opéra-

teurs ej’ejk’gj et e .

Preuve. On a Ej(geSp'_gjk) ;'Vﬁax) avec fespectiveT?nt, Vg = p;16js,
auquel cas mvnlp =p (1+pj) € 2, ou bien Vg = pg (pjask—pkﬁsj) ,
auquel cas VIl 2 = p—z(p? + pz) €2 .0naece, (resp.e) =W (5.)

p o ¥jJ k7 % j g p
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avec,ﬂfespectivement, WS = 6js 2u bien wS = Pg et dans les deux
cas IIWNp ¢ 1 . Désignons par 7t 1l'algébre "tronquée" engendrée par
les opérateurs considérés, obtenue en ne gardant dans le produit
d'une famille finie de ces opérateurs différentiels d'ordre 1 que
les termes de l'ordre le plus grand. Il est immédiat, par récurrence,
que tout élément delﬁfpeut s'écrire comme combinaison linéaire d'é-
léments de J%f , les coefficients étant de la forme p;rP(ﬁ) , expres-
sion dans laquelle r € N et P est un polyndme de degré ¢ r . Si

fO € Symb(m), il résulte de la définition 8.13 et ge ce qui précede
que m—1Afo est une fonction bornée pour tout A ngt et par suite,
également, pour tout A € 7¥. pour la réciproque, on retourne sans
difficulté 1'argument qui permet d'échanger les rdles de ¥ et de
7t° et 1'on note aussi,grédce au lemme 8.6, les inégalités (valables

si £ est a valeurs réelles)

3f |2 202 9f, 2
(ZVj 3_XJ | < "|V||’p "—BT(" p
=2 =2 of 2 of of |2
= NV S plZis== |+ I Ip. 20— -p, =171
p o ij j<k J axk k axj
et
9 2 = 2 9f , 2
IW. — < Wl —
|]pj|\n:pmapup
= 2 3 2 3fF 2
= Wl p[ZI———Bpj |7 tey gp | I

Remarque. Vu les relations de commutation entre les opérateurs ej,ejk
et les opérateurs ej, €, il revient au méme de ne considérer que le
sous-espace de&ﬁfengendré par les produits dans lesquels les opéra-

teurs Ej, € sont écrits a droite des opérateurs ej,ejk .

LEMME 8.15. Considérons la fonction g sur M xM géfinie par g(p,&)
1

Ag est bornée pour

P -
= <Jp,&> ou bien g(p,&) = EQ . La fonction g

tout opérateur différentieloA appartenant a l'algébre engendrée par
9 9 E)

. mE— = et I p. =—
3. ' Bp. ec -

3 9%y Py J 9Py

les opérateurs e, IE

3€j

Preuve . On a
£.

8 . 23 N _ %o
zgj agj (<Jp,&>) = zgj(po £ pj) = <Jp,&> 5
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et

3 -2r-1 -2r-1, -2r-3
(z €j 7‘;)(50 py) = (2r+1)[-g +Eg Ip,

ce qui montre que, pour tout entier N ,

9 N
(z £y ;zg ) <Ip,E> - <Ip,E>

est combinaison linéaire de termes de la forme i;zr_1po avec r » O .

D'autre part

£,
)
~— (<Jp,E>) = p_ =L - p,
35j ! o &, J
T 4
- -
et IPO E; -pl < mpo E; - p"lg < <Jp, &>

d'aprés le lemme 8.9. Si l'on applique encore d'autres opérateurs de
la forme 3%- , on obtient toujours une fonction de la forme

k
P, - —
EQ gorP(E) ol P est un polynéme de degré  r, et 1l'on conclut a
o

a 1'aide du lemme 8.2. Les dérivations relatives a la variable p

n'apportent pas de difficultés supplémentaires. Enfin, le cas de la

P
fonction EQ est encore plus simple a traiter.
o

LEMME 8.16. Pour tout entier k > O , et tout multi-indice o € mn,

il existe N > O et C > O tels que, pour tout o€ IRn, on ait 1'iné-
galité

g g -
12— (5 p. K@, 2B D)1 ¢ cl<ap, )N i3l
op? J Bpj P 3

o

pour tout couple (p,f) de points de ML .

Preuve. D'apreés le lemme 8.7, il suffit d4'établir le lemme, sans le
-
facteur ||0LIIg au membre de droite, dans les seuls cas ol & est l'un
—
des vecteurs de la base canonique ou bien a = E’; suivant le cas,

la fonction f(p) dont on cherche a estimer les dérivées est la fonc-

tion f(p) = -2 p.-£. ou bien la fonction
Py "3 73
€ €
o > 2 e}
£( = — < >=E+1 = 1- — <J >
p) P, P& EO P, p/&

de sorte que le lerme 8.16 résulte des lemmes 8.15 et 8.2.
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Nous allons montrer que la notion de symbole de poids m reste
invariante par l'échange (dans un sens ou dans l'autre) des symboles
de Klein-Gordon actif et passif. Nous montrerons ensuite qu'un sym-
bole fo appartient & Symb(m) si et seulement si il en est ainsi,
pour tout X € R , pour le symbole a
7.3.

3 1ié a fO par la définition

DEFINITION ET LEMME 8.17. Soit m une fonction-poids et soient f et

(£%)
v31

dans Symb(m) si les deux conditions suivantes sont remplies : (i)

des symboles de poids m . Nous dirons que £Y tend vers f

(f;) converge vers fo dans Cw(IR2n ), fg étant la restriction de fV

définie en (7.3); (ii)les fz constituent une partie bornée de Symb (m)
au sens que les constantes C (dépendant de N) qui apparaissent

dans la définition 8.13 peuvent é&tre choisies indépendantes de v .

En ce sens, tout symbole de poids m est la limite d'une suite de

symboles dont la restriction a {0} x R™M  est a support compact.

Preuve. Avec l'aide de la proposition 8.14 et du lemme 8.11, on
constate immédiatement que la fonction (?}5)k—>po(1+I;Wz) est un
symbole de poids po(1+f§|2). Soit X €Cc”(RR) une fonction telle que
x(t) = 1 pour t ¢ 1 et x(t) = O pour t » 2, et posons

guE,B) = x(v e (1+1%1%)) .

I1 est clair que g; tend vers 1 au sens de la définition ci-dessus :
se servant de g; comme nultiplicateur, on obtient le lemme.

THEOREME 8.18. Soit A un nombre réel et soitzvx= (1+(am) "2a) M2

l'opérateur initialement défini par (2.25) sur l'espace des fonc-

tions admissibles f de classe C telles que fo soit a support com-

pact. Pour toute fonction-poids m, il s'étend de fagon unique en un

opérateur linéaire de Symb(m) dans Symb(m), séquentiellement continu

au sens de la définition 8.17.

Preuve. L'unicité de l'extension résulte du lemme 8.17. Si l'on part
de la définition des opérateurs ej et e donnée dans la proposi-

J
tion 8.14 et que l'on utilise en outre la condition d'admissibilité
<Jp, %§> = 0 , on vérifie les identités
-2 3,2 32
(8.5) -D=-po(ij"ax—. +tI—
j ij
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2 2 2
2. 2 3 -2 5
= -p “Ipl =5 +1-85 - 2p_° I pP.p w———
°© T3 5x? gk O ek Ik dxydxy
j j
. 2
= el + I ejk .

j<k
Ceci démontre déja le théoréme 8.18 dans le cas ou X est un entier
pair > 0 . Il suffit alors, pour tout entier N » O fixé, de montrer
que si -\ est assez grand on peut étendre VA en un opérateur qui
envoie Symb(m) dans 1l'espace des symboles de poids m jusqu'a 1l'ordre
de différentiabilité N (cf. définition 8.13). Il est important de
ne pas confondre q;1f,transformée de Fourier de la fonction admissi-
ble f relativement aux n+1 premiéres variables et Tﬁ1f° , transfor-
mée de Fourier de fO par rapport aux n premiéres variables : on a,
d'apres (6.4), la relation

2> > - — -
(F,£) (£,0) = (F £) (£,8) 6 (Eg-p, <B,E>) -

et la définition (2.25) de l'opérateur VA s'exprime, si 1l'on pose
g = VAf, sous la forme

= > - 2 ~2 > 2 > >
(8.6) (F,9,) (£,8) = [1+ 70121%- 2 <&, 1V2(F 1) (2,8

[1+ /2

Y

- 2 A = > =
IE 151 S (F ) (€D -

Considérons la fonction Xr—#p(|§]2), transformée de Fourier (c'est
une fonction radiale) de la fonction El——>(1+ %lglz)x/z : elle est
elle-méme continue et a décroissance rapide si A <-n et a autant de
dérivées que l'on souhaite ayant les mémes propriétés pourvu gue =-)

soit assez grand. Se rappelant le lemme de dualité 8.6 , et le fait

que la forme quadratique |I H2 a pour discriminant p;2, on voit que
la fonction (1+ % uEn;)*/z a pour transformée de Fourier la fonc-
tion P, p(lﬂ;?mg), ce qui permet d'écrire

> > -> 2 -
(8.7) 9, (x,p) = pog o( NX-yl p)fo(?,P)d .

v
Comme le discriminant de la forme quadratique |l m; est pg , et

comme
N
(8.8) m(¥,B) < ¢m@E,B) 1+ WE-TH )

N
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d'aprés la définition 8.10 , on voit que |go| est majorée par Cm
pourvu que -\ soit assez grand. L'application de dérivées , par rap-
port a ?’(é coefficients dépendant de p) s'opére trivialement puis-
qu'on a affaire a un opérateur de convolution : quant aux dérivées

5%— ou I pj 5%— , elles s'appliquent sans difficultési l'on expli-
i J
cite
—> — >
|nx4§n|§ = FF1%<ET Y

Ceci termine la preuve du théoréme 8.18.

THEOREME 8.19. Soit A un nombre réel et soit m une fonction-poids.

L'application fop—a a, définie dans le cas ou f0 est ¢ 2 support
compact sur R“" par 1'opérateur intégral de la proposition 7.4

s'étend (de facon unique) en un opérateur linéaire séquentiellement

continu de Symb(m) dans Symb (m).

Preuve. Nous nous contenterons de la donner, pour alléger l'écriture,
dans le cas ou m = 1, puisqu'une puissance éventuelle de
<Jp,g>(1+iW§-§]|€) peut, comme on le verra, étre contrdlée sans dif-
ficulté. Rappelons que l'opérateur intégral qu'il s'agit d'étendre

est donné par
n 2im<y=-x,£E-S_&>
2 e

(8.9) a,(x,8) = PUe (v,B) <ag, s, 8> 0P o
avec x = (0,X) et y = (0;5). Posons
(8.10) 3=V§§E= 2(2-<Jp,£>p) :
si 1'on développe complétement
T2 = po? T2 1TAB Y
en notant que
ITABIZ = 4 (EI%1B12-<E,p>Y)

et en tenant compte de la relation 63,55 = gopo-<Jp,g> ,

on vérifie que
>

(8.11) lgh? = 4(<Jp,g>2—1).

2
P
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Conformément a la proposition 8.14, posons

- pot 2 e = ’1( 9 _ _2_)
€5 Po 3y ’ jk = Po Py Yy Py 3y ¢
J J
de sorte que, avec - o = Ze? + I e? (cf£.(8.5)),
. jk
j<k
on peut écrire
. - > . - >
(8.12) (1+(16ﬂ2)_1ﬂ)e21ﬂ<y_x' > _ <Jp,€>2 e21ﬂ<y-x,c>

Pour tout entier N » O,on a donc,aprés N intégrations par parties,

' _ 2inm<y-x,£-S_£>
(8.13) a, (x,8) = ~S(<Jp,£>) W P

((1+(16r%) 7o) Ve ) (7,8) (2<3p,6>7-1)"aF a7

Pourvu que 2(N-))+1>n, l'invariance de Lorentz assure l'inégalité

-2N

(8.14) j((Jp,g>) (2<Jp,g>2—1)xp;1d3.< c

avec C indépendante de § : il reste a assurer la sommabilité par

rapport a d;>tout en regagnant le facteur p;1.

Avec
(8.15) 0 =7 <y=X,E-S 8> = <y-x,£>-<Jp,E><y-x,p>,
on a
(8.16) DO g o o <Ip,E>(ya-x.) +<y=%,p> (EL—E Ej-)
. 3Pj 3 P Yj 3 Y=X,pP 3 %0 po .

—_> -
Inversant, au moyen de l'appendice, la relation linéaire entre y-x
—

et 6 , on est conduit a introduire les opérateurs

gO

(8.17) 9. = -<Jp g>'1 [—E— + (2<Jp,&> - ——)—1(5 3 Ei)Z p —2—]
: 3 ' 3, 8> =) (8578 50 P gy
et
?
8.18 3 = 9. = A .
( ) z pjaj Z Py 3Py,
avec E -
- - e
(8.19) A = -<dp,&> " [1+(2<dp, &> - ) 1F-e B B>
Po © Po

- £ _ £
= - <p, > 14 (2<3p, 8> - =971 (—<ap, E>+ )]
Pq Py
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c'est-a-dire

€
= - - 201 9
(8.20) 9= (2<Jp, &> 5 ) Py TS
o k
on a en effet
(8.21) 5. (2O = 4in(y.-x.)etiTe
J J 3
dime, _ . - = > 4ime
3 (e ) = 4im <y-x,p>e
d'ou e4lﬂw = D(e4i“m) si
(8.22) D = (1+ IX-FN ;)'1 x
2,-1,. .2..2 £o, -1
[1-(16717) (L 35+937+(2<Jp,&> - —) 93)1 .
3 P,
On a (rappelant que le discriminant de la forme fi ; est pg)
(8.23) g(n sui’-?ul;)'N'dy ¢ cpl
~

si 2N' > n : si l'on part de (8.13) et (8.14), on a donc bien établi

que a, est une fonction bornée lorsque fo € Symb (1) pourvu que 1l'on

puisse itérer 1l'intégration par parties qui correspond a 1l'invariance
dime f .

de e sous l'action de D.

On a, d'apreés le lemme 8.2,

£o 2 ]
(8.24) 2<Jp, &> - B > <JIp,&> - [<Jp,&E>"-1]

(o)
soit

&, 71 2 ..k
(8.25) (2<Jp, &> - E—) £ <Jp,&> + [<Jp,E>" -1] .

o

Egalement, d'apreés le lemme 8.9,

pP. -~ -
- _1 - P
(8.26) Ej Eo P, gl”& Eo Po"IP £ <JIp,&>
. . _ 9 _ 9
ce qui montre que les coeffidents de Ej = 55; et € = L Py 55;

dans les expressions de Bj et 3 sont majorés par 2<Jp,&> : d'apreés
le lemme 8.15, si l'on applique a un tel coefficient un produit des
opérateurs différent%?ls Ej et ¢ , on obtient encore une expression
majorée par C <Jp,&> pour N1 et C convenables ; enfin, comme il a
déja été remarqué a la fin de la preuve du théoréme 8.18, on a
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g
(8.27) B (3 p. 2K nE=Tm 3 < Cc %
ap° 3 9Py p

IHi

<y
TN

pour tout indice k et tout multi-indice o .

Ceci montre que l'intégrale (8.9) peut é&tre étendue en une in-
tégrale oscillante, laguelle, apreés traitement au moyen des intégra-
tions par parties indiquées, fournit pour tout fOE Symb (1) une fonc-

tion ay bornée. Il reste a examiner les dérivées de a, il s'agit

donc d'appliquer a a, un produit d'opérateurs du genre I a.

=y - J 35-
avec lall £< 1 ou bien I Bj 3% avec Bl < 1 . Des intégrations
par parties dans (8.9) permettént immédiatement de remplacer 5%—
par - 2 et comme, d'aprés le lemme 8.8, on a |H§j” N J

N

_
3/2 <Jp,£>I|IBIHg , les produits d'opérateurs du deuxiéme type

2
n'introduisent aucune difficulté. L'action d'un produit d'opérateurs
z oy 3%_ sur (2 <Jp,£>2—1)x est contrdlée au moyen du lemme 8.15.

Enfin, avec ¢ comme en (8.15), Sj et 9 définis en (8.17) et (8.20),
les formules (8.21) permettent d'écrire
(8.28) ( a etime etime

) ] S T

5 ggg) = [Zuj8j+<a,p-po E; >3] ,
relation qui permet, aprés une intégration par parties, de convertir
1l'opérateur -ZI aj 5%5 en le transposé de l'opérateur qui figure au

membre de droite de “(828) : on a aussi

— P £
g fe) —_ o = =
PP, T > = 7 <o, = p-&>
o &, & Py
et 1'on peut conclure a 1l'aide des lemmes 8.15 et 8.16.

Ceci termine la preuve du théoréme 8.19.

Nous sommes maintenant en mesure de définir 1l'opérateur Op(f)
dans un cadre plus utile que celui qui constitue l'objet de la défi-
nition 2.6.

DEFINITION 8.20. Soit £ € C”(R™ ' x)) un symbole admissible de

poids convenable (cela signifie que fO est un symbole de poids m

pour une certaine fonction-poids m). Définissons a, au moyen du

théoréme 8.19. Alors Op(f) est l'opérateur linéaire continu de
ff(ﬂf” dans E?'(Hf“ dont le symbole standard est a, -
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Remarques . La fonction a, est a croissance lente d'aprés le lemme
8.11, et 1'on sait que le calcul standard des opérateurs pseudo-dif-
férentiels établit une bijection de &?'(IRzn) sur l'espace des opé-
rateurs linéaires fortement continus de Y (R"™) dans EP'(Igﬂ . Le
fait que les définitions 2.6 et 8.20 coincident sur l'intersection
de leurs domaines résulte du fait que c'est bien le cas si fo est c”
a support compact, du lemme de densité 8.17 et d'arguments de conti-

nuité trés simples que nous laissons au lecteur.

/
THEOREME 8.21. Soit m une fonction-poids et soit A un opérateur li-
néaire continu de Y (R®) dans ‘30' (R™) possédant la propriété sui-
vante : le symbole standard a_ de A appartient & Symb(m) et, pour

tout ) réel, la fonction a, lide a a, par 1'identité (7.18) appar-
tient aussi & Symb(m). Alors l'opérateur A posséde, au sens de la

définition 8.20, un symbole de Klein-Gordon actif dans la classe

Symb (m) .

Preuve . Rappelons la formule intégrale de la proposition 7.4 liant

aA et f0 H
—2in<y-x,E-S_E>
(8.29) £ (7,p) = 2" |e P ax(??,g)
e V(s £) (<£,3.>)M(<3E,5_£>) "haX at .
o '“p~’o "“p "“p

Tout le probléme est alors ramené au probléme suivant : étant donné
un entier N » O, étendre pour )\ assez grand, au moyen d'intégrations
par parties, l'application axk—+fo (initialement définie lorsque ay
est C* A support compact) en une application séquentiellement con-
tinue de Symb(m) dans l'espace SymbN(m) des symboles de poids m
jusqu'a l'ordre de différentiabilité N (cf. déf. 8.13). La preuve
est semblable & celle du théoréme 8.19 quoique plus simple puisqu'on
a déja, vu que g;1(spg)o < 2 <JE,S,E> et que <JE,S,E> = 2<Jp,g>2-1,

1'inégalité

Am1gE

(8.30) Jg;1(spg)o(<g,Jp>)“(<Jg,spg>)' £, dE < C

S

pourvu que ) > n +% (on a utilisé & nouveau, bien sfir, 1l'invariance

de la mesure g;1d€' par éf% pour ramener <Jp,g> a g.).
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Avec ¢ toujours définie par (8.15),
[
B0 _gr ooy - -5 =3
(8.31) 35j ej Yy xj+<y x,p>(pj P, Eo)

et la méme méthode que celle de la preuve du théoréme 8.19 conduit
a4 introduire les opérateurs

3 &
9 o -1 9

(8.32) 8L = = = == <Jp, &> ' (pi-P, T2 I Py T

37 9ky o JFo g " Tkoogy
et

€
[ v - _O -
(8.33) ' = 3 pjaj = B, <Ip,&>  Ipy 5E
pour avoir
(8.34) o (e M) o _gin(y.-x.)e 4T
J J 3]
Bl(e-4iﬂw) = -4iﬂ{§;§}5§e_4iﬂw :

notons que, comme les puissances de <Jp,&> sont contrdlables par le
choix de A, l'opérateur I Py TE est applicable au symbole ay puis-
k

que
(8.35) Pl g < 23/2 <ap,e> ufﬁlp < 23/ %p,e> .
On conclut comme dans la preuve du théoréme 8.19 que si a, € Symb (m)
alors If_| ¢ Cm .
o
Pour l'examen des dérivées, la seule différence consiste a rem-

placer 1l'identité (8.28) par

9 -4imQ
. Yoo, =2
(8.36) ( aj Bpj ) (e )

- .
- ' > ‘g_ P -4im®
[-<Jp, &> Zuja j + <o, 50 b, > 3'le .

Ceci termine la preuve du théoreéme 8.21.






IX - LA CONTINUITE DES OPERATEURS DE KLEIN-GORDON

Pour tout point (-;,q) de R® xM, soit

(9.1) ®F,q = Yag+i(o, P

la fonction définie en (4.7). Avec £ = (535,3), on a

g1 om2m<Iq, > e—21w<‘§,2’>
(o]

(9.2) oy (D
. .q'™ =
et, d'apreées (2.9) et la proposition 4.3,

(9.3) co?'q(i’) = 2k __,(r(gq + i(0,¥-3)))
7

2k__ (14 IT-%1% 421 G2, ) .

Les fonctions wy q appartiennent a Sﬁ]Rn) : plus précisément, puis-
’
que, d'apres [22], p. 139, on a

<

1
Ik, (8) 1 v 2 1t © % exp(-2nRe )

lorsque |t|—=«~ , la fonction wy q(f) est, d'une fagon uniforme, a
’
décroissance rapide en 1+IH2L?W12 .

Le point crucial de notre étude du calcul de Klein-Gordon, qui
sera traité dans la présente section et la section .10, est le sui-
vant : caractériser les opérateurs A de la forme Op(f) avec
f € Symb(m) & l'aide d'une inégalité portant sur le produit scalaire

(AQ?’q ’ w?',q') : noter qu'il s'agit ici du produit scalaire dans

chmn). Il est techniquement plus simple de de servir de la famille
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(al) des A-symboles de l'opérateur : la proposition 7.5 nous incite
3 étudier, pour tout Ae R et tout § e, la fonction we lide a
v = @Y,q par la relation

v (M = TE, MM .

. —> n
LEMME 9.1. Soit A un nombre réel. Pour tout (y,q) € R  x), posons

vy = (0,7) et Y = Jq+iy ; enfin, pour tout & €I , définissons la
fonction x; £ sur R" par la formule
4

A

A =2T<Y=-ix,n>_ -1 ;>
e d
Xy, "o 1

x) = (g, m>) " °

m

avec X = (0,2). Avec les notations de la définition 8.13 on peut

alors, gquels que soient les entiers N et k » O , trouver C > O tel

que l'inégalité

VW (g (D) |
i3 !
-k

£C < Jq,5>k_)\ (1 + WE-gll q) :

nomvt g w2 1
i,3
soit vérifiée pour tout (y,q)e R'xM , tout & €M, tout X € R"
-5 =3
et tout systdme {V', W/} de vecteurs réels en nombre ¢ N .

Preuve. Dans l'intégrale qui définit xé E(;), la présence de 1'expo-
’
nentielle exp-2m<Jq,n> assure la sommabilité et fournit en outre un

contrdle sur les puissances arbitraires de <Jgq,n> .
En écrivant, grdce au lemme 8.1,

I, n> » 3 max (g, £>JE,n>T, JE,m> I, 7)),

on obtient, quel que soit le signe de A , 1l'inégalité

(9.4) @ g g, .

| A
XY,E

Pour tout ?e ]Rn , et tout entier k » O, on a, puisque

2 et = q - g
(9.5) an Y-ix,n> = q N qy + 1(yj—xj) )

1'identité

(9.6) e—2n<Y—1x,n> k(e—2n<Y-ix,n>)

=D
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si

e Tyl c =1 3
(9.7) D = [1+<a,y-x>-i<a,q ol g>] [1-(2im) Lo, —I
o

an.
o J 9Ny

et si <a,§L§5 >=1 : comme le lemme de dualité 8.6 nous y autorise,
nous choisirons o (dépendant de (q,?f?)) tel que Hgﬂq = 1 et
&, 7-3%> =IH§LQMI L’D'aprés le lemme 8.16, une puissance de Zuj—§T~
appliquée a €E;qo #i - @> fournit un résultat majoré par uge puis-:l
sance de <Jg,n> ; gquant a l'action des puissances de Eaj ELm sur
<JE,n>—A , on la traite au moyen du lemme 8.15 grélce a l'inégalité
Nl < 23/2 <«Jq,&> (lemme 8.8). L'intégration par parties qui cor-
respond & l'identité (9.6) permet donc d'obtenir

k

k=X - - -
(9.8) (® 1 ¢cC <Jq,E> (e WE=FI ) T

| A
Xy, &

-

Si 1'on applique a Xé g(x) un opérateur de dérivation ZBj I
’ .

avec Iwgﬂlq < 1, il sort sous 1l'intégrale du lemme 9.1 le factedr

23/2<Jq,n> et de

plus (en référence a l'utilisation ci-haut de 1l'opérateur Zaj 5%—

| <€, > <1 si nall = 1. Enfin, si 1l'on applique a xé E(;) un opé-

’

. . —> - - > —
supplémentaire 2im<g,n> : or |<B,n>l g Inl q <

)

rateur Zyj 3%— avec W?ug £ 1, il opeére sous l'intégrale sur le seul

A

facteur <Jg,n>_ et le lemme 8.15 permet de conclure. Ceci termine

la preuve du lemme 9.1.

THEOREME 9.2. Soient m une fonction-poids et f un symbole admissible

tel que fo (défini par (7.3)) soit un symbole de poids m. Soit
A = Op(f) au sens de la définition 8.20. Pour tout N > O il existe

C > O tel que, gquels que soient (¥,q) et ¥',q") appartenant a
R xM , on ait 1'inégalité

- -1 -N - -N
HBps o 1 ogr ) 1 € C Y g, <q,3q'> "0+ Iiy=3'i o) .
Preuve. Soient ) un nombre réel et a, le )-symbole de A : d'apreés

le théoréme 8.19, a, est un symbole de poids m pour ) arbitraire-

ment grand. Avec Y = Jgq + i(0,¥) et Y' = Jq'+i(0,§“), la proposition
7.5 et la définition de XX donnée dans le lemme 9.1 permettent
)
d'écrire Y'.e
(9.9) (A‘D?Iq ’ ‘D?l,ql) =
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. . - > - > _ _

T, DT () e 2TV B> 1 g g7
Y rg A o

Soit I cette intégrale. D'aprés la définition 8.10 et le lemme 8.8,

on a pour un certain triple (N1,N2,C1) de nombres > O 1'inégalité

N

N
(9.10) m(@,6) < ¢, m(¥,q) <Iq,E> (14 NE-Y o 2

N N N

< ¢, n(¥,q)<Iq,&> 1(1+xwy;§‘ulq) 2¢3q" q> 2

- N,
(1+ Ix-y "‘q') .

D'apreés le lemme 9.1, on a donc, pour tout k et pour une constante

C convenable,

- Ny - N
(9.11) Il € C m(y,q)<dg',g> “(1+ py-y"' q)
N -k N .
&1+|M§L§'ulq.) 2 Vaqr, e85 eaq, > 19_2"<Jq'€>go1d§ aF
- N,-A+k -1 N N
< € m(y,q)<Iq',q> as (1+|"y—y'"|q)

si 1'on utilise & nouveau le lemme 8.1 et le fait que la forme qua-

dratique |l HI;, a pour discriminant qéz. Comme A est arbitraire-

ment grand et que qoq(')—1

£ 2 <Jq',q>, il ne reste plus qu'a faire
ressortir, au moyen d'intégrations par parties, des puissances de
(e ag=gem 7!

q

-~

Soit o €R" le vecteur (il est unique si ¥ # ?) tel que IIETIIq =1
et <a,%-¥> = |||3€-§;’mq . Oon a (avec x = (0,%))
(9.12) D(e—2ﬂ<Y-ix,g>) _ e-2ﬂ<Y—ix,g>
si
q - -— -
(9.13) D = [1+ WE-FW _+i<d, =2 T=3>1 1+ (2im 'sa, =]
q € J Ej

et l'intégration par parties qui correspond a cette identité peut
étre itérée gréce au lemme 8.16 et & la présence du facteur
e-2n<Jq’€> dans l'intégrale (9.9). Quant & l'action des puissances

de fo. 2 sur XA, (;3, elle est contrdlée grlce au lemme 9.1 au
Jagj Y €
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prix de la perte, sans importance, de puissances de ”Ehg g23/2<JqF5>,

et la méme chose vaut pour l'action de ces opérateurs sur le symbole
- -

a, (x,8) .

Ceci termine la preuve du théoréme 9.2.

THEOREME 9.3. Pour toute distribution u € Ef’URn) et tout nombre
réel o, posons

2, = 2.0 2 > .
= S [}
Ia (q:+ly| ) J(u, Y,qgl dy 4dq .

Alors I <o si -o est assez grand. On a I < « pour tout o si et
seulement siu € EYCR ) et I < » si et seulement si u EH (B?)

Enfin, quelles que soient u E ff (B2 ) et v € E?UR ), on a 1'iden-
tité

o> >
c1(u,v) = (u,w}?’q)!2 (‘piz',q"') dy dq

avec c; = 4k (4) .

n+1
2

3
Preuve. D'aprés la proposition 4.6, on a I_ = c1luIF si u € B (R").
=~ — A —» 0—1 %
Avec <D>v (&) = <&>v(g) on a (u,v) = (u,<D> 'v) de sorte que, dans
le cas ob u € HY(R") et <0>~'v eH¥(RP) (i.e. v € B/2(mD)),
1'identité proposée est vérifide puisqu'elle résulte par polarisa-
tion du calcul de IO. En fait, vu que

(9.14) j}(v,m* )| dy ag = -fH<D>-1V,w? q@ Fd?‘d&
_ -1, 2 _ 2
=c, li<p> vl ¥y = S v il -y

un argument de continuité montre que 1l'identité relative a (u,v)
1 ~-%
est vérifide sous les seules hypothéses que u €EH¥(RY) et ver H(RY.

NN S A - . ,
On a <D>u(g) = gou(E). Si l'on se référe a la preuve de la pro-
position 4.6 et que 1l'on note (en comparant a (4.11)) que

2s+1
-4T< > 2 - -1
(9.15) JNE>2843 ¢ c e ~f<Jq,€>2'SI+1e AT g Tag
2
<cC Eos+1 ,

on voit que, pour tout s réel,
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2 2s > S*32 _n
(9.16) (4,05 )1°gq°° dy dgd < » siu€H “(R").
Y9 o
Rappelons que
A om<Tq,E> 2iT<Y B> 4=
(u, 0= ) = u(g)e '>"e r=7dg .
YIqli J
on a (avec y = (0,¥))
d . 5. .. .
Ezg(exp—2n<Jq—1y,g>) = Zn[(qj—qo go)+1yj]exp-2W<Jq—1y,5>
a/\
et comme - 3%1 est la transformée de Fourier de 2im xju, une inté-
3

gration par pérties fournit 1'identité

9.17 iy, - . 217 (x,
(9.17) (ay+iyy) (Wog gl = do(Ryuseg o), *2iT(x5u,05 o),

2

si 1'on définit 1l'opérateur R. comme la convolution par la trans-

formée de Fourier inverse de €;1£j . Il résulte de (9.16) et (9.17)

(cette derniére identité pouvant étre itérée) que I < « pour tout
. ( n @

o siuce S%IR ).

L'identité (9.17) peut également é&tre utilisée en sens inverse :
avec l'aide de (9.16), elle montre que pour toute distribution

n .
u E‘y'(ni) rOnafly <« si-aest assez grand.

D'aprés ce qui précéde, l'intégrale au membre de droite de
l'identité qui termine 1'énoncé du théoréme 9.3 est une forme bili-
néaire faiblement continue du couple (u,v) sur 1l'espace
S" (R™) 9?(mn) : il suffit pour le voir d'appliquer 1'inégalité
de Schwarz aprés avoir multiplié le facteur de droite sous 1'inté-
grale (et divisé le facteur de gauche) par une puissance convenable
de q§+(?|2. Ceci démontre 1l'identité proposée puisqu'elle est déja
valable si uGHI/2 (IRn) et v eH‘%(IRn).

Soit u € E?'Cmn) telle que I, < ». On peut calculer (u,v) par
1'intégrale dont il vient d'étre question pour toute fonction
v € gNIRn). L'inégalité de Schwarz et (9.14) montrent que

(9.18) cplwv)l ¢ X e fivi_,

~N

par suite u € H% (]Rn) .

Enfin, si l'on suppose que Ia < » pour tout o , il résulte de
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ce qui vient d'étre dit et de 1'inégalité Eo € 2 94 <Jg,&> que u ap-
partient & tous les espaces de Sobolev HS(IRn) ; on voit ensuite

que u EE?(HJU a l'aide de (9.17). Ceci termine la preuve du théo-
réme 9.3.

THEOREME 9.4. Soit f un symbole admissible de poids 1. L'opérateur

A = Op(f) se prolonge en un opérateur linéaire continu de thmn)
dans Lz(mﬁ).

Preuve. Quelles que soient les fonctions u et v € E?Cmn) , 1'iden-
tité du théoréme 9.3 permet d'écrire

(9.19) cf(Au,v) - cf(u,A*v)

= °1_J.(u’w?,q)g(Aw?,q’V) dy dq

- > o= ]
J(ur%'q)% (Awy,q’ ®?|,q|) (m—Y.'lq"V)%) dy dgq dy' dq'.

D'apreés le théoréme 9.2 et le lemme 8.2 on peut alors, pour tout N,
trouver C tel que l'on ait

-1 - - -
(9.20) l(au, v C‘J}qo q'y) *<q,3q'> N ny-g q N
oo ooy aomy
Ihuwyﬂﬁ%l Hv,wybq.%l dy 4ad ay* ag
pour tout couple (u,v) de fonctions appartenant a S?Cmn). Comme,

pour tout N > n et N1 > n, on a
_N1 - — -N .= _.—
(9.21) <q,Jq'> (1+ my—y'ulq) dy dg

Ny
< C | <q,J9'> q, da < C

et que, grdce au lemme 8.2, la méme conclusion vaut pour 1l'intégrale
de la méme fonction relativement a 4y’ dg' pourvu que N > n et
N1 > n+1, on peut écrire

(9.22) [ (Au,v) | <

2 -1, > 2 =1~ >k
C[\gl(u'¢?lq% " q, dq dy] [J}(v,w§}q)% g, dg dy]
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soit, d'aprés (9.16),
(9.23) | (Au,v) | < C lul INAl '

ce qui termine la preuve du théoréme 9.4.

THEORBME 9.5. Soit f un symbole de poids quelconque. Alors 1'opéra-
teur A = Op(f) opére continfiment de 3’(]Rn) dans \EP(Rn) .

Preuve. D'apreés le lemme 8.11, fo est un symbole de poids p§(1+|3?|%8

pour B assez grand et, d'apreés le théoréme 9.2, on a les inégalités

9

(9.24) 1oy vogr (1 < ab  HFIHP <q,aq> N iF-Fru ) T

Soit Ea l'espace des fonctions f continues sur anxJK vérifiant
j(qf;l?uz)“ EF,@ 1% &F aF <= .

Siu € 9‘ (R™) et si £(¥,q) = (u,(py q)1 , le théoreéme 9.3 montre
que u € g%]Rn) si et seulement si f’aééartient a Ea pour tout a. Si
l'on imite la preuve du théoréme 9.4, il s'agit donc de prouver que
1'opérateur intégral dont le noyau K(¥,q9;¥',q') est donné en (9.24)
opére continfiment de l'espace 2 E, dans lui-méme : or ce point
résulte trés facilement de 1'inégalité (déf. 8.10) qui traduit le
fait que les puissances de po(1+[;|2) sont des fonctions-poids.
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On montre dans la présente section que 1l'inégalité qui est 1'ob-
jet du théoréme 9.2 constitue en fait une caractérisation des opé-
rateurs de poids m : il en résulte immédiatement, par exemple, dgue
les opérateurs de poids 1 forment une algébre. Le lecteur peut par
ailleurs se demander quelle est, dans la classe d'opérateurs obtenue,
la part due a l'emploi de classes de symboles d'un type particulier,
et celle due a 1l'emploi du calcul de Klein-Gordon proprement dit.
C'est pour répondre a cette question éventuelle que nous terminerons
cette section par une digression relative au calcul standard des
opérateurs : elle n'est pas cruciale pour le présent récit, et les

preuves n'y seront pas détaillées.

THEOREME 10.1. Soit m une fonction-poids. Soit A un opérateur 1liné-
aire continu de YP(®") dans E?'tmn) possédant la propriété sui-
vante : quel que soit N > O il existe C > 0O tel que, quels que
soient (¥,q) et (¥',9') € RO <M, on ait 1'inégalité

- -1 -N > > -N
[(Rog gr @ )| < CmY,a)g, <q,9'> " (1+ My—y'HIq).
Alors A peut s'écrire A = Op(f) , ou le symbole (admissible) f est
de poids m.

Preuve. D'apreés le théoreéeme 8.21, il suffit de prouver que, pour
tout A réel, le A-symbole a, de A appartient & Symb(m). Posons

10. K(Y,q:¥',q") = T 3 .
(10.1) (y,q:y',q') (Aaoy’q ' wy.,q.)

D'aprés (9.19), on a pour tout couple (u,v) de fonctions de Eftmn)
1'identité



96 A. UNTERBERGER

(10.2) c2(au,v) = |(u,<D>es IK(F,q:¥',q") (<D>¢s, _,,v)d¥ dg dy'dq’
1 ¥.q ¥

et comme il est immédiat que le symbole standard d'un opérateur de
rang un ur—>(u,y)®, avec ¢ et Y € fy(IRn), est la fonction

" . 94 — ——-—_’
(0 — 0@ 21TXE> 5 F)
on voit que le symbole standard ag de A est donné par
2 -
(10.3) o] 3, (x,8) =
-
=2im<x,E>

— it ] 1) - /\ g ol > A >y
K(y,q;y',q )(<D>w§~. q.) (x)e (<D>£D§; q(é:))dy dg dy' dq'.

-

Avec Y = Jg+i(0,¥), ¥'= Jq'+i(0,¥'),E = (<E>,T) et n = (<n>, M,

on a

T -
(10.4) D> (D) = e 2TYiE>

et par suite

- - . - v Y
(10.5) Cf(fF11ao)(g-a‘,“') =j K(T,q:5,q")e 2T (SYin>+<Y, ) g7 aF a7 a5
La relation (7.18) entre a, et a, fournit enfin

(10.6) c%a)\(x,g) = J (<£,Jn>)AK(?,q;37',q')

- . — —.—* - ' - -
e 2im<x,£-n> e 2T (<Y, n>+<Y,E> a7 dy ag a4y a3 .

-~
Posons, avec x = (0,X),

(10.7) wé.,e&) = j<£,Jn>>‘ 72T —ixy >

c'est presque la fonction X;}'E(x) déf;yie dans le lemme 9.1, a
1'abandon prés du facuau'1/no dans l'intégrale qui définissait cette
derniére ; comme ng < Zqé <Jgq',n> , une modification insignifiante
du lemme 9.1 fournit les inégalités
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el > A
(10.8) Lo, V()W (BE)(wy. (x)) 1
i,5 &
> > -k >3 >
< © <IqiesRtAal (14 E-y* Il g LTV

i,3 q
dans lesquelles k est arbitrairement grand.

On écrit (10.6) sous la forme
2 - > _ — e A -
(10.9) c1a>\(X,E) S K(y,q,y,q ) ‘PY;E(X)

e—2ﬂ<Y+1X,§> d? da'd§“ dq, .
Nous terminerons la preuve en supposant m = 1 pour simplifier les
notations mais il n'y a, on s'en convaincra, aucune difficulté a
absorber dans le cas général le facteur
N N
—> - -
€)1 'm(F @) < ¢p a8 (e Ry, 2.

>

Si 1'on utilise la majoration de |K(§,q;v',q')| qui constitue

P

1'hypothése du théoréme 10.1 et que l'on se sert de (10.8) on
obtient, en partant de (10.9) :

T

> > o o -N - >,
(10.10) la, (x,8) 1 & C |5= <q,3q"> "0+ y=y' i o)
(o]

-N

e (e gz q.)'k e~2M<Ia, 8>

dy dq ay' aq' .

On majore qé par 2qo <q,Jq'> et <Jq}&> par le produit 2<Jq,q'><Jq,&>;
comme

1

=2 =N -k 4o -
j(H my=y"uig) ~ O+ IESAL q") ay' < Claay)

si N> n et k > n, on obtient

-> -
'ax(_;fi) 1< Cj <q,Iq"> N gq, g5 IAtKRD g m2m<ag, &> %q %(-ZL
(o] (o]

et cette derniére intégrale est bornée si N > n+i+1+k .

Il reste a montrer que a, toujours définie par (10.9), reste

bornée apreés application d'un produit d'opérateurs différentiels

J

3 .
Lo, ﬁg_ avec ||a'||gs 1 ou celle d'un produit d'opérateurs 3 By Eax— avec |||é’m L 1:
campte tenu de la présence sous 1'intégrale (10.10) du facteur <q,Jq'>'N92”<qug>
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avec N arbitrairement grand, l'effet de ces opérateurs sur wé;g(i?)
est décrit par (10.8) de facon satisfaisante ; quant & leur effet sur
exp (-2m<Jg+i(x-y) ,€>), 1l se traite par une application maintenant
routiniére de 1'inégalité (<3, %91 ¢ ol £ |u§>§u1£ et du lemme
8.16. Ceci termine la preuve du théoréme 10.1.

THEOREME 10.2. Soient A

1 et A, deux opérateurs de poids m, et m,

respectivement, c'est-a-dire de la forme Aj = Op(fj) avec ij
Symb(mj) : alors 1'opérateur AR, est un opérateur de poids mm, .

Preuve. Remarquons d'abord qu'il est trivial que le produit de deux
fonctions-poids est une fonction-poids ; par ailleurs le produit

A, A, est bien défini , d'aprés le théoréme 9.5, puisque A, et A,
opérent tous deux de ‘;P(IRn) dans f-P(IRn) .

Soit ag le symbole standard d'un opérateur quelconque A de 9%]R3
dans 9"cmn): on sait, d'aprés (7.1), que <23ao(§}2) est le symbole
standard de l'opérateur A<D>. La méme relation lie, d'aprés (7.18),
les A-symboles des opérateurs A et A<KD> : bien entendu, cette multi-
plication par <E; transforme un symbole de poids m(¥X,£) en un sym-
bole de poids Eom(z,g). Les théorémes 8.19 et 8.21 montrent alors

que A<D> est un opérateur de poids pom(?,p) si A est de poids m(¥,p).

Pour tout couple ((Eﬁq),(;“,q')) de points de nJIXM1 , 1'iden-
tité contenue dans le théor.9.3 permet d'écrire (1l'étoile désignant

ici l'adjonction relativement au produit scalaire dans Lz(an))

1

- *
0.1 I-= . = > <D>) .
(1 1) I(A1A2wy,q,®y.,q.)l I (<p>" A, w;;lq,(A1 D>) wy.,q.u
-1 -1 <ru g
< <D> w oo <D> Qerm _u dy"ag".
S € gl( By OF,q + On, gy 11 (By<P> Oguguiogq) 1dyTad

Le premier facteur s'écrit aussi I(A2 o= ., O

Ll " t l thé -
¥,q’ Ogn,qn) | ¢ et le théo

réme 9.2 fournit donc la majoration

(10.12) IgCcC q;1m2(§ﬁq)m1(?',q'>
S<q,Jq">'N(1+ wy-y" i q)'N<q",Jq->'N<1+ 0y -3 i q.)'N
d-y’"dall

avec N arbitrairement grand : en utilisant le fait que m, est une
fonction-poids, le lemme 8.1 et 1'inégalité de Peetre, on obtient
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finalement
=N -N

- -
(10.13) I g qu1m1(§:q)m2(§:q)<q,Jq'> 1(1+|||y-y'h|q) 1

avec N, arbitrairement grand : cette inégalité, jointe au théoréme
10.1, achéve de prouver le théoréme 10.2.

COROLLAIRE 10.3. Soit A un opérateur d'ordre k, c'est-a-dire, rappe-

lons-le, de poids pg : pour tout s réel, A s'étend en un opérateur
continu de HS(R™) dans Hs_k(IRn) .

Preuve. c'est immédiat, il suffit de remarquer que 1l'opérateur

<D>° Ka<p>™% est un opérateur d'ordre O.

COROLLAIRE 10.4. Soit m une fonction-poids et soit A un opérateur
linéaire continu de gP(nfﬂ dans E?'(]Rn). Pour que A puisse s'écrire

Op(f), ou f est un symbole de poids m, il faut et il suffit gque pour

tout N > O il existe C > O tel que, quels que soient (?}q) et
(y',q") € R"xML, on ait 1'inégalité

N

(Ao 0 s ey, @< qIg> T O y-Fl )T

)|
y.q9 yiq'

Preuve. On applique a <D>A les théorémes 9.2 et 10.1.

Dans le reste de cette section, on abandonne le calcul de Klein-
Gordon pour revenir aux calculs habituels : nous pensons que les
précisions qui suivent pourront intéresser certains lecteurs. Rappe-
lgns que pour tout t réel on définit un calcul symbolique Opt sur
L (IRn) en posant, pour tout symbole a € %?‘(IRzn),

(10.14) (0py (a)u) (¥) :Ja((1—t)3€+t§,m

. et el
e21w<x—y,n> u(y)d; dﬁﬁ

Lors?ue t = 0, le calcul en question est le calcul standard ; pour

t = 3 c'est le calcul de Weyl, et pour t = 1 c'est le calcul qui

donne la priorité aux opérateurs de multiplication par rapport a

ceux de convolution. Si A = Opt(a), on dira aussi que a est le Opt-

symbole de l'opérateur A. La relation entre le Opo—symbole a et le

Op1— symbole b du méme opérateur est donnée par a = J1b avec



100 A. UNTERBERGER

2
t t 3
(10.15) J = exp -2—]71; Em .

Dans [15] , H&rmander a introduit les classes de symboles Sﬂ 5
’

(0¢8<pg1 , 6<1) caractérisées par les inégalités

(10.16) 102 88 a(X,D)] < ¢, g1+ EmPIEl lal

a,B

m
1,1
conduire a un calcul acceptable des opérateurs pseudo-différentiels.

I1 est apparu trés tbét que les classes de symboles S ne pouvaient
Cependant, Stein a montré comment on pouvait récupérer la continuité
sur L2(IRn) d'un opérateur a condition de supposer 1'appartenance
simultanée a S?,1 de son Opo—symbole et de son Op1-symbole ; plus
récemment, Bourdaud a montré dans [ 4] que ce type de condition
conduisait encore a des algeébres d'opérateurs.

Néanmoins, nous ne pensons pas que le calcul S1'1 soit réhabilité
pour autant : la contrainte qui oblige a étudier simultanément deux
symboles liés par la relation a = J1b empéche en effet d'effectuer
sur les symboles des opérations trés simples telles que les tronca-
tures, et semble enlever au calcul pseudo-différentiel associé l'es-
sentiel de son utilité .

Dans l'esprit de ce qui précéde, voici une caractérisation des
opérateurs dont le Opo-symbole et le Op1—symbole appartiennent tous
deux a la classe Symb(m) introduite dans la définition 8.13. Il est
nécessaire, cependant, de renforcer 1l'hypothése sur la fonction-

poids.

THEOREME 10.5. Soit m une fonction-poids vérifiant la condition sui-

vante : il existe C1 > 0, N1 > 0 et N2 > O tels que, pour tout cou-
ple ((¥,9),(¥',9')) de points de R"xJ , on ait 1'inégalité

N N
m(F,q)< Cm(y',q') inf(<q,dq'>,<q,q'>) | (+ I7-7 q 2,

Soit a (resp.b) le Opo(resg. Op1)—symbole d'un opérateur linéaire
continu A de g)(IRn) dans f?'(IRn). Les conditions (i) et (ii) sont

équivalentes :

(i) a et b appartiennent tous deux a Symb(m) ;

(ii) pour tout N » O il existe C > O tel que, quels que soient
(?,q) et (;',q') appartenant a ]Rnxm , on ait 1'inégalité
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I (A )< Cm(y,g)gs (1+ =y )N
‘D?,q ’ (‘pi;l,ql < Yq qo Y=Y q

[inf(<q,Jq'>,<q,q'>)]_N.

Preuve. Rappelons, d'aprés le lemme 8.3, que inf(<q,Jg'>,<q,q'>) est
de l'ordre de

- - -
s(aq,q") = (2q.a)) " (@i Aq1?).

Supposons (i) vérifiée et reprenons la preuve du théoréme 9.2 sous
ces hypothéses, en partant de (9.9) écrite avec A = 0. Comme on ne
dispose plus, dans l'emploi du lemme 9.1, du facteur <Jq',£>-x , on
compense ce défaut au moyen d'une intégration par parties basée sur
l'emploi de 1l'opérateur ZBj §%T aveC|W€m q £ 1 : 1'application au
symbole a(§,€) de puissances de cet opérateur fait perdre des puis-
sances de <Jg,&> mais cela est sans importance ; il en est de méme
pour son application a l'exponentielle exp2in<;}g§ . La fonction
X?,a‘;’ se réduit (cf. (9.3)) a
(%) = 2kn_1(1+|§-37'|2—2i<§—§',§">)

2
et on peut la dériver a l'aide de la proposition 4.2. L'application
de I Bj 527 met en évidence le facteur

J - - >

<B,x-y'>-i<B,q'>

et, pour §.bien choisi, 1l'intégration par parties correspondante

permet de gagner des puissances arbitraires de HE"H q Or

(10.17) g2 = ag?tag-1 + @A 918
L)

95 -2
— ' -
2 q §(q,q")-(1+q ")

de sorte que

(10.18) 1+ 2 g | ; > 6(q,q9") siql>a -

Si l'on est dans le cas opposé, il suffit d'échanger les rbles de

@Y et ¢ puisque le Op _-symbole de A* est b. Le reste de la
g §|'q| [o}
preuve du théoréme 9.2 s'étend sans modification.
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Pour prouver que (ii) implique (i), c'est la preuve du théoreéme
10.1 qu'il s'agit d'étendre : compte tenu des lemmes 8.4 et 8.8,
cela ne demande cette fois aucune modification, ce qui termine la
preuve du théoreéme 10.5.

L'examen du théoréme 10.5 d'une part, des théoreémes 9.2 et 10.1
d'autre part, permet une comparaison trés précise des opérateurs
dont le symbole de Klein-Gordon appartient a Symb(m) avec ceux qui
ont a la fois un Opo—symbole et un Op1—symbole dans cette classe.
Cette comparaison est a l'avantage du calcul de Klein-Gordon, mais
les théorémes de continuité 9.4 et 9.5, aussi bien que le théoréme
de composition 10.2, restent valables pour les opérateurs de la
deuxiéme catégorie.

Si k € R, si m(?}p) = pok , et si enfin n = 1, la proposition
8.14 montre que Symb(m) = S?’1 de sorte que le calcul de Klein-Gor-
don nous parait é&tre, dans ce cas, "le" bon calcul pour la classe
S1’1 . Il n'en est pas de méme lorsque n » 2. Voici dans tous les
cas, cependant, une caractérisation des opérateurs de la classe s1,1
au moyen d'états cohérents liés a ceux introduits dans la section 4.
La preuve des résultats qui suivent est tout a fait parallele a la

preuve des propositions 5.1 et 5.2 de [37] : aussi 1l'omettrons-nous.

DEFINITION 10.6. L'espace n, est constitué des points Y=(€,§)eIRXI¥

tels que € > O : il est muni de la métrique d52 = 5—2 (d€2+|d;l2)gg

—n—1d€d§.

de la mesure associée du(Y) = ¢

Remarque : cet espace symétrique n'est qu'un autre modéle de 1'hy-
perboloide de masse (voir par exemple Lax-Phillips [21]); la dis-
tance d sur I, est donnée par

'2 > 2

(10.19) ch d(y,Y') = (2ee') T (e?+e YY) .

DEFINITION 10.7. Soit v un entier ou demi-entier > -

(&Y) € I, on définit la fonction @; = w:'y € tfHRn
v

. Pour tout

par wz,§(§)

~ Nl=

= @ (§;§), ou wz est caractérisée par
Ay > T 0y cane<d>
GL(E) = ef  FeTImE

Remarque : si 1l'on se référe & la définition 4.4, on voit que



CARACTERISATION D’OPERATEURS 103

n
F+2V

Y _ 2 2V+1

(10.20) weli;— 3 <D> Uy

avec 7 = (e,iy1,...,iyn)€ I.

THEOREME 10.8. Soit m = m(e;§) = m(Y) une fonction > O sur Ho véri-

fiant pour un couple (N1,C1) de constantes positives l'inégalité

N,d(Y,Y")
m(Y) C1m(Y')e

pour tout couple (Y,Y') de points de Ho' Soient a et b le Op,- et

le Op,-symbole d'un opérateur linéaire continu A de ffumn) dans

9)'(IRn). Les conditions (i) et (ii) sont égquivalentes :

(i) a est de classe c” et vérifie les estimations

“(5‘% Bax,B) 1 < cees ¢TI i By™

et la méme condition est valable pour b ;

N
1,X),

9
5%

(ii) pour tout entier N > O il existe Vo ? T % et, pour tout v

entier ou demi-entier > Vo r une constante C > O telle que

l'on ait
1 (A@y + ®yy) | < C m(Y)exp(-Na(Y,Y'))

pour tout couple (Y,Y') de points de Ho’

Remarque. Ce résultat, basé sur la résolution de 1l'identité

(10.21) (am) " (av-1)1 uy ? =,J‘ | (u,0)) 1%au (¥)

o
valable si v }% , appelle quelques remarques.
La premiére est qu'il n'autorise que l'emploi de fonctions-poids
radiales relativement a 3': en particulier les puissances de <23
sont permises, et ce théoréme comprend donc une caractérisation des
opérateurs de la classe S$'1 . Ensuite, on observera que l'espace Ho
qui paramétrise les états cohérents n'est ici que de dimension n+1
alors que, aussi bien dans le calcul de Weyl sur r" que dans celui
de Klein-Gordon, un espace de dimension 2n est nécessaire. Néanmoins,
cela suffit pour retrouver les résultats les plus importants (con-
tinuité sur L2, composition) des opérateurs de la classe envisagée.






XI - LA COMPOSITION DES SYMBOLES.

On donne dans cette section la formule intégrale permettant la
composition des symboles de Klein-Gordon. Elle présente quelques res-
semblances avec celle du calcul de Weyl mais aussi la différence fon-
damentale suivante : la valeur en un point w € S du composé f 4 g de
deux symboles ne dépend que de la restriction de f ® g a une partie
de SL x 5L de complémentaire non négligeable, sauf dans le cas ou
n = 1. Les trois sections suivantes seront consacrées en partie a la
description de formules de compositioh sous la forme des développe-
ments asymptotiques avec lesquels le calcul de Weyl nous a familia-
risés.

D'aprés le théoréme 8.18, le passage du symbole de Klein-Gordon
actif au symbole de Klein-Gordon passif, de méme que le passage in-
verse, conserve les classes de symboles de poids donné. Autant dire
que l'utilisation du symbole de l'une plutdt que de l'autre espéce
ne s'impose pas pour le moment : dans la présente section, nous
choisirons le symbole passif, lequel conduit a une formule plus
agréable.

Il suffit d'énoncer et de prouver la formule de composition
des symboles dans le cas ou les opérateurs envisagés varient dans
une certaine algébrej( d'opérateurs pourvu que]{ soit dense, disons
dans l'algébre des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H%(IRn). Si
{wZ}Ze'H est la famille des états cohérents introduits dans la dé-
finition 4.4, nous avons choisi de prendre pour'j< l'espace vecto-
riel engendré par les opérateurs de rang un du type

(11.1) u > (b0, ¥y
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avec Z, Z' appartenant tous deux & I . Si l'on note T cet opé-

2,z2'
rateur, on a

(11.2) ™ m

Y,y Al = (IPZHPY,)% TrY,Z'

et K est bien une algébre. Le symbole passif de est la fonc-

z,7'
tion de Wigner dont le calcul fait l'objet de la proposition 4.5.

Rappelons ici, pour la commodité du lecteur , que

(11.3) (Wgrbg) = ¥(z+2")

ol ¥ est donnée dans la définition 4.3, et que
(11.4) Wby by e) (x50) = 279 (3 (2-ix) +Z" +ix)

avec

Jpz = =2+2<z,p>Jp.

THEOREME 11.1. Soient A, et A, deux opérateurs dans 1l'algébre K

1
engendrée par les opérateurs de rang un de la forme (11.1), et soit

A = A1A2. Soient g7 9, et 91# 9, les symboles passifs des opéra-

teurs A A2 et A respectivement . Soit w_ 1l'observateur de réfé-

’I'
rence, c'est-a-dire le point (x,p) €IRn+ljn1 tel que x = O et

p= (1,0,...,0). On a l'identité

-
2 " ZiA Tu 2y 3z T
(gy#9,) (w) = 27 U(pépo)n(1—|p'A B"19) 7" g, (0,%ip’) g, (0,%;p")
expl4in (1=1B'A B"1%) 2 [p <x1p">-pl <X B0} d?'d?ﬂdg'dﬁ",

intégrale étendue a la partie de Q x § définie par |EUN B"[< 1.

Preuve. On peut supposer que

(11.5) gq= Wlhg,byr) v gy = W, 0,0)
d'ou, d'apres (11.2),

(11.6) g#g, = Wgrbyo), Wliybg)

et en particulier

(11.7) (gy#g,) (wy) = 27V (2+Y") ¥ (IY+Z")
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1

- —l ) 7
_ 2n[ e 2T(KZ+Y"' ,p'>+<JY+2Z"' dg, d;..‘

rP">)( Ay
p'p")
DM o e

On évalue maintenant l'intégrale au second membre de 1'identité

annoncée.

>
LEMME 11.2. Soient Y et Y'€Ill et p € M. Pour tout q €R", posons

4in<%, >
X123z

n(d =S Wby, ¥y ) @Fipe

1 est le vecteur caractérisé par <Jq,p> = O

8iq = (q,d R
. -1 > =
(i.e. 94 = P, <9,pP>), On a
~ - -1 1 — —
h(g) = po1(1—r(q)) “exp=-2m[ (1-r(q)) ?<Y+Y',p>-<Y-Y',q>]

avec, rappelons-le,r(q) = qg— f&lz .

Preuve. Comme les deux membres de la formule annoncée sont des fonc-

tions holomorphes du couple (Y,?‘), il suffit d'établir celle-ci

dans le cas ou Y' = Y = y+in € C+iRn+1, ce que nous supposons
désormais. Rappelons (2.22) que lorsque x décrit le sous-espace
vectoriel E0 de IRn+1 caractérisé par Xy = O, alors z = x-<x,p>Jp

décrit le sous-espace Ep caractérisé par <z,p> = O, et que dz =

pi d;—. La fonction W(wY,wY), admissible, a la méme valeur aux
points (x;p) et(z;p), et 1l'on a aussi <z,q> = <x,g> puisque <Jp,q>
= 0 . Ceci permet d'écrire

4im<z,q>

h@ = py? [ Wby, by) (zip)e az .

-'E
p

. _ A1 .
Soit /\ le boost tel que p =/ e, 1 €y étant le point de base de M :
si 1l'on pose z = A\w, alors z décrit Ep lorsque w décrit Eo et
(cf.(2.21))az = P, dw. D'apreés la proposition 4.4, on a
U(ﬁ\_1)wy = wA_1 et la propriété de covariance exprimée par la
proposition 2.4 “fournit

(11.8) Wy by) (25P) = W(Y g ) (wseg)
Y

A_1y A
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(11.9) n(@ =p. ( WY o

s ATy 4iﬂ<w’/\q>dﬁ.
el

,\;1Y)(w;eo)e

De tout cela il résulte que l'on peut se borner a établir la formule
indiquée dans le cas ou p = ey s auquel cas le deuxiéme membre se
réduit a

-3

(1+1d1%) 7% exp-anl (1+191%)% y ~1<T,3>1.

Comme

(11.10) J(Y-ix) +¥+ix = 2(yo,i(§-rT)),

la proposition 4.5 fournit

n

(11.11) Wy, 0y) (0,%5e) = 2 ‘¥(4(y§+ 1%-71%))

et la formule qu'il s'agit enfin de prouver s'écrit donc

ZHVJW(4(yg+l;—ﬁwz))e4lﬂ(x'q>d;
- 2 -% 3
= 1+ G 1% TEexp-anl (14 [T 1%) By ~i<h, > 1.

Or cette formule résulte, par inversion d'une transformation de
Fourier, de la définition méme (cf. définition 4.4) de la fonction
¥(z), évaluée au point Z = 2(Yo,i(§:ﬁ)).

Ceci termine la preuve du lemme 11.2.

Fin de la preuve du théoréme 11.1. Partant du membre de droite de

l'identité annoncée, calculons pour tout couple (p;p") 1l'intégrale

(11.12) I(plp" = (exp {aimy" [pé&" ,'5">—po"<§<’",13"> 1}

T,

9,(0,%':p") 9, (0,X"p" ax" X"

avec
— 1
(11.13) = ulp',e" = (1-18'AD"I%) 2.

Il n'y a qu'a appliquer deux fois le lemme 11.2, une fois avec q'

tel que @' = u_1péﬁ“ , soit
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[}

(11.14) q'

et une fois avec

q" = ‘U_1 (<-§' I—p>">l Pg-}?')-
On a
r(q") = w 2B B2 2B 1% = W= IB A B2 B 2
-2,.2 .2
= U 2(u -pg7)
d'ou
(11.15) (-r(@'¥ = w'py , (1-r(@)E
e lemme 11.2 fournit donc
] " - tan -2 2 =1
(11.16) I(p',p") = (pipg) "W" exp(-2m u 't)
avec
_ — -
(11.17) t = pg<Y+Y',p'>-(YO—Y5)<3',§“>—<Y-Y',p55%>

[ 7 " 7 gt 7.
+ pO<Z+Z ,p"> + (ZO-ZO)<p,p >+<Z-

Si l'on pose
(11.18) A = Z+Y' '

On peut écrire

-5

(11.19) t = Bo<p:Jp">+<§;pép"—p

S d

U—1 (<3' 1-5“>) ’ Pég") ’

g

n
Op>

n g Fu n
+ Ao<p',p >+<A,pép +pop'> .

Comme

<p',p">2-1ptBreprB 12 = 1= A B =

1

le point q'€21Rn+ tel que

(11.20) ap = vt @

appartient & M{, et il en est de méme de

2

(11.21) q" = u ' (<p',3p">, péﬁ“-pgg')-

[] (=g}
Z ,pop >.

:u_

B

109
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Soit, par définition, g(wo) le second membre de la formule qui
est 1l'objet du théoréme 11.1. D'aprés la définition (11.12) de

I(p)p") et le calcul de cette intégrale résumé en (11.16),(11.19),
on a

(11.22) glu,) = 2°7 g‘(pépg)n-z[u(p}p")]~2n
exp—2w(<Z+§}q'>+<JY+E}q">) d;' dg"
avec q' et g" définis en (11.20),(11.21).

La transformation (p)p")—>(q)g") définie par ces formules est
un difféomorphisme de 1'ouvert de M xM carctérisé par [B'a p"| <1

sur NMxM ; il suffit pour le voir de les résoudre sous la forme

— - >u - 1]
(11.23) R B -Le
Py 9519, o 9%

En effet, les vecteurs aux seconds membres de ces formules ont des
normes inférieures a 1, et de plus (11.23) entraine

5

pagl] 2 7% " 2,- ~n
(11.24) 1B'A B = [1- 1gr-gni® y " - 19" +q lz’ - 219'A Zf'zl
(ag+ay) grap)® " (ayray)

]

= _
(1+<gig">) 2 (1+<qg}Ig">) PN

Calculons le jacobien de cette transformation, en rappelant le fait
élémentaire (voir par exemple [36], lemme 12.9) que sur un ouvert
de ]Rk le jacobien de la transformation qui consiste a multiplier

les vecteurs par une fonction scalaire f de classe C1 est la fonction

(11. 25) x > (£ T E T xy §.
J
Si nous posons, en conformité avec (2.1), v' = - pé_13' et
v" = -pg'*ﬁ" on en déduit pour commencer
(11.26) di;l = Pén*'zdv' , d'p’u - pgn+2dv|v

Les formules (11.23) donnent par ailleurs

2
dv'dv" _ Zn(q,+q.,)—2n+1[(q,+ ,.)—1_(q.+q,,)-2(3é__—1 . 95 -1)]
agrady o "o 0% o ‘o qé q"

-1

"

2™ (a2 +ql) " ™ (qray)
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d'ol, puisque plph = %(qé+qg)(d'aprés(11.20),(11.21)),

1

]

(11.27) aprap" = (plpn) ™% 2% (al+al) T2 (qlay) T'dd" dg”

-n+2 -1

_1_ n+2 ' " (] T gan
7 0 T(al*al) (qlql) 'dq' dq

Si 1l'on effectue dans l'intégrale au second membre de (11.22)
le changement de Variables que 1l'on vient d'étudier, on obtient 1'in-
tégrale au second membre de (11.7) : par suite g(wo) = (91#=g2)(w0),
ce qui acheéve de prouver le théoréme 11.1.

Remarque . La covariance du calcul de Klein-Gordon exprimée par la
proposition 2.4 permet le calcul de (g1#=g2)(w) pour tout w .

COROLLAIRE 11.3. Pour tout p € X, soit Sp la symétrie géodésique
sur M autour de p : celle-ci a été définie en (2.15). Le calcul en

un point w = (x;p) d'un symbole produit g1## g, he dépend que de

la restriction de g, (x';p')g,(x";p") a l'ouvert caractérisé par

1'inégalité

chzd(p,p')+ chzd(p,p“) > ch d(p',p")ch d(Spp;p").
Preuve. Cette condition s'écrit
1] 2 n 2 L} " 1] "
<p',Jp>"+<p",Ip>"-<p',JIp ><Spp Jp"> >0

et comme MSPM_1 = sMp pour tout M € &fg (utiliser (2.15) ou bien se
convaincre de 1l'évidence géométrique de cette égalité), cette con-
dition est invariante par l'action du groupe de Lorentz propre.
Lorsque p = e, elle se réduit a

pl2+p"2

oT#pLo= <p',p"><p',Ip"> > O,

ce qui n'est qu'une autre fagon d'écrire fB'A'E"I <1 .

Il est instructif d'effectuer dans 1l'intégrale introduite dans
le théoréme 11.1 un dernier changement de variables, pour présenter
celle-ci sous une forme d'apparence identique & celle qui intervient
dans le calcul de Weyl.

LEMME 11.4. Soit ¢ la transformation (a',B';a",B8") (0,X!p';0,%'p")
¢ RO x ’PMYT <ML Géfinie par les formules
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-+ L
pl;l = LI%U,I , PSX" - U%a" , —P)l =u%s| , p" = ug"

et
(1+|6'/\ Bnlz)-% .

=
I

La transformation ¢ est un difféomorphisme C° de (3554 sur 1l'ouvert
de {0IxR™ xTUx {0}xIR™ xW( caractérisé par 1'inégalité |B'ADB"| < 1.
De plus, on a

e bral " 1any T 2
dszldpldx dg = (popo) n H n+2d0c'd8'dot"d8".

Preuve : en évaluant |P'AB"| , on trouve immédiatement

(11.28) -13'A P2 = 2,

ce qui montre que |E‘A'E"| < 1 et donne a MU la méme signification
qu'en (11.13) ; l'inversion de la transformation ¢ est alors tri-
viale. Son jacobien se calcule a l'aide de (11.25), ce qui est par-
ticuliérement simple en raison de 1'identité d'Euler appliquée a la
fonction homogéne |B'A B“|2 . On obtient

]
n——
dg'dp" = u 2[u% (2= /%] aprage

un+2 agrag",

"

d'olu le résultat indiqué.

THEOREME 11.5. Sous les hypothéses du théoréme 11.1, on a l'identité
2n L) L] n "
(91:# 92) (wO) = 2 (g1 ®92) (<I>((1 (B'ia", B ))

‘exp(—4iﬂ(—(a3B">+<u",8'>))da'daﬂds' dag"

dans laquelle ¢ est le difféomorphisme défini dans le lemme 11.4 et

le domaine d'intégration est (IRn)4.

Preuve. Partant du théoréme 11.1, on applique le changement de va-
riables ¢ et 1'on se sert de (11.28).

Remarque. On reconnait au second membre, dans les variables
(a",B';0",B"), la formule exacte qui donne la valeur du composé
de deux symboles de Weyl; mais si 1'on étend, en se servant de la

covariance du calcul de Klein-Gordon, la formule de facon a obtenir
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(g1#=gz)(w) avec w€ § quelconque, il y a lieu de remplacer la carte
$ par une carte ¢w dépendant de w : c'est cette dépendance qui re-
fleéte la structure relativiste du calcul.

Le reste de cette section sera consacré a étendre la validité
du théoréme 11.1 au cas ol 94 et g, sont des symboles de poids quel-

conque.

Sur l'espace II introduit dans la définition 4.3 il existe deux
invariants de paires dont 1l'un est défini ([36],(2.27)) par

_.l
(11.29) 5,(z,2") = —ztz=2)l
4(r(z)r(z"))*
si Z = z+ig et 2' = z'+iz' sont deux points de II . Rappelons ([36] ,

lemmes 5.1 et 5.2) que §, peut &tre comparée & 1l'exponentielle de la

distance intrinséque d sur I via les inégalités

(11.30) 5, ¢ e% ¢ (a5, V2
et

1 5 " "
(11.31) 6+(Z,Z )‘$ 2 6+(Z,Z )6+(Z ,Z2') .

Cet invariant nous aidera a estimer la fonction de Wigner défi-

nie en (11.4). Si Z et Z' sont deux points de II et si p EJKN posons

(11.32) pp(Z,Z') = r(Jpz+Z')
avec
(11.33) Jpz = =Z+2<Z,p>Jp
Sip = MeO (eO point de base deJil),on a
(11.34) I8 M lamz L
On pose en particulier (avec Z = (ZO,EB)
(11.35) <z>? = 0 (2,2)
P p
= r(JM'Z+M'Z)

alre M'2)2 411 W17

[}

4[<Re Z,p>2+<Im Z ,p>2-r(1m Zy1:
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c'est un nombre > O .

LEMME 11.6. Soient Z et Z' € II. On a

L
2

p

Re (p3(2,2'))3 277 (5, (2,2')) 2ea>bazt>k

Preuve. D'apres (11.32) et (11.31), on a

L
(11.36) Ipp(Z,Z')I6+(Z,Z') 46+(JPZ,Z')6+(Z,Z')(r(z)r(z'))2

-3

\'2

5
6+(JPZ,Z)(r(z)r(z'))

- 2_7<Z>;(r(2))_%(r(2'))%.

Si l'on échange Z et Z' (ce qui change pp(Z,Z') en son conjugué) et
que l'on effectue la moyenne géométrique des inégalités obtenues, on

trouve

-7 1

(11.37) |pp(Z,Z')| > 2 <z>p<z'>p(5+(z,z')) .
Comme JpZ+Z'€ I , on sait que pp(Z,Z') ne peut pas étre réel
£ O : il nous reste a prouver que son argument (compris entre -7 et

m) ne peut pas trop s'approcher de +m . Nous allons établir que

(11.38) larg o (2,2 ¢ 1-272(5,(z,2')) 7% .

Comme d'apres (11.34),
(11.39) pp(z,z') = r(JM'Z+M'Z),
on peut se ramener, vu l'invariance de 6+ par le groupe de Lorentz,

au cas ou p = e,s ce que nous supposons désormais : posons g =0

pour simplifier. On a °©

(11.40) Re p(2,2') = xr(Jz+2')-r(Jz-¢'")
et
(11.41) Im p(2,2') = 2<Jz+z', ¢-Jg'>

comme il résulte de la formule
(11.42) r (A+B) = r(A)+2 <JA,B> + r(B)

valable pour tout couple de vecteurs A,B. Evidemment, seul compte le
cas ou Re p £ O, et 1l'on supposera en particulier r(Jz-z') » O dans

ce qui suit. Comme Jz+z' et ¢-J¢', ou l'opposé de ce dernier vecteur,
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appartiennent tous deux au céne de lumiére C, on a, d'aprés une iné-
galité élémentaire et classique (cf [36] (2.2)) :

% %
(11.43) IIm pl> 2(xr(Jz+z')) "(r(z-Jg")) 7,
d'ou
-Rep . r(Jz-g') . 1 r(Jg-g') %
(11.44) IImplS IImp | N2 [r(Jz+z' )
1 ICO—CéI
5 1 .

(2<z,z'ﬂ%

Soit z" le milieu de z et z' au sens de la géométrie du cbdne symétri-
que C. D'apres ([36], lemme 5.6), on a <z,z'> > lz"l2 et si 1'on uti-
lise également une inégalité écrite dans [36]lentre (5.16) et (5.17),
on en déduit

—_rt
-Re p < 2—3/2 ICo CoI < 23/2

(1.4 mpl EEEATE

(s,(2,2))3/2
L'inégalité (11.38) résulte de 1la : on en tire

L - - L
(11.46) Re(p2(2,2")) » 27772 (5, (2,201 > 2 1p (2,20 1%,

ce qui, avec 1l'aide de (11.37), achéve de prouver le lemme 11.6.

On suppose désormais, conformément a (4.7), que (avec g et
q'eM)

(11.47) Z = Jq+i(0,9), z' = Jq'+i(0,7"),

et 1'on rappelle (cf(11.4), définition 4.3 et (11.32)) que

(11.48) Wiy, 0gy0) (0,%;5p) = 2n+1k2:l(pp(X,X'))
3
avec
(11.49) X = 2-i(0,%) et X' = 2'-i(0,%).

La formule (11.35), appliquée a X et X', donne

(11.50) 702 = g, p e GR BT
= <aq,p>2+ nﬁf‘-}‘m;

et

(11.51) %<X->I2) - g, p>s Ill_y"—Ym; .
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D'aprés (11.29) et (11.42), on a

(11.52)  6,(X,X') = 6,(2,2") = Ir(I(qrq'+i(0,3-Y")) |
= %|2+2<Jq,q'>+2i{*¥*'[?3*'>+F7-§"|2|.

En utilisant la définition 8.5 et le lemme 8.8, on obtient alors
(11.53) 6, (X,X') < 4 <Iq,q">(1+ IF-F 2.

On estime maintenant la fonction de Wigner au sens de la propo-
sition 8.14 et avec les notations introduites dans cette proposition.

LEMME 11.7. Pour tout couple (N,u) d'entiers » O, on peut trouver

une constante Cy " vérifiant la propriété suivante : soit D et une

’
combinaison linéaire de produits des opérateurs différentiels ej, ejk'
Ej et e, chaque terme ayant au plus u facteurs ; soient Z et Z' les

deux points de II définis en (11.47) ; alors

2N+E+p 2N+n+p
— 2 — 2 2
IDW (¥, ;1) (0,%3p) | < Cy ,(<3q,q">) (T Wy=y" i &)
1 u 1 i
== (N+n) += ~ -+ (N+n) +
[<3q,p>?+ Wy-%1 21 leaq’ o>+ T N 2D 2

Preuve. Si v > 0, la fonction

_L.=Vv/2
kv(t) =t KV(ZWt )

Y

a une singularité en t ° en O et est & décroissance rapide en Re(t

%);
si v= 0, la singularité a l'origine est logarithmique. Dans tous les
cas on peut écrire

1

VT 3 -N
(11.54) Ik (t) | € Cyltl (Re t°) .
v N
Partant de (11.48) et utilisant (11.37) et le lemme 11.6, on obtient
1 _n
(avec Vis = 2)
- -%(N+n) —%-(N+n) N+
(11.55) WYy, 9,4) (0,x5P) | < cN<x>p <X'>p (6,(X,X")) 2

Si 1'on se sert de (11.50),(11.51) et (11.53), on arrive au cas

u = 0 du lemme 11.7. Pour dériver, il faut expliciter

(11.56) 0 = p (X,X") = r(-X+2<X,p>Jp+X')
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—> —>

r(J(q'-q)+i(0,2x—yJ§')+2<Jq—i(0;§:§),p>Jp)

r(q'-q)+|2§L§l§“|2+2i{E'JE}2§!§-§“
-

—

4[<Iq,p>-i<x-y,p>1[<Iq ' p>+i<x'-y' ,p>1.

+

Rappelons (prop. 4.2) que ké = k , et le passage de v a v+1

v+1
dans (11.54) fait perdre au plus (d'apreés 11.37) le facteur 5, (X,X"),

majoré gréce a (11.53). Comme

) R v 95 .
— | <J >=-1<x~- > = — te i =~V
%5 [<Jq,p>-i<x-y,p>] p, P37 Hxymyy)

et que, d'aprés le lemme 8.9, on a
-1 - -
P, dop-all , < <Jq,p> ,

on voit que les dérivations en p (effectuées & 1'aide des opérateurs
Ej et €) sont bien contrélées de la facon indiquée. Quant aux déri-

vations ej, ejk’ elles font perdre au plus le facteur

F¥1 o+ =y o+ p2 T -1+ BA@G D)
et comme (lemme 8.8)

/2 (¢3q,p>+<3q" P,

; — 3
9" -q I, < 2
la preuve du lemme 11.7 est terminée.

PROPOSITION 11.8. Posons a = 4kn+1(4). Soit A un opérateur de poids

m(?}p), de symbole g . Posons, p%ur tout entier k » 1,

-2
g, (Xip)= a 2o, s,

wWle, e ) (Fpdy af'ayrad’
Y9 Y.q

-y 4
Y a Yrq

1'intégrale étant étendue au domaine défini par q§+q62+|3h2+|3ﬁ|24 k.

Alors, guand k—-«, le symbole Iy tend vers g dans l'espace des sym-

boles de poids m au sens de la définition 8.17.

Preuve. D'apreés le corollaire 10.4, on a pour tout entier N, 1'iné-
galité
-N -N
1,.,. 2 1
(11.57) 1 (Aq, vo. )y | € Cy miYia) (<Iq,q'y) ' (uy-yuo .
T 3 N q
Y,qa Y.«Q 1

On a aussi, pour un certain N, fixe,



118 A. UNTERBERGER

— —~ N2 - 2 NZ
(11.58) n(y;q)¢ ¢ymix;p) < JIp,q> (1+ fix=y il p) .
Par ailleurs, le corollaire de l'appendice et le lemme 8.2 montrent
que l'intégrale

j [<3q,p>2+ Ig-% ;]'(n”)d? aq
n-1_-143

cc | <«qp ™ pllad < ¢ | <q,p> "] dd
oM

—n-1
= Cj q"'dg

est bornée. Les trois inégalités qui préceédent et les estimations
contenues dans le lemme 11.7 montrent que la suite (gk) converge,
dans l'espace des symboles de poids m, vers le symbole 9, défini de
facon analogue en remplacant le domaine d'intégration par le domaine
entier R™ M x R™ x)M. Pour montrer que g, = 9, il suffit de mon-
trer que l'opérateur Gy de symbole passif gy converge vers A en un
sens tres faible, par exemple au sens que (kaz,wz.)% converge vers
(AlJJZ,u)Z.)ZE pour tout couple (Z,Z') de points de I . Or, on a

_ =2
(11.59) (Gybg,bp0)y = o W0 97,q), (B9 o ‘”Sf",q')%

(0 qrr¥ge)y & & &Y' ad"
de sorte que la fin de la preuve résulte de la formule de résolution

de 1'identité qui est la forme polarisée de la proposition 4.6.

Voici une extension du théoreme 11.1 dans laquelle g4 et 9, sont

des symboles quelconques.

PROPOSITION 11.9. -Posons

— = -
T2 G-BATUE R, G == A )

Alors l'application (p',p")+— (q',q") est un difféomorphisme de 1l'ou-
vert de TR2D 2n

caractérisé par I_ﬁ'/\?“l < 1 sur R

. Soient 9, et 9,
deux symboles de poids quelconque et soit 94 #-gz leur composé gui
existe d'aprés le théoréme 10.2. On a
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(gita,y) (wg) = zsz (K9, (=207 :p") (Fp9,) (2d%:p") (pip2) ™
=T AB 2™ DBEL) o g,

1'intégrale étant comprise au sens des distributions sur IRzn.

=, =, . . :
Preuve. Posons?f' = Ap", gq"= ﬁ;’. Pour inverser la transformation, il

faut résoudre le systeéme

(11.60) 222 1+u'2|7;’;|i . 2= 10272 g 12
1-Ow) T2 A" 1-0w) "2 13 A 312

d'ou

(11.61) A2-p? = g i2- g

et

(11.62) 0A2-2n?) = @222 AT 2

En posant 0 = 2A2u2 , on voit que 6 est l'unique racine plus grande
- — 2
q'l I

que I?;'I2+|?;'I2+2Iq'/\ de 1l'équation

(11.63) 02=2[1+1q" 12+ 1" 12421 AT 1%) 6+ (1T 12+ Q" 124213 A T" 1) 2

(I 1%=3" 2= 0 .

Avec

(11.64) § = (1473 12+13"12) 22443, q">2 > 1,
on obtient

(11.65) 0 = 1+1q 12+ 7q" 12421 AT 12467 3 2
et

(11.66) o= TUE i 2@ 2130 H 2 S,
2

p“ étant obtenu a partir de 1la en échangeant'i?l et ?T’. Cela permet
d'obtenir (—5',—6") en fonction de (_q" ,—cf"), et comme Ay > IQ'A —C_T"I
d'apreés (11.62), on a bien ng\};W < 1. Notons également que toutes

les expressions dont il faut prendre la racine carrée dans la réso-

lution, a savoir §, |?;"|2—|EP| 2, % , AZ et uz sont plus grandes que

2n

: : : > -
1 : par suite, A et u, considérées comme fonctions de (q',q") € R“",

sont a croissance lente (ainsi que leurs dérivées). On a
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3 _ -1 a -2 AN 3 _ -2 . du 9
(11.67) gag = A T A Zqi sag Sgi Iy 5&; §§§

(=1

et une expression analogue pour 5%# : ces opérateurs de dérivation

sont donc des combinaisons linéairds des opérateurs 337 §§F dont
B k
les coefficients sont des fonctions a cro;g;agpe lente de 3",q". I1
D( l, Il)

résulte également de la que le jacobien BT%T—%;T est une fonction a
4
croissance lente de G?,E“).

I

En itérant la décomposition

J
94 X.g9 <xX,p>g
371 g 1
g1 =—-_—>—7+ij-———~:——2+<x,p>—_"2
1+|Hx"lp 1+|||x|llp (1+IHxH|p)
on peut écrire g, sous la forme
(11.68) g, (&'sp') = X% Fiph)
ou les symboles h; , en nombre fini, sont de poids
1
N -=(n+1)
1 > 2y 2
P, (1+|HxHIP)

pour N1 bien choisi : N1, et le maximum delal dans la décomposition,

ne dépendent que du poids du symbole g, - On écrit de méme
(11.69) g, (X";p") = I 2B hB(;“;p“)'
Soit k un entier » O. D'apres (8.6), on a

2 >

(11.70) (T v5n]) (<237 p") =[1+1q" 12-p2 72 B2/ 2(F ) (<237 100
soit, puisque

2 1

[0}

[d12-p0%<q 857 = (=B AT 1A e 2Bt 12-5 B

(1=-B'AB ) B 12 A 2T,
-k
(11,71 (F, 900 (=230 = ek (- AB%) 2(F n]) (<230

Cela permet d'écrire, si l'on appelle I 1l'intégrale au second
membre de la proposition 11.9,
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(11.72) 1=22"5(-1) %! (4iﬂ)_|al—'SIJ‘(T‘1th;) (=33 50") (R v¥n2) (~23"p")

2 2)k-n=1 D@'. D

3, % 8 B L n-k,._ ")y g g2
(ﬁ.—) (W) {(Popo) (1-Ip'A p o, .)} dq'dq".

Pour terminer la preuve de la proposition 11.9, il suffit, d'a-
prés le théoreéme 11.1 et la proposition 11.8, de montrer que I est

une forme bilinéaire séquentiellement continue sur les couples de

symboles des poids cons%dérés. Or chaque fonction th1 (ou thz) est
-5 (n+1)
2

N
de poids po1(1+ m:ﬂﬂ;) d'aprés le théoréme (8.18), et il ne

reste plus qu'a montrer que, pour |al et |B|lmoindres qu'un entier fix,

la fonction

9 o, 9 B vy Ko e 20k
(33—.) (ﬁﬂ) [(Popo) (1=-1p'A P"1°)7]

est, pour k assez grand, majorée par telle puissance de

(1+E“|2+f3"|2)_1 que l'on souhaite. Or, on a

_ =, ,2,-1 [pT]
€ 201-1p'AP"I19) " plpl .

g 1+iq" |

Ceci termine la preuve de la proposition 11.9.






XII - SYMBOLES DES GENERATEURS INFINITESIMAUX DE LA REPRéSENTATION
DE BARGMANN-WIGNER.

Pour tout élément X de l'algébre de Lie du groupe de Poincaré,
le groupe a un paramétre sy-»esx donne naissance, grdce a la repré-
sentation de Bargmann-Wigner U, au groupe sp—»U(eSX) d'opérateurs

unitaires sur H%(X) : le théoréme de Stone permet d'écrire
(12.1) U(eS%) = exp-2ims du(x)

ol l'opérateur autoadjoint dU(X) dépend R -linéairement de X . On
peut regarder dU comme une version infinitésimale de la représenta-
tion U et appeler dU(X) le générateur infinitésimal correspondant a

X : tout ceci est classique. On se propose dans cette section de cal-
culer les générateurs infinitésimaux, les symboles de ces derniers et

d'expliciter la composition par les symboles obtenus.

Voici une table de générateurs de l'algébre de Lie du groupe de

Poincaré dans laquelle les éléments X sont définis par le groupe a

un parametre (esx) qu'ils engendrent : conformément a la définition

de la section 1, un élément (M,a) du groupe de Poincaré est enfin

caractérisé par son action sur les points x E]Rn+1 .
Type 1 : eSX.x = (x +sf§)
sX °©
Type 2 : esx.x = (xo,...,xj_1,xj+s,xj+1,...,xn)
Type 3 : esx.x = (Xoch s+xjsh,s,...,xj_1(xosh s+xjch s,xj+1,...)
Type 4 : e ".x = (xo,...,xjcos S=X) sin s,...,xjsin S+x, cos Spees) @

dans cette derniére formule les coordonnées changées sous l'action de
eSx sont celles d'indices j et k (j<k).

s

Les groupes a un parameétre des quatre types considérés corres-
pondent a la translation temporelle, aux translations spatiales, aux
boosts et enfin aux rotations. Dans tous les cas on calcule dU(X)
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par la formule

1 sX

(12.2) au(x) = - (2im) " Ule

S=0

d
S )

et U(M,a) par la formule (2.12) qu'il est commode de rappeler ici :

(12.3) (‘%U(M,a)u) (p) = e 21T<@rP> (Piu) (M'p)

£

avec 4%u(p) = poﬁ(p). Pour le type 1 on obtient ainsi

-(2im T &

e—ZiﬂspO
ds

pod (p)}

o
<
<
£
3
]

S=0

pg a(p) =‘€y(<n> u) (p)

ol, rappelons-le, la Notation 2.2 précise le sens de <D>. Pour le

type 3 avec j=1 on obtient

. =1 d N 1
J%(dU(X)uNp)= =(2im) Y S=o{}pochs+p1shs)u(poshs+p1chs,p2,...)j
AN | ~. 2 00
= —(2im {p,Q+ —}
(2im) p,U+pg P,
_ L =1 3 R
= =(2im) Py 557(pou)

4%ix1<D>u)(p).

Les calculs sont encore plus simples pour les types 2 et 4, d'ol la

table de générateurs infinitésimaux :

Type 1 : du(X) = <D>

Type 2 : du(X) = Dj
Type 3 : du(X) = xj<D>

Type 4 : du(x) = ijk-Xij .

On peut, pour se rassurer, vérifier que ces opérateurs sont
autoadjoints sur H% (R") : d'aprés (2.5), A est autoadjoint sur (K
si et seulement si <D>A est autoadjoint sur Lz(]Rn). Par ailleurs,
le calcul standard des opérateurs pseudo-différentiels fournit la
relation entre opérateurs

1 1

(12.4) <D>xy = xj<D>+(2in)' Dj<D>' ,

qui conduit immédiatement a la vérification souhaitée.
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Le symbole standard ag (x E) de chaque opérateur des quatre types
est suivant le cas <£>, gj, X. <£> ou X. Ek kg . Dans les deux pre-
miers cas, on sait déja (corollalre 7. 2) que le symbole de Klein-Gor-
don actif fo de l'opérateur coincide avec ag- D'apres (7.17) et (7.15),

on a en général

(12.5) foG',E):jbka,Jp»"”(‘F”a ) (2, 24T DT

avec N = S € et—g= £-s E Pour le type 3, on a ((S; a,) (?,E)

= (2im)°~ <E> 6(3)(§) et par suite f_ v.p) = PoY a condition de mon-
trer que les dérivées du premier ordre de nogo et de <g, Jp> relati-
vement a p sont toutes nulles lorsquelzr= 0, i.e. lorsque £ = n = p.
Comme le changement de variable E;—*E?est un difféomorphisme, on peut
examiner les dérivées lorsque £ = p de Eono et de <g,Jp> relativement

a £: les formules

Ng = —Eg*2<E,Ip>p
et j<
3 i}

= <E,Jp> = -p.+
ng £,Jp pj EO po

conduisent au résultat indiqué. On voit de méme que pour le type 4,

fo(§75) se réduit a Y 4Py Yy P a4 condition de montrer 1'égalité

B]
9 _ 9 _ . '

EE; (noik) = SE_ (n £ ) lorsque £ = p : comme, d'apres (7.14), la

-
matrice jacobienne ié coincide en ce point avec 1l'identité, on peut

9

N L, < 9 )

f =

se borner a montrer 1'égalité ng (n Ek) ng (nogj) lorsque §& P,

laquelle est immédiate d'apreés la formule ci-haut qui donne Ng *
Enfin, il est clair que l'opérateur V et ses puissances (cf(2.25)) se

réduisent a 1l'identité sur les symboles f tels que fo(§}§)=0 H

32
c 9y 43y
on peut donc énoncer ce qui suit :

PROPOSITION 12.1. Le symbole de Klein-Gordon, actif ou passif, des

. —
opérateurs <D>, Dj’ X]<D> et XJDk k j est la fonction fo(x,p)

= pO' le pOXj ou xjpk-xkpj .

On se propose d'expliciter la composition de symboles passifs

gi— f#g par 1'un des symboles ci-dessus. La partie la plus délicate
de ce calcul consiste a passer de l'évaluation du symbole composé au
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point Wy 3 celle en un point quelconque. Elle sera effectuée plus

loin. Pour le calcul en ® on pourrait se baser sur la proposition

ol
11.9. Nous avons préféré cependant un calcul direct, qui présente
1'avantage de fournir une formule intéressante. Dans une situation
plus compliquée, nous utiliserons dans la prochaine section la pro-

position 11.9.

LEMME 12.2. Soit g = W(wz,wz.) la fonction de Wigner du couple
(wz,wz.) au sens des définitions et propositions 4.4 et 4.5. Pour

tout entier k > 0, on a (avec g=g(x;p))

k 1 9 Ll k
Vg = [- 5=(p, — - L p; —)1'g
2m Yo YA J g7t
o J
Preuve. Remarquons d'abord que cette formule, appliquée avec k=n,
permet d'obtenir la fonction de Wigner active du couple envisagé,

symbole actif de l'opérateur de rang un associé. Rappelons que

(12.6)  g(x;p)= 2P¥(-2+2<2,p>JIp+2ix-2i<x,p>Ip+2")

avec Y définie dans la proposition 4.3. La formule (2.29) permet par
ailleurs de définir 9g expression dans les coordonnées r;}p) de
la restriction de g au fibré spatial IE. On obtient ainsi

g -
(12.7) gm:(;}p):2nh5exp—2w<q,-z+2<z,p>Jp+Z’>(exp—4in<x,—§3 p+qﬂqo1da:
o

Si 1'on pose h = ng , la relation (2.31) entre fY}hE; et q;1gE: peut
s'écrire

I 1n2 .o 2, ,k/2 g
(12.8) hp (x;p)=[1+ (D +<p,Dp>) ] g (xip)
et comme, d'aprés un calcul élémentaire (déja effectué, du reste,
entre les lignes (2.34) et (2.35)),

14]= 28 + |2+ (<p,- =2 B¥a>) 2= <Ip, >,
Po Py

le lemme 12.2 est établi.

THéORﬁME 12.3. Soit g un symbole de poids quelconque au sens de la
définition 8.13. On a les formules

L 411 -1 3g
P, Fg = (4im) 5t *PoV9

X

Pj#g=(4iﬂ)_1 _Q'g_ +ijg .
J
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Preuve. A condition de multiplier a l'arrivée le poids par Pos les
seconds membres dépendent continfiment de g, en vertu de la définition
8.13 et du théoréme 8.18. Il en est de méme des premiers membres d'a-
prés le théoreme (de composition) 10.2. Il suffit donc d'établir ces
relations dans le cas ol g = W(Y,,¥,,) - d'apreés la proposition 11.8.
I1 est aussi préférable de regarder les symboles comme des fonc-
tions admissibles sur mp+1
{O} x IRnx}*L . Le symbole de l'opérateur A=<D>, Dj' xj<D> ou
ijk—kaj est ainsi (d'aprés la proposition 12.1) la fonction f(x;p)
= po,pj,poxj+pjt ou X Py-XyPy- Rappelons gue A = dU(X) au sens défini
en (12.2) et que, par ailleurs, g est le symbole passif de 1l'opéra-
teur B tel que

xW_ plutét que comme des fonctions sur

(12.9) Bu = (u,wzl)& lPZ

d'ou

(12.10) aBu = - (2im) 7 & (w0, U4,
s=0 ¢

de sorte que

(12.11) g = -(2im) g%' W), 0,0,
S=0

Si 1'on pose eSX= (M,a) on a d'apres la proposition 4.4 la relation

(12.12) UM, a) ¥y = Yypio
d'ou, d'apres (12.6),
(12.13) WU (e v, v, (xip)

= B

Y (-MZ-ia+2<MZ+ia,p>Jp+2ix-2i<x,p>JIp+2').

La paire (M,a) est explicitée par les formules données au début de

cette section. Ainsi, pour le premier type, M = I et a = (s,0,...,0),
d'ou
(12.14) p # g = -(2im) " T2R[-i¥'+2i p <Jp,¥'>]
o o o
et de méme
P, # g = -(2in)'12“[-iw;+2ip1<Jp,w'>],

les dérivées de Y devant étre évaluées au point

-2+2<Z,p>Jp+2ix-2i<x,p>Ip+Z' .
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Par ailleurs, en dérivant (12.6), on obtient

39 _ SDpoiyr _ o
(12.15) T 2721y o 21 p°<Jp,W'>]

et
99 _ Hhrg. Yy
5%, 2 [21‘!"1 2i p1<Jp,W'>].

La comparaison de (12.14) et (12.15), jointe a l'identité exprimée
par le lemme 12.2, conduit au théoréme 12.3.

Posons
(12.16) bj(x;p) = poxj+pjt
et
(12.17) rjk(x;p) = xjpk—xkpj B

(le lecteur aura reconnu les initiales des mots "boost" et "rotation"
et rappelons que Wy = (0;6}(1,0,...)) est le point de base de
Jmn+1x3ﬂ,. Conservons le symbole g utilisé dans la preuve du théoréme
12.3 mais contentons-nous pour le moment de calculer les symboles
b1## g et r124# g au point w,. Dans 1'égalité (12.13) il faut aussi
faire a=o et prendre pour M la matrice de boost ou de rotation cor-
respondante. On obtient aussitdt (appliquant (12.11))

1

(12.18) (b#g) (w ) == (2im) ~'2P [z, ¥ -z _¥!]
et
(12.19) (ry% o) (w) = - (2im) " '2%[z,¥1-2.91]

les dérivées de ¥ devant &tre évaluées au point JZ+Z'.

Par ailleurs (partant de (12.6)), on a

39 = ontl .
(12.20) ap1(wo) 2 [Z1 S Zowll

d'ol la relation

).

ap

(12.21) (bg) () = -(4im ! —991-(%

Le calcul de (r1f#g)(wo) est plus compliqué.En posant e,= (1,0,...,0)

€ ]Rn+1, on a

99 (4. = on+1 - (2 -i '
apj(x,eo) 2 [(Zj lxj)Wé (z, 1x0)Wj] ’
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le second membre étant évalué au point J(z-ix) +2), d'ol
2 2
37g 379
(12.22) ( -
8x23p1 ax1ap2

Jglx;e ) =

n+2 . wn  _ . "

2 [(1Z1+x1)‘l’02 (1Z2+x2)W°1] .

Si 1l'on part de la définition (2.25) de VA, le calcul standard des
opérateurs pseudodifférentiels fournit la formule de commutation

(12.23) (v',x,1 = (167773 gi-
%1

d'ol

=1 " - n —
v (X1W02 x2W01)(w0) =0
Comme de plus v commute avec l'opérateur différentiel au premier

membre de (12.22), on peut écrire

22 2
12.24 v w) =
( ) 7%,9p, ~ 9%,9p, © 9
2 2
ailz, =— -2, =2 —10v""q) (uy).
92'932z! 9Z'02Z!
o "2 o 1

Or la formule (12.8) permet d'obtenir la relation
(12.25) -21 g = <Jp, (V 'g)'>,

par la méthode utilisée pour la preuve du lemme 12.2 : le second

membre se réduit a fg— (V_1g) lorsque p = eyr et le second membre de
92!
(12.24) a ©
~8inlz, = - 2, > lglu,).
3Zé BZ%

En comparant (12.19) et (12.24), on trouve donc

32 32

sz'c)p1 8x18p2

T

(12.26) (£, 7#9) (ug) = (167%)° 17 g (ug) -

Les formules (12.21) et (12.26) permettent le calcul de b1## g
et r124# g au point wg . C'est une conséquence de la covariance que
pour toute transformation (M,a)€ €Po et toute paire (f,g) de symboles
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(admissibles), on a

(12.27) (f fg)o(M,a) = [£f o (M,a)] # [g o(M,a)] ,
l'action de (M,a) sur ]Rn+1 xM_  étant, rappelons-le, définie par

1

(12.28) (M,a) (x;p) = (Mx+a; M'"'p).

Cette formule permet en principe le calcul de b1##g et T, #g en
tout point. Néanmoins, le calcul direct est d'une grande complexité :
un détour conceptuel nous permettra de 1l'éviter.

CONVENTION. Juste avant la définition 8.5, nous avons posé la conven-
tion que tout indice de sommation (j,k,...) était supposé (sauf men-
tion expresse du contraire) parcourir 1l'ensemble d'entiers {1,...,n}:
1'utilité de cette convention était de nous interdire de considérer
p, comme une variable indépendante de'E?. Dans le but de permettre,
en particulier dans le reste de cette section, le point de vue oppost,

nous poserons que tout indice de sommation grec (a,8,...) est supposé

parcourir 1l'ensemble {O,...,n} : ceci est conforme a l'usage géné-

ral en physique relativiste.

On pose également
(12.29) {a} =1 sia=0, -1siax1.

n+1

DEFINITION 12.4. Soit £ € C (R x M ) une fonction admissible

(cf. déf.2.6). Soit C le cdne de lumiére solide introduit dans la

définition 4.3. On appellera prolongement admissible de f toute fonc-

tion E'Ecm(mn+1x C) vérifiant 1l'équation différentielle
& _
Z{G}paa—Xa—O

et coIncidant avec f sur IRn+1 xNM .

~)
Il est clair que f est caractérisépar sa restriction a {0} x R® xC,
laquelle peut étre une fonction ¢ arbitraire : en conséquence tout

symbole f (admissible) de classe C* admet des prolongements admis-

sibles.

~ oo ~ ~~
THEOREME 12.5. Soient f et g des symboles de classe C , f et g des
prolongements admissibles de f et g . Les restrictions a IJ‘1 xM des

fonctions
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et
2% 2~
e a7 f 3°g
H{f,g}} =L so05— =—3—
BxaapB Bxeapa

2~
- ppgllaigit L 2 o
af B BxYapB Bxa'c)pY BxB'c)pY BxYapa

ne dépendent que de f et g. Notons-les respectivement B1(f,g) et
Bz(f,g). Les deux formes bilinéaires ainsi définies sont covariantes

sous l'action du groupe de Poincaré, i.e. vérifient

(B; (f,9))o(M,a) = B, (f o(M,a),g o(M,a))

=

pour toute transformation (M,a)€ q)o.

Preuve. La forme symplectique { , } est antisymétrique et la forme
{{ , 1} est symétrique. Il suffit pour le premier point de ce
théoréme de montrer que ces formes s'annulent sur ]Rn+1 x M si'E'est
de la forme

F(xip)=(2{a} p§—1)9(x;p)

ou SECW(IRn+1 x C) est elle-méme admissible. Dans ce cas on a sur
Rn+1x3ﬂ les relations
59 53 36
29 - 2{a} p.B , —29 = 2{a} p. 2L
apa o4 axeapa a BXB
0y ~ o~
ainsi que §§l = 0. La nullité de {f,g} résulte aussitdt de la rela-
o
tion d'admissiblité Z{a}pa §%E = 0 . On a par ailleurs
o
2~
1 My 9°f 38
5 {{f,g}} = ZW {a}pa %
a’F B
32¢ 30 3%f 20
- Ip.pglial {vlp + {glee—s— {alp_ =—1.
or B BxYapB Y axa BXBBPY o 3xY
Le deuxiéme terme du membre de droite est nul parce que 6§ est admis-
sible, i.e. Z{a}pa ggi = 0. Comme Z{a}pi =1 sur M, le troisidme
o

terme s'obtient a partir du premier par le changement de (a,B) en
(B,y) : d'otd ({£J}} = o.

1

Pour le deuxiéme point, faisons opérer X C par la

{Po sur IRrVr
formule (12.28) : il suffit alors (c'est beaucoup plus facile avant

de restreindre !) d'établir la formule
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(12.30) {({f,9)1om,a) = ({f oM,a),5 o(M,a)}},

la relation analogue relative a la forme symplectique étant bien sir
évidente. L'expression {{?75}} apparait comme la somme de trois ter-
mes Ly (f,g) (i=1,2,3), avec L3(f,g) = L2( f). La covariance par les
translatlons (I,a) est évidente, et celle du premler terme L (f,g)
par les transformations de Lorentz (x;p)+H—>(Mx; M p) l'est également
Il ne reste plus qu'a établir la relation

(L, (£,3))0 M = 1,(T oM, Tom

1

pour toute matrice de Lorentz M = (A ) : on note, puisque M' '=JMJ,
Hv
que
(12.31) M. (x;p) = ((5 AvEo) ,(Z {uvia, py) )
d'ou
22(F o M) 22F
[8) -
(12.32) W =z {B}{U})\UB \)'Y(ax ap o M)
et

(12.33) L,(FoM Tom =

2% 2
- I 279
I paps{a}{B}{u}AuB vy(ap o, o M){Y}{p}kpY ou(ap 7%, oM.
Si 1'on utilise la relation
z =
z (Y}AvY oy 8opled 4
on obtient enfin
(12.34) Lz(?o M, oM =
2~
- °F %Y
b papB{a}{S}{u}kuB 0a Bx 3P, aXcapv)o M
22% 225
= - oL 29
I {o}(m' p) (M' P)U X Bp o M) (53 55, o M)

(L, (5, 3o m ,

ce qui termine la preuve du théoréme 12.5.

THEOREME 12.6. Soient f et g des fonctions c” admissibles sur
]Rn+1 X3ﬂ : alors B1(f,g) et Bz(f,g) sont admissibles et




OPERATEURS INFINITESIMAUX 133

) 3g _ 0f g
B, (£,9) Z‘ap 3%y T 3% apj’

Avec b, et Tix définis en (12.16) et (12.17),

J
on a
22 3 5
By(by,9) = [m1+ (py 3¢ ~ Po &—1)(1+ij apj)]g
et
2 2
B (rq,,9)= [8X23p1 - 3X?3P2 ~(py 3%; < 3%:)(1— Epj é%;)]g .

Preuve. Pour le premier point, il suffit d'utiliser les formules de
définition : les opérateurs différentiels qui y interviennent ont des
coefficients indépendants de x et %%x;p) ainsi queJEQx;p) ne dépen-
dent que de (§4xop;13}p); il en est donc de méme du résultat. On ex-
plicite un prolongement admissible de f en posant

(12.35) Fixip) = £0xex, (03157 i)

L
avec <p> = (1+l§12>2 : on a en effet, sur mn+1x3ﬂ;v, les égalités

9fF _ of 0 _ of
(12.36) S8 = 2f et 1 2F - 3f
9X on 3xj 3xj

o)

d'ol résulte aussitdt l'équation différentielle d'admissibilité. Par
ailleurs, sur ®r o ,

BEJ %o 9 X0 of
(12.37) = - =2 TP, e = - — 2

P, p2 k Xy pO X

o
et
°F _ af -3 o of -2 of
(12.38 —_ = 2= = 2= =
) pj pj * XoPg Py Py §xk op T XoPg Py 3%

on a des relations analogues pour Eﬁce qui permet d'écrire sur
R M 1’ 1dent1té

3 8y __ 3f g -2 3f, ag
z 3P, 0%, po o 3x axo ( Py * XoPo Py on)axj

=z§ia_9_
Py 9%y

’

qui conduit a la formule indiquée pour B1(f,g).

La formule générale pour Bz(f,g) est trop compliquée mais b, et

1
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T, admettent les prolongements admissibles

B, ( = T
1(X/P) = P X 4P X, ' rp(x/P) = PyXy=x4Py .

En appliquant la définition de {{ }}, on obtient

2~ 2~ 2~ 2~
~ ] 3°g 2, 3°g )
(12.39) {{b,, gt} = 29— + - pZ( + =d
1 3x03p1 3x13po o 3x08p1 3X49p
2~ 2~ 2~ 2~
3°g 9°g 3°g a°g
+2p,p-( + )+Ip p.( - )
13 axjapo onapj (o3| ijap1 8X1Bpj
ainsi que
( )R, 3 - g Ehe'f
12.40 r = -
1209 szap1 Bx18p2
2~ 82~ 2~ 2~

- g _ _8°g
PoP1(3x3p, ~ Txyop, © P

2N a2§/ 2~/ aZgr
b -
* PqP5 (Bx sz * szapj) szp (Bx Bp1 * Bx13pj)

I1 faut maintenant, se restreignant a n+1x3ﬂ, calculer les membres
de dr01te de ces formules a l'aide de g, nonde son prolongement.
29 29 n+1
Comme 5% est admissible (et coincide avec sur IR x)ﬂ) les
o o

9x
formules (12.37) et (12.38) donnent sur Rn+1x3ﬁ,
8%y -1, _a%g
(12.41) 5——5—— = =P X a—E—
xasp0 o "o axoaxa
et
2 2 2
(12.42) K A

-2 9°g
= - + p "X p. .
axaapj axaap. o “oYj §x08xu

En substituant ces deux relations dans (12.39) et (12.40), on obtient

(aprés avoir noté des simplifications spectaculaires)

2 2
N _ 2 9 3 g
(12.43) B,(b;,9) = (1-p3) 3;3%57 * Py I Py gy %P5
52 2
g _ .99
vz PoPy (Bx Bp1 8x18pj)

et
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22q 22q 22 52

12.44 B. (r = - + b 29,

( ) 2(F12:9) = 5x3p, T ax;9p, * Pol™P1 wx dp, T P2 52;%5;’
2 2 2 2

3%g 379 379 37 g
p; (p -p +p - P )
jE1 axjap2 2 axjap1 1 axzapj 2 3x18pj

+

Enfin, en dérivant la relation d'admissibilité, on obtient la rela-

tion
32 -1 3g -2 3g -1 52
(12.45) 3% 9Py = Po 3%, T Po Px LEN * Pg § Py ijapk ’

a 1'aide de quoi les formules (12.43) et (12.44) fournissent aussi-
tdt le théoréme 12.6.

THEOREME 12.7. Soit g un symbole de poids quelconque, et soit f le

sympbole d'un générateur de la représentation de Bargmann-Wigner ,

c'est-a-dire un élément de l'espace vectoriel engendré par les fonc-

tions po,pj,b et rjk' Alors

j

1 1

£# g = £.9g +(4im) "B (£,9)+ (16 1)~ B2(f,V_1g)

g# £ = £.99 -(4im) B, (£,9)+(161°) B, (£,v 'g).

Preuve. Examinons la premiére de ces formules. D'aprés 1l'argument

utilisé au début de la preuve du théoreme 12.3, il suffit de 1l'éta-
blir lorsque g est de la forme W(wz,wz,). D'apres la formule de co-
variance (12.27) et le théoréme 12.5, joints au fait que V commute a
l'action du groupe de Poincaré, on peut se ramener a établir la va-

1idité de la formule au seul point Wy = (0,6}(1,0,...)).

Il est immédiat, d'aprés le théoréme 12.6, que l'on a

_ 39 =29
(12.46) By (py.9) = 3% By (Pyr9) = ax;
ainsi que

_ g -1 g _ 5, 39
(12.47) B,(by,9) = x 5%, " Po IP3%q 55 ~ Po dp,

A 8 . 29
t " X3¢ T Po 3p,

’

(expression qui se réduit a son dernier terme en wo) et
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—L & 29 _ 5 39 29
(12.48) By(F1209) = =%y 3%, * *1 3%, T P2 3p, " P13p,
expression nulle au point Wy -

D'apreés le théoréme 12.5, on a B2(po’g) = Bz(Pj'g’ = 0 (utiliser
les prolongements évidents de p, et pj); d'apres (12.43) et (12.44)

on a au point w, 1'égalité By(b;,g) = O ainsi que
2 2
- (L9 . 379
(12.49) B2(r12,g)(wo) = (3X23p1 3x13p2)(w0)'

Si 1l'on se sert des relations

_ _(a:i.2-1 29
(12.50) (b1#g) (U.\O) = - (4in) SP_-I(wO)
et
2 2
_ 2,-1 3 _ 3 -1
(12.51) (r,5#9) (wy) = (1677) (ax28p1 ax13p2)v glw,)

établies en (12.21) et (12.26), ainsi que du théoréme 12.3, on véri-

fie aussitdét la formule qui donne fH#g, en additionnant les résultats
qui précedent.

Pour caluler f#g-g#f, on peut utiliser la covariance. Soit dU([X)
(opérateur défini en (12.2)) 1l'opérateur de symbole f, et soit G l'o-
pérateur de symbole passif g.

D'apres (12.1) le symbole passif de 1l'opérateur

(exp-2im s dU (X)) Glexp 2imsdU (X))

sX N

n'est autre que g o e d'ou

(12.52) fHg-g#f = —(2i1T)_1 é% (g o e %),
s=0
On évalue enfin le membre de droite en se servant de la liste par
types fournie tout au début de cette section, sans oublier que
(g o M) (x;p)= g(Mx;M'_1p): on obtient

(12.53) P#g-g#p = (2im " %% ,
I
Pj#g‘g'#?j- (217” xj ’
- —(21i7) " 89 39 _ 29
b#g=g#b=(2im) ~(x, i%, %o ‘i% Po 3p1)
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et

~ =1, g 3g __ g 3g
ryg#g —g¥r,=(2im (-x, 3%, © %1 9%, P29p, ©P1 3p2)'

ce qui achéve de prouver le théoréme 12.7.

Remarque. On peut écrire les deux formules du théoréme 12.7 sous la
forme unique

(12.54) f#g = VE.Vg +(4im) B (£,9)+(167°) B, (vT'£,v q),

le symbole du type spécial pouvant &tre aussi bien f que g .






XIII - L'ALGEBRE ENVELOPPANTE

On se propose d'expliciter ici la formule de composition des
symboles des opérateurs qui appartiennent a 1l'algébre 8fengendrée par
les générateurs infinitésimaux de la représentation de Bargmann-
Wigner. L'analogue dans le calcul de Weyl consiste en la formule bien

connue

=0 1 aleigl a8 8,0
(13.1) (fﬁg)(x,i)= ZETET (ZI?) Bxagf(x,i).axagg(x,g)
qui peut s'écrire aussi
(13.2) (£#9) (0 = (3™ (£ (x+¥) g (x+2))] (¥=2=0)
avec

2 2

(13.3) irL = (4im) 71z (- ay;}a;j " azjanj)
si Y = (y,n) et Z=(z,0). Ces formules équivalentes sont valables dans

le cas de deux symboles f et g polynomiaux en (x,£), autrement dit
pour des symboles d'opérateurs appartenant a l'algébre engendrée par
les opérateurs infinitésimaux de la représentation d'Heisenberg. On
sait bien entendu qu'elles restent valables en un sens asymptotique
pour f et g appartenant a des classes de symboles convenables (ceci
est slirement 1'un des fondements de la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels!) mais ce n'est pas le point qui sera discuté dans
cette section. Revenons au calcul de Klein-Gordon.

4
DEFINITION 13.1. Soit m un entier » O. Désignons par E%n 1'espace

vectoriel des fonctions f = f(x;p) admissibles sur Ein+1X3K, qui

peuvent s'écrire sous la forme
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. = b _ — = A
f(x;p) = F(pol(pj)l( j)'(rjk)j<k) = F(Porprblr)

est un polyndme en les variables indiquées de degré relativement

,r) au plus égal a m et ol, rappelons-le, b P X. + pjxo et

i T Po¥y =

Tix = PiX57PyXg- Posons 911 = 52_2 =0, et QL= u £Lm .
myo

THEOREME 13.2. Il v a identité entre la classe des symboles (actifs

ou passifs) des opérateurs dans l'algébreré,engendrée par les opéra-

teurs de symboles Po’pj'bj’rjk' et l'espace vectoriel gL.

Deux lemmes seront utiles au préalable.
LEMME 13.3. Soient g € glm et A réel. Alors ng Egzm g}_v%-g EQ%H_2.

Preuve. Partons de la formule de commutation

A -1 -1 A
(13.4) v ((xj+pO pjxo)g) = (xj+po pjxo)V g
A ] -1 J A=2
- ——=(s— - P, P2 s==—)V g.
16n2 3xj o ¥j on

Comme tous les opérateurs qui y interviennent conservent les fonc-

tions admissibles, on peut pour 1l'établir se borner a vérifier la
formule analogue relative aux traces sur Xy = 0, dans laquelle (cf.
(8.6)) VAdevient 1l'opérateur elliptique de convolution en X de sym-
bole

1 2

Erl1+ TUE 12

-2 > > 2
‘Po <g1p> ) ] ’
qu'il s'agit de commuter avec 1l'opérateur de symbole xj : la formule

(13.4) est alors une conséquence de la relation d'admissibilité

5g _ -1 3g
3%, _ Po L Py 5%y,

On déduit de (13.4) les relations

(13.5) Vx(bjg)=ijxg-x(16ﬁ2)—1(po E%E - B gég)vk'zg
et
(13.6) vX(rjkg) = rjkVAg—A(16ﬂ2)_1(pk 535 - oy 3%;)vx'zg
Par ailleurs, si
A

g(xip) = F(p,/B,B,r),
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on peut écrire

89 . oF
(13.7) x IP§ 3p-
o 3
et
8 oF oF oF
(13.8) 29 - p 2L 4 Ip - 1 p .
axj o Bbj K>3 Brjk k<3 k srkj

Les formules (13.7) et (13.8) montrent que si g'Eglm alors ggl et
{EL appartiennent a élm_1. On est maintenant en mesure de progver le

lefme 13.3 par récurrence sur m. Tout élément h de Q est une

m+1
somme de termes de la forme bjg ou rjkg avec gE.Q%n et, si 1l'on sup-

pose que V“g—g appartient a 2 _p pour tout p , la relation
A - vA A VAg -
v*(b.g)-b.g =V . .V .
(v A( Jg) bjg (bjg) bJ g + bj( g -9)

et la formule (13.5) montrent que Vx(bjg)—bjg appartient a gzm_1 .

On peut procéder de méme pour étudier Vx(rjkg)—rjkg , ce qui termine

la preuve du lemme 13.3.

LEMME 13.4. Soit g eEZm. si f = p, ou pj , alors f#g - fg appartient

a ng_1; si f = bj ou Tk alors f # g-fg appartient a ng'

Preuve. Le premier point résulte des formules de composition (par Pq

ou pj) données dans le théoréme 12.3, du lemme 13.3 et de la remarque
. )

9 et = abaissent le degré total en (E,r). Pour

9x 9x
étudier la compositidn par Jf = bj ou rjk ’ on se sert du théoréme

déja utilisée que

12.7 et, toujours, du lemme 13.3. On est amené a montrer que B1(bj,g)

et B1(rjk,g) appartiennent a QLm : si 1'on compléte (13.7)et(13.8)par

9 -1 oF OF oF -1 oF
(13.9) —-g—=p P. + + X = + DP_P. I X, mi—
3pj o *j Bpo Bpj o Sbj o Yj k Bbk
9F oF
- I x '
k>3 F 9Tk k<j Tkj

les formules (12.47) et (12.48) permettent d'écrire

oF oF oF
B,(b,,9) = x (L p =— + p_ =)+ X, Zp., =
11 o k51 k 3r1k o ab.| 1 j o i
oF oF oF oF oF
“Pyip T Po 55 T PEs 55 " P I X g t I PXy mE
1 Bpo © dpy o"o ab1 1 k Bbk k>1 °© k 8r1k
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- 5 p 9F . oF oF OF

+ - — =

r 25— - Py 30— - P
k>1 K 9Tqx  k>1 1K 3y T19p, Yo 3py

et de méme (toutes réductions faites)

3F 3F
B, (r g) = I (r -r =)
1(Fq20 oo 1k 3, T Yok Br,
oF oF oF oF
* 2135, " P2 5p; T P13p, T P2 dp;

Ces formules montrent que B1(b1,g) et B1(r12,g) appartiennent a glm .

Le théoréme 12.6 permet le calcul de Bz(b1,g) et de B2(r12,g),
qui est treés laborieux.

Pour le simplifier, on définira rjk = pkxj—pjxk que k soit o%)non

supérieur a j, et l'on posera conventionnellement T = - 57 si
>k, 0sij=k: la formule (13.8) devient 3k kJ

9 oF 9F
(13.10) =4 =p +Iop, e .

3xj o Bbj X k Brjk

On écrira = pour indiquer que les expressions de part et d'autre de

ce signe différent par un élément de Slm_1

attention au degré (il n'y a dans le calcul qui suit aucune difficul-

: pourvu que l'on fasse

té liée a celui-ci), on peut négliger dans les expressions a évaluer
les termes dont les coefficients ne dépendent que de'B}TZEC tout le
probléme est 1ié a la présence, dans les calculs intermédiaires, de
coefficients dans lesquels x apparait explicitement.

En partant de (13.9) et (13.7), on obtient

2 2 2
3 - ) =1 °F
(13.11) =9  =x I p, s +p. Py L PiX, moa—
9% 9P, o J ab13bj o 1 7k abjabk
2%

- Ipyxy b oty

D'autre part, d'aprés (13.9),

3 -1, OF oF oF _ -1 oF
(13.12) Ipy 5 = (=P, ') +LIp + b, - P, Xy

9p. ) j . .
pj PO J E)p:I j o i abk
oF
+ I r., —
j<k Ik drjy



ALGEBRE ENVELOPPANTE 143

et, d'aprés (13.10) et (13.7),

3 d _ OF _ 2 3F _ IF .
(13.13) Py 5% = Po 3x;)9 = Pq IP; 3, ~ Po 36, LPoPy 37, =0
d'ou
(13.14) ( 9 _ _3_) T dg - _ -1 5 _EEE__

: P1 3%, 7 Po 3x Py 3Py Po Pp & PyXy 3b33by,

52 5°F

F
+ P. L Xy a0 * L P2Xy m—a— -
o k Bb13bk ik abk3r1j
En additionnant (13.11),(13.13) et (13.14) et en utilisant le théore-
me 12.6, on obtient

2 2

- 3°F 3°F _
(13.15) B,(b,,9) Zfb., =4—x— + L r., =—=—— = O .
21 j 8b13bj jk Bbj9r1k
D'apres (13.9) et (13.10), on a
2 2 2 2
9°g _ 3°F 3°F 3°F
(13.16) = p.X + p X - -p T x
9x,9p, 0”0 3b,d3b, 17"k 3b,3by o “ %k 3b 3T,y
2 2 2
3°F -1 3°F 3°F
+ X Ip, s * P. Pq LP:X, m—m—— — LP.:X, mTo—F—— -
o k 3b18r2k o ¥1 7k Bkaij 3%k 8r1k3r2j
2 2 2
Dans le calcul de 33 g - 99 , le coefficient de o F__ est
x23p1 3x18p2 8b18r2k

X Py * PoXp = by et le terme correspondant appartient a th_1 : en
notant également que —pjxk+pkxj = rjk , 11 reste

2 2 2 2

3°g 37 g = 9 F 0°F
(13.17) - Ep,Ix P, I X
3%,3p, 8x13p2 1 k 9b,09b, 2 kBB1abk

2 2
-1 3 -1 2%F
* Py Pq 2Py%y 3b,9t,;  Fo Py I PyXy 5b,0%,;

D'autre part (d'apreés (13.10)),
9 9 9F 9F
(13.18) (py X, P, 5;:)9 = PoPq b, " PoPy b,

OF  _

3F
* Py L oPy ry, P2 % Pk Ty

et, en utilisant (13.12) & nouveau,
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2
9 g - _ 3 F
) ax 7% IPjy

(13.19) (p = P, I X, =
1 9%, j Bpy | k 35,035,

2 2 2

2%F -1 3%F -1
¥ P2 PXx 33, ~ Po P1 2Pk¥y % 3%,, * Py Py IPyx

P
2k 39b53x;, aﬁk

En additionnant (13.17),(13.18) et (13.19) et en utilisant le théo-
réme 12.6, on obtient

(13.20) B,(r,y,9) =0,

ce qui achéve de prouver le lemme 13.4.

Preuve du théoréme 13.2. Pour montrer que si g €£2m, alors 1l'opéra-

teur A dont g est le symbole passif appartient a Eﬂ, on raisonne par
récurrence sur m : c'est une conséquence immédiate du lemme 13.4. Ce
lemme montre aussi que si un opérateur A a son symbole dans .,

en est de méme de BA pour tout opérateur infinitésimal B de la repré-
sentation de Bargmann-Wigner. Enfin, le lemme 13.3 montre 1l'équiva-
lence de l'appartenance a 2 au symbole actif ou du symbole passif
d'un méme opérateur.

-\

Soit f(x;p) = F(pofg,b,r) le symbole passif d'un opérateur dans

1'algébre enveloppante. En écrivant Y = 1(b A p), on peut mettre f

sous la forme (non unique puisque pi = 1+]p| ) d'une somme finie
(13.21) £(x;p) = I pof, (B;p)

ou les m sont des entiers rationnels et les fm sont des polynémes en

2n variables. En particulier
- m >
(13.22) £(0,x3p) = Z p_f (p %;ip)

et, d'aprés (13.5),(13.7) et (13.8), l'application de VA conserve la
classe des symboles qui sont des polynbémes en (E}E). Le théoréme qui
suit permet de composer deux symboles de ce type.

THEOREME 13.5. Soient g4 et g, deux symboles tels que g (0,%; p) soit

(pour j = 1 ou 2) une fonction polynomiale de (p X; p)e IR2 . Soient
A et pdeux nombres réels. On a
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lol _ _ a o
((pRg)) # (Blgy)) (wy) = T4tk (aam ™o 1B 2 7 2 T 2T L

ax' ap| Bx" aP"
- Brapm?) s el 80-lou o y0,p- 3001V g,) (0,077 0" (4, 00) -

Preuve. On part de la proposition 11.9 dont on conserve les notations.
D'aprés (11.71) on a

u
2

ll_“‘l —> -
(13.23) (F 99 (<23 5p") = pl (=B A" 12 2 (F Mg ,) (-23"5p")

et une formule similaire pour gyr M étant remplacé par A. Cela permet

d'écrire, au sens des distributions,

A ]

(13.24) ((pygq) # (pggz)) (w0)=22nj (‘7‘1V“g1) (-23';p") (wagz) (29;p)
1
[ - —n—1+—()\+u) R
(popo)n(1- Ip'ﬁfg"lz) 2 dp'dp".
Posons
u _’l, 1 - l_,l o 1 _.-l

(13.25) (Vig ) (0,x";p") = Z(pgx')"h (p"),

— 2 —
(19,0 (0,F";p") = 2(pax") ¥ hg (B7) .

Alors, d'aprés la définition de ' et 3“ donnée dans la proposition
11.9,

(13.26) ((pRg)#(pHa,)) (wy)= Z(=1) ' * ! (azm ~1¢I=1E
o (Lo Bra-pa g2 s el B =TT g5 p2 gy )
op ap
le résultat étant évalué en B =-§" = 0. En écrivant
(13.27) hl @ = 1 29% Mg, (0,0 %" 0] &= 0)
. o ol Ty 1 'Fo !

et une formule similaire pour hé , on parvient a la formule du théo-
reme 13.5.

Remarques. Si 94 et 9, sont des fonctions polynomiales relativement
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é’?ﬂ quelconques relativement a E:(mais restant bien entendu des sym-
boles de poids convenables), la série n'a qu'un nombre fini de termes

et la formule reste valable sans modification de la preuve.

Aussi important est le cas ou g, est un symbole quelcongue (de
poids convenable), 94 étant a nouveau un polyndme en (E}E). En écri-

vant
(13.28) =BAT Y = 1o L BADTI,
k>o !
on remarque que (f%:)s(—%f)a(fg'ﬁfg"lzk)(3}25 ne peut étre non nul
apll -
que si 2k g lol(puisqu'on peut faire p" = O avant de dériver par rap-
port é'ﬁ') : 11 en résulte que dans la série au second membre du

théoreme 13.5, on peut remplacer (1—IE;U\E?'|2)v par une troncature

(& un ordre ne dépendant que de a) de la série au second membre de

(13.28) . Comme cette troncature est un polyndme, la série au second
membre du théoréme 13.5 n'a encore qu'un nombre fini de termes non

nuls : une modification insignifiante de la preuve montre que le

théoréme 13.5 reste valable dans ce cas.

Considérons la formule
(po# g) (wy) = (vg) (w))

énoncée dans le théoréme 12.3. Il n'y a qu'un terme au second membre,
mais il y en aurait une infinité si 1l'on avait développé V =
(1+(4n)_2h)% en série d'opérateurs différentiels : c'est la raison
pour laquelle, dans le théoreéme 13.5, il est nécessaire d'"absorber"
les puissances impaires ou négatives de P, par des puissances de V.
Ainsi obtient-on un développement qui n'a qu'un nombre fini de termes
dans le cas de deux opérateurs dans l'algébre enveloppante. Plus
loin, nous étendrons ces développements au cas de deux symboles quel-
conques : il n'y aura plus alors, bien entendu, aucun espoir d'obte-
nir un développement fini, ni aucune raison pour isoler ainsi les

puissances de Py-

Pour évaluer un symbole composé en un autre point, il faut faire

appel a la formule de covariance

(13.29) (g% 95) (0,¥:9) = [(go0M,a)) # (g,0(M,a)) ] (wy)
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. e —
valable si (y:q) = (M,a).wo. Il faut prendre a = (0,y) et on peut
1

prendre pour M le boost tel que M~ e, = q : il est donné, d'apres
(2.20), par les formules
(13.30) (Mx)O = <Jg,x>

Mx = -x’-xog+ (1+qy) & 5T
d'ou

1

(13.31) (g o(M,a)) (0,%X;p)= g((M,a).(0,%) ;M 'p)

G x> - .o
o~ = - -> -> ->
= g(=<q,%>,% + FIE2 Gy <q,p> Brpd ¢ T ).
5 [e] 1+qo
Si 1'on appelle (x';p') le point en lequel g est évaluée au second
membre de (13.31), la condition d'admissibilité permet de remplacer

ce point par (O;;";p') avec

X

(13.32) X" =x'+ 27"
Po

- > = —q) -1 ,> - <9 E> >

- — L

= x+y+<q,x> {1+qo <q,p> [p+poq+ 1+qo qll
—_ - <_’;<>> - pO -

= +y— Sg.X2 + —
X*Y" ZG,p> [P T+q a

la derniére égalité nécessitant deux lignes de calcul.

Pour montrer le bon usage de cette méthode, traitons le cas du

composé pj'# g, ol g est un symbole quelconque. Ici,

qj —
(13.33) pjo(M,a) =Py + A4P,* T;GS <g,p>

D'apreés le théoréme (13.5), on a simplement

(13.34) ((a5p,) # (g o(M,a))) (wy) = g5 (V) (0,¥3q)
et

. ,..y=1 3h
(13.35) (pk## h) (wy) = (4im) 5;; (mo)

d'ou (d'apres (13.31) et (13.32))

(13.36) (pk=#(g o(M,a)))(wo)
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. =1. 3 Ik -1 3
4im [ - —(1+gq.) ) 1
(4im T lgh - i) T Iy v

9k JEL]

. y=1p 39 _
(aim) [Byk 1+qo 8yo

et par suite (revenant a (13.33))

(13.37) (p5# 9) (0,¥:q)

im ) 29 - _9) 39
qug+(4lﬂ) [3yj T+a, 3y,

+

q
3 _ T 39
z qk(ayk Trq, ayo)]

L
+qo

= q.Vg + (4iﬂ)-1 39 .
J BYj
On retrouve bien entendu la formule du théoréme 12.3. Il est
temps d'introduire de nouvelles classes de symboles pour lesquelles
les termes du développement iront en s'améliorant, ce qui, comme a

l'accoutumée, permettra le plus souvent de n'en retenir qu'un petit
nombre.



XIV - DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES.

Les classes de symboles sont définies, rappelons-le, par 1l'ap-

n(n+1)
2

plicabilité des opérateurs e., ejk’ € €: cela fait vecteurs

17
de dérivation par rapport a x, n+1 Vegteurs de dérivation par rapport
é~5 , aussi allons-nous introduire ici un systeéme équivalent de n+n
vecteurs. Peut-&tre est-il utile d'insister ici, également, sur le
fait que c'est la restriction g a {0} x R" x)M d'un symbole g qui

doit rester bornée aprés application de ces opérateurs et non le sym-

bole g lui-méme. En effet, un opérateur tel que ej = 5%7 , par exem-
ple, ne conserve pas l'admissibilité (effectuer son croghet avec

9 3 LA . .
1'opérateur Py 3% ~ ij §§T) et devrait &tre remplacé, si 1l'on exi-

geait quant aux a8rivées ded symboles des majorations valables par-
tout, par l'opérateur moins commode

x X p.
(14.1) oo 'p_oai + 2 —ai .
i Po ¥y pZ %
La définition 8.5 a introduit les normes duales || mp et | Hp

sur IRn, que la contraction de Lorentz va nous permettre de mieux

comprendre. En relativité, la ligne d'univers d'un point matériel

classique est l'ensemble des positions qu'il occupe dans 1l'espace-
temps : ainsi, s'il est au repos relativement a 1l'observateur de ré-
férence Wy r Sa ligne d'univers est, pour un certain';eimn, 1l'en-
semble des points (t,§3 avec t quelconque ; plus généralement, si v
est la vitesse d'un observateur w relativement a Wy si

E‘= -(1*|V|2)_%V et si 1l'on considére un point matériel classique au
repos relativement a w, la ligne d'univers de ce point est une droite
deimn+1 dont un vecteur directeur est (1,v) ou, si l'on préfére, Jp.
Dans l'espace de phase ]Rn+1x?n, que l'on peut considérer indiffé-

remment comme l'espace des observateurs ou comme l'espace des couples
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(x;p) ol x est un point de l'espace-temps et p €M, on peut regarder
(x,-p;TE) comme décrivant la position d'espace-temps ainsi que la vi-
tesse d'un point matériel classique libre relativement & 1'observa-
teur de référence. Si l'on appelle alors ligne d'univers de ce point
dans l'espace de phase l'ensemble des couples (y;p) ou y appartient
4 la ligne d'univers précédemment définie, on voit qu'une fonction
admissible n'est pas autre chose qu'une fonction qui reste constante

sur les lignes d'univers dans l'espace de phase.

Les physiciens appellent régle au repos relativement a 1'obser-
teur de référence un couple de points??et ;-deimn(l'espace du point
de vue de wo) : la longueur au repos de la régle est f;:§]. Soit
w = (z;p) un deuxidme observateur. Chaque extrémité de la ri&gle dé-
crit sa ligne d'univers {(t,x)} ou {(t,y)} : pour mesurer la régle,

w prendra la longueur du vecteur purement spatial (de son point de

vue) dont les extrémités sont les intersections de ces deux lignes

d'univers avec un hyperplan sur lequel (du point de vue de w) le
temps est fixé ; ce vecteur § est déterminé par la condition que

<g,p> = 0 (vu que £ € E_, espace des vecteurs purement spatiaux pour

w) et par celle que E—(O;§:§) est un multiple de e, = (1,0,...,0).
Finalement
-
<y- > -
(14.2) £ = (- SR TR
o

et le carré de la longueur de la régle, pergue par W, est

(14.3) -as?(e) = [7K12-p l g%, B2 = ¥R 2
d'apres la définition 8.5 : la norme Il Il n'est donc autre que la

norme sur IRR" qui résulte de la contraction de Lorentz correspondant
a la vitesse -p;1§'; bien entendu, lorsque v = (v1,0,...,0), on re-
trouve la forme usuelle

(14.4) y-xi 2. (1—v$)(y1-x1)2+ T (y~-X-)2 .
P jy2 0373
1
Soit/\p le boost (i.e./\p =/\§ > 0) défini en (2.20), carac-
térisé par p = /\;1eO : rappelons, pour la commodité du lecteur, que
14.5
( ) (/\pz)o = <Jp,z>

(/\pz)j = Z472gP4 * N P -
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L'application linéaire /\p’ confondue avec sa dérivée, transforme des
vecteurs de dérivation purement spatiaux (i.e. combinaisons linéaires
de —2— P 5%— ) en vecteurs de dérivation dans les directions de
IEp :"si 1'on né s'intéresse qu'a l'application de ces derniers & des
fonctions admissibles, on peut se ramener a des dérivations dans les
directions de E, en leur ajoutant un multiple convenable de

Py 32— - ij §%T . En d'autres termes, on est amené a s'intéresser

3 la dérivée dejl'application linéaire Z > X = 6_(2) telle que

(Of;) = A (O,;3+ AJp : il faut donc prendre ) = p_1€3f;5 et poser
[}

p
- - —> < ;} -
. = 8 = _ <P .
(14.6) X p(z) z po(1+po)

En développant, on obtient immédiatement la relation fondamentale

2 2 > 2

(14.7) i ; = X%+ ZD2 = 17

qui va nous permettre de remplacer le systéme d'opérateurs ej’ejk par

le systéme "équivalent" ne comportant que n opérateurs, défini par
y q p

¢ = Oé é; : en inversant ep a 1'aide de l'appendice, on obtient de
X

méme unasystéme de vecteurs de dérivations orthonormé pour || up

pouvant remplacer {81,...,En,€}.

DEFINITION 14.1. On définit, sur les fonctions de (;;p), les opéra-

teurs

o

(i) 3 J d
e =z = —5—— I P =
ij po(1+p0) k Bxk
et p
(3) ) Jj 9
€ = + —3- I p, =2 .
Bpj 1+pO k apk

PROPOSITION 14.2. Soient m = m(i;p) une fonction-poids et g une fonc-

tion admissible : posons go(E;p) = g(0f§;p). Pour que g soit un sym-

bole de poids m, il faut et il suffit que m_1Bgo soit une fonction

bornée pour tout opérateur différentiel B appartenant a l'algeébre B
(3) (k)
, € .

engendrée par les opérateurs e

Preuve. Si l'on renvoie a la proposition 8.14, on voit qu'il suffit
de comparer B et l'algébregﬁfengendrée par les opérateurs e.

37%3K %5
et €. Or, on vérifie immédiatement les formules
(3) _ Px
14.8 = e. - % e.
(14.8) © 3 T T Cik
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@évelopper le membre de droite) et

) - e, 53

+ =€
3 T+pg

(14.9) €
comme les coefficients des combinaisons linéaires aux seconds membres
sont des symboles de poids 1, l'applicabilité des éléments de 1l'al-
gébre.ftentraine la méme chose pourj5 . Dans l'autre sens, on écrit

_o=1 (), P3Pk _(x)
(14.10) ej =p, e + 1+po z By e ,
-1 k j
®jx = Po (pje( '~ gy ) '
et
. . k)
(3) Py Ip el
. . = -—d k
(14.11) aj € po(1+po)

-1 k
P, ZPy X,

™
n

et 1l'on conclut de méme.

Pour obtenir un véritable calcul symbolique des opérateurs
pseudo-différentiels, il est nécessaire de supposer que certains
opérateurs de dérivation diminuent le poids des symboles : dans les
calculs usuels, ce sont les dérivations par rapport a & qui jouent
en général ce rble ; ici, ce seront au contraire les dérivations re-

latives a X .

DEFINITION 14.3. Pour tout couple (N,N') d'entiers » O, désignons

par ﬂSN,N. l'ensemble des opérateurs différentiels de la forme

n1...nN91...9N" produits de N opérateurs choisis parmi les e(j)
(k)

et de N" ¢ N' opérateurs choisis parmi les ¢ Soient par ailleurs

m et p deux poids, avec u » 1, et g une fonction admissible de clas-

se ¢ sur 1Rn+1xjn_. Nous dirons que g est de poids m et de type u

si pour tout couple (N,N') et tout opérateur D EQBN Nt oD peut trou-
’

ver C > O telle que l'on ait

1{Dg) (0,%;p) | € C m(x;p) [n(xip)1 N

. ) N /N
pour tout (x;p). On désignera enfin par |Iigli m, la borne inférieure
’

des constantes C pour lesquelles cette inégalité est valable avec
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n'importe quel opérateur D EjaN,N’ lorsque N ( N, N' Né .

Remarques : 1) les formules (14.8) & (14.11) montrent que l'on peut,

dans la définition 14.3, remplacer 33 par l'ensemble cons-

N,N' N,N'
titué d'une facon analogue a partir des opérateurs ej,ejk,ej et €;

2) la relation de commutation

. S PP
k) _(3)q _ Py 3 jk 3Pk )
(14.12) ek, e(3)y 2 + - 2
b, (T+p_) Fﬁ P, (1+p) p§(1+po)2 moXp,
P . P
p, (1+p J P,

permet si l'on veut de s'affranchir, dans la définition 14.3, du fait
que les opérateurs du genre e sont tous écrits & gauche des opéra-
teurs du genre €; 3) lorsque u = 1, on retrouve la notion de symbole

de poids m.

On se propose maintenant de donner des développements asymptoti-
ques pour le calcul de ng ou de g1## 9, lorsque les symboles qui
interviennent ici sont de poids et de type donné. Lorsque u = 1, il
n'y a rien a gagner a effectuer un développement, et le résultat se
reduit au théoréme 8.18 pour ce qui concerne ng, au théoreéme 10.2
pour ce qui est de la composition des symboles. On raméne a ces ré-
sultats déja obtenus le cas général, a condition d'effectuer une
étude préalable des développements tayloriens relativement a X .

Si f est une fonction C~ sur un espace R? et si, pour tout

y €1Rn, et tout entier k 2 O, on pose f = T§_1f+ R;f avec

(14.13) (T;_1f)(x) -> g%(x-y)“<§¥)(y),

lalgk=1

alors on a les inégalités élémentaires

Y Bmk=1 k-1 o
(14.14) IBY((BXTy £f) (x)) ] £ COI+Ix-yl) ||(3 £) (y) |

Jalgk=1+1y

et
max (k, IBI1)+1v]

Y Bk k
(14.15) IBY((anyf)(x))l < C(1+Ix-yl) ;%# .

sup | (3%F) ((1-t) y+tx) |
ogtg
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dans lesquelles les constantes C ne dépendent que de n,k,B et y: le
seul point notable est 1l'identité

(14.16) (a;aﬁagf)(x> = (R§-|6|86+Yf)(X).

Dans ce qui suit, on supposera que le poids m vérifie les iné-
galités (cf. déf.8.10)

Ny

-

N
(14.17) n@ip) < o @) < Ip,a> 1+ IFEFU )

et que le poids u vérifie 1'inégalité analogue avec les mémes cons-
tantes C1 et N1 .

On se donne un symbole g de poids m et de type uy et 1l'on pose

go(—f;p) = g(O,—;{;p); pour tout _y'ean , et tout entier k » O, on pose

k-1 k
(14.18) 9o = T, 9o * R, 9,

Yy Y
avec

- ~ .
(14.19) (g Gip) = 2 LED S g9 Tip)
Y lolgk=1 ¢ Y

LEMME 14.4. Sous les hypothéses (14.17) a (14.19) on peut, avec les

notations de la définition 14.3, écrire pour tout couple (N,N')

d'entiers » O et tout D EfBN N' les inégalités
’

1 k-1+N

g,) @) 1 ¢ com@Eip) (1+ WF-FH ) !

-— L
I(DTk N
-

Yy

gl

e
T~ -

et

k+N +kN1

k+1 1

1 ORSg,) G | < ccf ImGp) (uip)) KO wEF 0 )
y

max (k,N) ,N'

gl m,

dans lesquelles la constante C ne dépend que de (n,k,N,N').

Preuve. Comme la constitution des développements de Taylor d'ordre
donné relativement & X commute aux opérateurs différentiels 53— ; On
se raméne au cas ou N'= O. Les opérateurs e(j) introduits dansjla
définition 14.1 commutent entre eux, ce qui permet de définir e® pour
tout multi-indice a. Du reste, si 1l'on pose, avec ep définie en
(14.6),
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(14.20) h (x';p) = go(ep'x";p).
on a
3
(14.21) (eg) (8,F") = (5gr) *hy, (K" sp)
et,avec —y>= eé}", 1'égalité [X'-y'l = lllep-):'—-if" |||p .

5

L'application de (14.14) & la fonction hO fournit, si D EﬂSN o
’

k-1,0

k-1 > > k=1 o
(14.22) 1(DT_ 'g. ) (x;p) | € C(1+ |IIx ylllp) n(y;p) gl m, u

y
et la premiére inégalité annoncée résulte de la avec l'aide de
(14.17) . Pour ce qui concerne la deuxiéme inégalité annoncée dans le
lemme 14.4, c'est la version y = O de (14.15) qu'il suffit d'utili-
ser, aprés avoir noté que

N
(14.23) m((1-t)¥+tX;p) & Cqm(Kip) (1+ WY-XM )

et qu'une inégalité analogue vaut pour u—1. Ceci termine la preuve

du lemme 14.4.

THEOREME 14.5. Soit g un symbole de poids m et de type u(u > 1) et

soit A un nombre réel. Pour tout entier k » 0O, le symbole

< :
Ve- 2 LAd-n.d -3 Znlg
Jg k-1 16m

“2k ot ge type M .

Preuve. Dans le cas ou g, est, relativement a ;3 un polyndéme de degré

est de poids myu

£ 2k-1 (& coefficients fonctions de p), la formule (8.6) fournit,
> e
puisque (‘Flgo)(é;p) est, relativement a £ , combinaison linéaire de

dérivées d'ordre ( 2k-1 de la mesure de Dirac, la formule

- ) -2 —».—»2]
lel"-p,"<&,p>
Ao L 1A Ao o
(%, vg )Eip) = % 733G -V g J+1)[—-————'——4 }

((F1go) (E;p)

et le reste introduit dans le théoréme 14.5 est donc nul. Il ne reste

plus, dans ce cas, qu'a se convaincre que ng est un symbole de poids
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..2j

mu et de type u pour tout j : or cela résulte de la formule

(14.24) - =112
de vérification immédiate.

Le cas général s'obtient par une combinaison du calcul gue nous
venons de faire et du théoréme 8.18. Un coup d'oeil a la preuve de
ce dernier montre qu'il présente une large part d'uniformité relati-
vement au poids m, puisque dans les inégalités (8.8) seul intervient
le rapport m(?}p))_1m(;}p). En d'autres termes, si m vérifie (14.17),
on peut préciser le théoréme 8.18 comme suit : pour tout (N,N'), on
peut trouver (ﬁ;ﬁ“) ne dépendant que de (N,N',N1) et une constante
C > O ne dépendant que de (n,N,N',N1,C1) telsque, pour tout poids m

Y

vérifiant (14.17) et tout symbole g de poids m jusqu'a 1l'ordre de

~ N~/
différentiabilité N+N', on ait

~y ~NJ
A N,N' N,N'
(14.25) Hv-gi n < Cligh

les semi-normes qui interviennent ici sont celles de la définition

14.3, l'absence du deuxiéme indice inférieur p signifiant que py = 1,

Conformément a (14.18), pour tout.S;EZmn , on pose

(14.26) g = T2k_1go + R%Kg

N

d'ou, d'apres ce qui précede,

A
(14.27) ( v'g.) Fip) = v (R¥g0) Fip)
Yy
1 A A o\ j.2k-1
+ > — 5z -1...(5 -3+ [ (—=)-T g l(y:p).
jge it 2z 2 1en 3y o Y7
Evidemment, UJTEF—190 et ujgo coiIncident au point (;;p) si j £ k-1.

Posons par ailleurs

(14.28) v_y, Fip) = 1+ ==yl .

D'aprés (8.8), la fonction v_ est une fonction-poids : elle vérifie
en effet ¥

(14.29) v (Xip) < 2972¢p,ap"> (1+ E-2" 1

.)v_,_(;';p')
v p

y
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c'est-a-dire (14.17) pourvu que l'on suppose N1 > 1 et Cc, 2 25/2 . La
fonction
_ 2k+N.+2k N
(14.30) m,=myu T !
y 4

est elle-méme une fonction-poids qui vérifie (14.17) a condition de
remplacer dans cette derniére inégalité le couple (C1,N1) par un
couple (C;,Z(N1+k+2kN1)), C% ne dépendant que de (C1,N1,k). La
deuxiéme des inégalités fournies par le lemme 14.4 peut s'écrire

2k N,N' 2k+N, N
N +N, N
(14.31) IR g I ™ < gl 2<F ,

v

~

inégalité dans laquelle C ne dépend que de (n,k,ﬁ:N',N1,C1). L'iné-
galité (14.25) donne alors

~ NS
2k+N,N'
1 ’
(14.32) 1o R2g i NN ¢ cigh m,y
Y Y

et en particulier

~ "~
2k+N,N"'
m,u

ARZk -2k

(14.33) L 'RZ g0) (i) | < C ligll m(¥;p) [y (¥ip) ]
puisque v*f;}p) = 1. L'inégalité (14.32) fournit également la majo-
ration so%haitée des dérivées relativement & P : pour dériver rela-
tivement a ;-, il suffit de généraliser (c'est immédiat) le lemme
14.4 en y faisant intervenir les inégalités générales (14.14) et

(14.15) et non seulement la version "7y = O" de ces dernieéres.

A2k (>
De ce qui précéde il résulte que la fonction(?}p)k*v (R,_g&(xﬂﬁ
y
est un symbole de poids myu 2k et de type 1 : pour montrer que c'est
un symbole de poids mu_Zk et de type u, il suffit de pousser le
développement de Taylor plus loin puisque, ainsi qu'il a déja été
remarqué, les termes réguliers du développement énoncé dans le théo-

réme 14.5 sont du poids souhaité et de type u .

Ceci termine la preuve du théoréme 14.5.

La composition des symboles pourra se traiter d'une fagon tout
a fait analogue a ce qui précéde. Il nous faut cependant transformer
un peu, pour commencer, la formule de composition donnée dans le
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théoréme 13.5, auquel nous renvoyons. C'est le cas ol les deux sym-
boles 94 et 9, sont polynomiaux relativement a x, et quelconques re-
lativement a p, qui nous intéresse : la série fournit dans ce cas,
rappelons-le, une formule exacte ; &galement, nous nous dispenserons
ici des facteurs pé et pg du membre de gauche (qgui deviennent VA et
v" dans celui de droite), dont le rble était de fournir une somme
finie pour le développement du produit d'un symbole quelconque par le

symbole d'un élément de l'algébre enveloppante.

LEMME 14.6. Soient 94 et 9, deux symboles de poids quelconque, poly-

nomiaux relativement aux variables spatio-temporelles, et soit (y:q)
€ n+1
R
-1
= Al
telle que g = Mq eg- Alors

XJK, Soit Mq€ &ﬂo une transformation de Lorentz arbitraire

_y lal _lo - o B B o
(9, # 9 (i) =z 2 (a7 2 ()P 2Py
1 alpl 3_}:1 3p' Ix" 3p"
:

GQal+lgl)-1
- 12,2 1 21y, -1
W-12'A 3" %) gy (y+pl” M (0, )My

92(y+pg—1Mq(0,_;");M(i_1p")] (X'= %"= 0; p'= p"= e,).

Preuve. Si N_ est une autre transformation de Lorentz telle que

q = Né_1e

on peut trouver K € {1} xSO(n) telle que Mq = NqK et
-1
M' = N'

le) r
_1K : il résulte de 1la que le second membre ne dépend pas

du choix de la transformation Mq telle que gq = Mé_1eo. D'apreés le
théoreme 13.5 et la remarque qui suit sa démonstration, la formule

annoncée ici est exacte lorsque (y;q) = Wg - Si (M,a) est une trans-

formation de Poincaré arbitraire et si 1l'on pose

(14.34) hylyia) = (gjoM,a)) (yiq) = gj(My+a;M'_1q),
alors
(14.35) h1(pg_1(0,§");p') = g, (a*py M(0, %) ;1 T Tpt)

et 1'on voit, gréce a la formule de covariance (12.27), que la for-
mule annoncée est vraie quel que soit (y;q) € IRn+1>< ne .

La formule n'est pas encore satisfaisante pour notre propos
A > z
parce que, méme lorsque y = (0,y), le calcul ne dépend pas seulement
de la restriction de g et g, a {0} x R™ xJM . Nous allons donner une
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formule moins esthétique, indispensable néanmoins pour comprendre
dans quelles classes de symboles se situent les termes successifs du
développement.

DEFINITION ET PROPOSITION 14.7. Etant donnés p,p' et p" €, on aé-
finit t(p,p'P") > O par

Tz(p,p',p") = <p',Jp">2+<p",Jp>2+<p,Jp'>2—2<p',Jp"><p",Jp><p,Jp'> .

La fonction T est symétrique, invariante par l'action du groupe de

Lorentz, et vérifie

- A 2, 3
t(eg,p',p") = (1-Ip'Ap"l %) " .

Preuve. Les deux premiers points sont évidents, et le troisiéme s'ob-
tient en écrivant <p,Jp"> = pépé—fﬁ'[ﬁ“) et en développant le membre

de droite.

DEFINITION 14.8. Soit q €. Sur les fonctions de (y';q')e R™xJM ,

on définit les opérateurs

() - d - _:! _ 9
e ay:,] qo(1+qo) z qk a“y“kl' r
v(3) _ B 93 d
fq 5q; © Tra, ¢ % 3q]

Remarque. La différence avec les opérateurs e'(j) et e'(j) introduits
dans la définition 14.1 est qu'ici les coefficients dépendent d'un
point g fixé €N : on a donc, ici, des opérateurs différentiels a
coefficients constants. Comme la base des e'(j) est orthonormée pour
la norme |l qu., et que la base des eé(j) est orthonormée pour la
norme |l mq ;le lemme 8.8 donne une majoration des coefficients

de la matrice de passage de l'une a l'autre. Ainsi, si g(0;§¥q') est
un symbole de poids m et de type u, et si D est un produit de N opé-
rateurs du type eé(j) et de N' opérateurs du type eé(j), il existe
une constante C > O telle que l'on ait

(14.36) 1 (Dg) (0,¥" 59" 1 < € <q,3q >N N nF g pE g0 1Y
LEMME 14.9. Soit g €){. Sur les fonctions de C;';q')EIRnXUﬂ,, défi-
nissons les opérateurs
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(3) -1 7 9 k Ik, 3
' = <J '> + gL — - =) 5
A} 4,9 [ay3 a5 z(1+q0 . 3Yi] ,
1]
NC vl e 309y d
Bq 3q:'] + <Jq,q'> (qj —’—'1+qo) qu ‘—raqk .

Si l'on pose q's= /\;1p'(p'@'m1), ces opérateurs sont liés 3 ceux in-
troduits dans la définition 14.8 par les formules

(3) .-1[.(3')_ 95 3]
Bq Po [%q G p> F Pk Sq ] ’

. . p! q
g (3 €.(:1)+ d “k 8.(k).

q q Pqs 9, 4«
; G ) D T  (3)
Enfin, Bq T les opérateurs Aq commutent entre eux, de
méme que les opé%ateurs Bé(J).

Preuve. D'aprés (14.5), on a
I=A-1 LI '
(14.37) q qP /\Jq p
- -> <¢»'>-
= ' ' 1 q9.,p
(<q,p'>,p'+plq + =N a)

d'ou

1
3 _ 3 Py d 95 d
(14.38) = = v+ Ld, = + L Qy =t -
P 99 p, "k dqp - T+qg k 3qy

L)

En calculant pé_ pj a l'aide de

—-> >
v . vy T T 299> 3

(14.39) p /\qq (<Jq,q'>,q'-q}q + E= q)
et en simplifiant, on identifie 5%7 4 la premiére expression donnée

(3)

Pour ce qui concerne 14 deuxigme expression donnée pour

pour B'

Bé(j), il suffit de substituer dans le membre de droite les expres-
sions de s'(]), eé(k)pour obtenir immédiatement le membre de droite
de (14.38).

Si 1'on part de la deuxiéme expression proposée pour Aé(J) en y

substituant les expressions connues de eé(J), eék) et en utilisant

la relation qé = <q,p'> , on obtient
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SVPPTS I VE L R 1 . I, E s 1152
q 95 Y3 Podg Y  Pia,(1+qy) a5
d
I q == -
k Byk

L'identification avec la premiére expression de Aé(]) requiert la
vérification de la relation

' =SS
(14.41) _ Py _ Iy . <PIQ>qk dy
) a5 9, (0*ay) © qgar(T+a) — T+a, — qf

Q

[e]

4

une conséquence de (14.39) et de la relation

4 42 3,5 - > ;L9
14. = < > - + —
( ) _Eagﬂ_ 4,9 9% * g,

qui s'en déduit : ceci termine la preuve du lemme 14.9, dont la der-

niére assertion est évidente.

LEMME 14.10. Soient 94 et g, des symboles polynomiaux relativement

. . . - n
aux variables spatio-temporelles, et soit (y;q) € R xJfL . Sur les

fonctions de (;',q'{y",q"), on introduit les opérateurs Aé(J)gg Bé(J)

définis dans le lemme 14.9 et de méme les opérateurs A&(J)QE B&(]).

Alors
(q. % )(0—7-_ ) =% (—1)‘al(417{)_'0"-—'BIB'BB"OLA'OLA"B
917792 \OyYiq) = & GTET q "q "q g
[r(q,q‘,q")'wsl_'z% (0,37';q')92(0,§"';q")]((?';q')=@":q")=r§;Q>)-

Preuve. On peut définir les puissances multi-indicielles de Bé,...,
mais on prendra garde ici de ne pas commuter entre eux les opérateurs
du genre Aé et Bé . On part du lemme 14.6 avec y=(0;;) et M_ =/\

q q
le symbole 94 doit donc étre évalué au point

R B T T I R L 1 A N
( pé <q,x'>,y+pé (x'+ 1iqo q),ﬁ\q p').

-1
q
mettant d'ajouter a la variable spatio-temporelle un multiple de Jq',

Comme dans le lerme 14.9, on pose q'= A “'p' et, 1'admissibilité per-
on a g4= g1(0;§';q') avec

(14.43) S T, XD e GLE> ,
. y'= y*p, (x4 S Q)= d
o
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d'ou
og qa. q y
s et 2 k _ k) 3
(14.44) 3X:"| 538 BYj + o7 Z(1+qo q(O) ay];] 91

identité que l'on peut itérer : l'opérateur différentiel au membre de
droite n'est autre que Aé(g). Par ;illeurs, nous avons déja remarqué
dans le lemme 14.9 que 3T = Bé(J), ce qui semble terminer la
preuve du lemme 14.10 si 1'dn observe enfin que t(gq,q',9q") =

Tleg ﬁ\ q A Q") = tleg,p',P") = (1-|};N;WIZ)L : il faut prendre
garde, cependant au fait que lorsque qu'on écrit 94= g1(0,y ;q') en
profitant de l'admissibilité, ' dépend de p' par 1'intermédiaire de
g', ce qui ajoute a 5%; deéﬁfermes complémentaires. Cependant, ces
derniers sont nuls lorsque xX'= O, et bien entendu il est permis, dans
le lemme 14.6, de fixer X'= X" = 0 avant de dériver par rapport a
E;,;ﬁ. On obtient alors le lemme 14.10.

THEOREME 14.11. Soient 94 et 9, deux symboles de poids m, et m, res-

pectivement et de méme type u(u » 1). Pour tout entier k » 1 , soit

k 1(g1=#=g2) la somme des termes au second membre de la formule du
lemme 14.10 pour lesquels IaI+IB|< k-1. Alors g1#=g2 k_1(g1=#=g2) est
un symbole de poids m,m, u_ et de type u.

Preuve. Il faut d'abord se convaincre que chaque terme sa B(gﬁ#gz)
de la somme au second membre est un symbole de poids m,m, u “lal=igl

et de type u. D'aprés la deuxiéme formule donnée pour Aé(J)dans le
lemme 14.9, on voit que Aéqg1uhsﬂq') est une combinaison linéaire
de termes

-

-
Er) ¢ (L5 S (el ap) (0,75a")
o 14

ol v,6,e sont des multi-indices et |yl=lal ; l'application, & la
fonction de p' apparue comme coefficient, d'un produit des opérateurs
. 0(d,q,)
B'(J) = —ET fournit toujours une fonction de la forme —lE—l —__°
q apl 1a [

J Pg <q,p'>

dans laquelle a et b sont des entiers » O, P et Q sont des polyndmes

et le degré de Q est moindre que b : lorsque p' = e <q,p'> devient

OI
g - Les mémes remarques valent pour la fonction gy et lorsque
P'=DP" = 0 les dérivées de T deviennent des constantes. Finalement,
si 1l'on revient aux notations de la définition 14.1 et de la défini-

tion 14.3, on voit que Sy B(g1#=g2) est combinaison linéaire de
r
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termes q;bQ(§3D1g1.D2g2 dans lesquels Q est un polyndme de degré
. i i ' -
£ by D1 € gblal,lgl et D2 € 181, lal : en particulier c'est un sym

—lal-181

bole de poids m,m,u et de type u.

N

La fin de la preuve est tout & fait analogue a celle du théoréme
14.5. En écrivant, un peu abusivement, g1(§',q') pour g1(0;§‘;q'),
on décompose g, comme en (14.26), sous la forme

(14.45) g, = 179 4R g,
v v

avec j » k, et 1l'on fait de méme pour dg-

Evidemment, on a

(14.46) A(’la(T_;l;qgﬂ Tia") = (g, Fra)

pour |o|g j-1, d'ou

(14.47) sy 6 W gy # D19, Fia) = sy gla # 9y Fra)

Y Yy
si lal+|Bl ¢ j-1. Il ne reste plus qu'ad montrer que chacun des trois
termes résiduels provenant de la décomposition (14.45) et de celle
similaire relative a g, (1'un d'eux est la fonction (;}q) —>
[(Tl:1g1) #{(Rl_gz)](y}q)) est, pourvu que j soit assez grand, un
symgole de poi&s m1m2u_k(et de type 1) jusqu'a tel ordre de diffé-
rentiabilité que l'on souhaite. Or, ceci est une conséquence de l'es-
timation (14.31) du reste Ri g, et de la version suivante du théore-
me de composition 10.2. Soignt C, >0 et N

1 1
d'entiers (N,N'), on peut trouver (ﬁ,ﬁ‘) ne dépendant que de (N,N;N1)

> 0. Pour tout couple

et une constante C > O ne dépendant que de (n,N,N;N1,C1) vérifiant
ce qui suit : pour tout couple (m1,m2) de fonctions-poids vérifiant
toutes deux (14.17), et pour tout symbole g1(re%B.Ngz) de poids m,
(resp. m2) jusqu'a l'ordre de différentiabilité N+Nf, le symbole

94 * 9, est de poids m m, jusqu'a l'ordre de différentiabilité N+N'

1
et de plus

L]
(14.48) gy # 9,0l NN

A N
< Cligy b f g, It '
m,m, 1 m, 2 m2

La nouveauté de cette assertion par rapport au théoréme 10.2
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réside dans l'uniformité des estimations relativement aux poids m, et
m,. Or le théoréme 10.2 est une conséquence de l'estimation fondamen-
tale fournie par le théoréme 9.2 et de la réciproque (théoréme 10.1)
de celle-ci : de plus, dans la preuve de chacun de ces deux théorémes,
le poids m n'intervient que par 1l'intermédiaire d'une majoration du
rapport m(;}q)_1m(;;p) ou de son inverse, ce qui fait que les estima-
tions ne dépendent de m que par l'intermédiaire des constantes c1 et

N1 qui figurent dans (14.17).

Ceci termine la preuve du théoreéme 14.11.

Le calcul effectif des termes successifs du développement est
assez compliqué, ainsi que le montre déja la forme de 1l'invariant B,
du théoréme 12.5. Cependant, la somme des termes pour lesquels
Jal + 18l €& 1 ne différe pas de la somme correspondante du calcul de
Weyl.

PROPOSITION 14.12. Avec les notations du théoréme 14.11, on a

1 39, 89, 89, 39,

S1(9q % 9p) = 949+ (4im) © I(= 5om mmm o wam gy
J J J J
Preuve. On a
. 9g . 9g
(3) r 1 ] 1
(14.49) (a'9.)(0,¥iq) = 57— - —3— I q =—
q 1 Byj qo(1+qo) k 3yk ’
: 9g q. 9g
(3) > 1 ] 1
(B! g.) (0,y:q) = x=— + I qy ==
q 1 aqj 1+q0 k aqk
et si 1'on développe a l'aide de ces formules
_nu(3) (3) (3) ' (3)
Z( Bq 92'Aé g1+Bé g1.A§ g2)

il ne subsiste que la forme symplectique.

LA BOULE UNITE DE R"

Un sous-produit non dépourvu d'intérét du calcul de Klein-Gordm
est une analyse pseudo-différentielle sur la boule unité B, de R":
nous nous contenterons ici de quelques indications car ce sujet
nous éloigne des concepts relativistes qui sont le propos de ce vo-
lunme.
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Intéressons-nous pour commencer a la classe des symboles qui,

au sens de la définition 14.3, sont de poids m et de type U avec
1

(14.50) p(Xip) = (1+ XM g)z - (IR
Le prolongement admissible de cette fonction est la fonction (sur
3Rn+1 XJT(.)(x,p)r——-’-(1—r(x)+<x,p>2)32 qui, on le voit, est invariante
par l'action du groupe de Lorentz telle que M. (x;p) = (Mx;M'_1p).Les
classes de symboles ainsi définies sont, de fagon uniforme, invarian-
tes par l'action du groupe de Lorentz (mais, non, bien sir, par les

translations purement spatiales) : de facon plus précise, avec
N,N'
| 4

’

gy (xip) = g(Mx;M'-1p) et my(x;p) = m(Mx;M'_1p), les normes figyl
introduites dans la définition 14.3 sont majorées indépendamment
de M ; nous omettrons la preuve de ce fait, gui nécessite quelques
pages de calculs peu attrayants.

Si 1'on conjugue le calcul pseudo-différentiel de Klein-Gordon
au moyen de la transformation (2.7), on obtient une analyse pseudo-
différentielle sur l'espace riemannien 3“,: bien entendu, a présent,
ce sont les variables (p1,...,pn) qui jouent le rble de variables
"de configuration" et les variables (X1""’Xn) celui de variables

duales. Les formules réciproques

(14.51) T = _ 2z , z = (po+1)-175

1—|z|2
établissent un difféomorphisme de M sur la boule-unité B, (pour le
voir, tirer de la premiére formule les relations Py =
(1-1z1%) " T (1+121%) et P+l = 2(1-121%)™")). L'avantage principal de
cette nouvelle réalisation de Dl (bien classique : voir par exemple
Lax-Phillips [21]) est que le ds2 de Bn est proportionnel au ds2 eu-

clidien puisque

(14.52) as? = 1aB12-p 2P, dp>% = a(1-121%)? |az)?
On a

3 Py 1 3
(14.53) o = - L
; K ;
Bpj po(po+1)2 z o 'c)zJ

Jamizl? s _1mizi? L o

2 azj 141z j k sz

et, sur les fonctions de p seul, l'opérateur e(j) introduit dans 1la
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définition 14.1 se réduit a

(3 - 8 , P35 3 dal1g12) o
(14.54) € = 3pj + Trbg I P TN = 50 1z %) 3zj .

Comme variables duales de (z1,...,zn), on utilise ce:m“ carac-

térisé par Z;jdzj = ijdpj , soit
(14.55) Ty = (po+1)xk+<}‘,3>pk
d'ou
(14.56) G = a1 T a-121%) <, 2>
et
2 2

1-1z| 1-lz|

(14.57) X, = T, - <g,z>2, .
k 2 k 1+I212 k

Par ailleurs
(14.58) W, - UR12+E B2 = Ta-iz1d) e

Toujours par référence a la définition 14.1, on a

. Gy _ 8 _ _ Py 3 _ 3 o4 io12,-1 3
(14.59) e = E Po““‘PO) ZPk 3% (PO+1)§C—j‘ = 2(1=-12z17%) szg.

Enfin, sur les fonctions de (z,7), 5(3) ne se réduit pas a
) A
(14.54), et un terme complémentaire e(J) provient du fait que ¢ dé-
pend de-ﬁ‘via (14.55) : un calcul a peine plus laborieux fournit

. 2p.
(J)'_—»—v- ) 3j > )
(14.60) ¢ =<x,p> I +pj Zxk 3T + [xj+ T <x,p> ] Zpk T
J k o k
2
1-1z]| 9 )
= =7 <2,0> 55— + 2. LTy w5 t LD 2y 73— .
1+|z|2 acj j k ack Jj k ack

Soit T le transformé du poids m par le changement de coordonnées
(X, p)—~ (2,2). Si 1'on se sert de (14.54),(14.59),(14.58) et (14.60),
on voit que les symboles de poids m et de type u sont caractérisés
dans les nouvelles coordonnées par le fait que l'on peut, sans sor-
tir de la classe des fonctions majorées par Cﬁﬂ leur appliquer au-

tant de fois que l'on veut les opérateurs (1-|z|2 5%— , (1—|z|2)_1§%
j j
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et || 5%7 . Si l'on pose
J

(14.61) g(z,2) = h(z,(1-121 2)2) = h(z,E) ,

on voit qu'il s'agit de pouvoir appliquer a h tout produit des opé-

2)52— et (1+I€I2)% 5%— . Si 1'on renforce considérable-
i j

ment les hypothéses sur les symboles h en y remplacgant (1-Izl2) '3'%—

B

rateurs (1-lz|

par 3%- et en supposant que les symboles ont des traces de tous

Jsur 1a sphére-unité, on obtient enfin une classe de symboles

ordres
qui n'est pas sans analogie avec la classe des symboles totalement
caractéristiques de Melrose [26] : elle est cependant congue comme

une algébre qui englobe les opérateurs du premier ordre (1—|z|2) 32—

dont la dégénérescence sur la sphére Sn_1est, on le voit, isotrope,j
au contraire des classes pour lesquelles seules les dérivations sui-
vant la direction normale au bord dégénérent ; il serait intéressant
de pousser plus loin 1'étude des applications de ces classes de sym-
boles, mais c'est un point de vue qui nous éloignerait trop, ici, de
l'analyse relativiste. R. Mazzeo nous a signalé qu'il a développé
dans [23] un calcul pseudo-différentiel ayant précisément ce type de
dégénérescence sur une variété a bord générale ; pour le cbne de lu-
miére solide, une analyse du méme genre est décrite dans la section
15 de [36]






XV - OPERATEUR D'EULER RELATIVISTE, GROUPE DE DE SITTER,
OSCILLATEUR DE MATHIEU,

L'un des buts de 1l'analyse pseudo-différentielle est la théorie
spectrale des opérateurs, centrée autour des opérateurs autoadjoints
pour sa plus grande partie. Une situation trés satisfaisante est ob-
tenue dans les rares cas ou l'on sait construire explicitement le
groupe unitaire engendré par un opérateur autoadjoint. C'est ainsi
que le groupe métaplectique permet d'exponentier tous les opérateurs
symétriques sur Lz(an) qui sont des polyndmes de degré 2 en les
générateurs infinitésimaux de la représentation d'Heisenberg : ces

opérateurs sont du reste essentiellement autoadjoints.

S'il n'y a pas d'analogue relativiste du groupe métaplectique
(la raison en est que la relation de commutation entre les opérateurs
de boost et ceux d'impulsion, mois simple que celle d'Heisenberg, ne
permet guére de construire des algébres de Lie de dimension finie
dans l'algébre enveloppante), il existe en revanche des opérateurs
symétriques sur H%Cmn) qui présentent une forte analogie avec cer-
tains générateurs du groupe métaplectique : d'ailleurs, cette analo-
gie sera éclairée par la prochaine section, consacrée a la contrac-
tion lorsque c— » de 1l'analyse de Klein-Gordon. C'est l'objet de la
présente section d'étudier certains de ces opérateurs, en particulier
ceux qui sont la version relativiste de l'opérateur d'Euler et de

l'oscillateur harmonique.

PROPOSITION 15.1. Notomns <D>, Dj' Bj(= xj<D>) et Rjk(= ijk—Xij)
les opérateurs de symboles respectifs (actifs ou passifs) po,p.,b.:

J° 3]
poxj+pjxo et rjk= pkxj—pjxk.

On a les relations de commutation
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1

[Bj,Dk] = —(2im) " ajK<D>,
_ L -1
[Bj,Bk] = (2im) Rjk
et -1
[Bj,<D>] = —-(2im) Dj .

Preuve. C'est une conséquence de (12.53) que nous rappelons :

_ _ =1 9g og  _ 3
(15.1) bj # g-g # bj = (2im) (xj 7%, + Xy axj P, 5??).

Jusqu'ici, nous avons pu nous limiter a la considération du
groupe de Poincaré orthochrone et a la représentation (2.3) de ce
groupe dans H%(Hfﬁ. Il est dans ce qui suit impossible de se passer
de 1l'espace ﬁ%(IJU décrivant au sens de la physique (voir 1l'inter-
prétation de Feynman dans [¢], p.68) 1l'espace correspondant & 1'an-
tiparticule : il importe de noter que si les généralisations de 1l'o-
pérateur d'Euler proposées ci-dessous sont bien des opérateurs symé-
triques sur H%(HJU , ce ne sont pas des opérateurs essentiellement
autoadjoints, et leur extension autoadjointe qui semble la plus na-
turelle a pour domaine H% <] ﬁ% , espace dans lequel H%(Rn) n'est
pas dense !

DEFINITION 15.2. On définit N2 = H® @ §? ,
ne (externe) de deux copies de H%(IRn). On étend l'application“%;gg:

somme directe hilbertien-

A -
finie en (2.7) en une isométrie de H® sur L2(3H,;po1dp), avec JtL
=Mu(-M), en posant '-%(u &v) (p) = poﬁ(i;) si pg= P> et -POV(E) si
Py = -<P>. Enfin, on définit (généralisant (2.12)) une représenta-

tion U du groupe de Poincaré G)(complet) sur'fff}é en posant

4%}U(M,a)(u ® v)) (p) = e_21“<a’p>{3hl$v)(M'p)
pour tout p e M.

Remarque. Si (M,a) appartient au groupe de Poincaré orthochrone,
alors U(M,a) opére séparément sur u et v ; si M est la symétrie de
temps (t,x)+ (-t,x), alors U(M,0) échange u et v.

~
L'hyperboloide completjﬂ,admet pour compactifié projeg&}f la
variété projective réelle d'équation Té—rf—...-ri—rz =0 ,M étant
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j = T-1Tj. Il s'agit
du cbne de lumiére en (n+1) dimensions d'espace, sur lequel opére le

obtenu en supposant T # O et posant Py = T-1TO, P

groupe de Lorentz correspondant SOO(1,n+1), que nous appellerons
groupe de De Sitter puisque c'est ainsi qu'on 1l'appelle si n = 3. Si

1'on écrit, en matrices-blocs,

(15.2) g = (A uv\n
v' a/ 1
1'appartenance de g & SO(1,n+1) est caractérisée par 1l'équation
g'(g _?)g = (g _?) c'est-a-dire par le systéme
(15.3) AJv = au , r(v) = a2-1 , AJA' = uu'+J .

Lorsque v = O, on a p = O d'ol A€S0O(1,n) et 1'on n'obtient rien de
nouveau. Dans les coordonnées p, l'action (presque partout définie)

de g est donnée en général par

(15.4) (g1 (p) = (<v,p>+a)” ' (Ap +}).

Pour tout nomEEE p réel, on en déduit une représentation uni-
taire Vp dans LZ(DH.;p;1dB) au moyen de la formule
py |dB' %+ip
(15.5) (Vp(g)v) (p) = v(lg'lp) (’_.I—_,,)

p, dp-

avec p' = [g'lp.

D'apres (2.12), on retrouve lorsque v = O une double copie de
la représentation connue du groupe de Lorentz, p ne servant a rien
dans ce cas. On peut procéder comme dans la section 12 pour exhiber

les générateurs infinitésimaux de la représentation (15.5).

PROPOSITION 15.3. Les générateurs infinitésimaux de la représentation
unitaire gk—+-Up(g) = 45?1Vp(g) de SOO(1,n+1) dans W* décrivent

l'espace vectoriel engendré par les générateurs infinitésimaux de la

représentation du groupe de Lorentz et par les opérateurs autoa-

joints

-1 - hp
E = 5 L(B)Dy+DyBy )= 7o <D>

_ 1 -1 -1
E. = 2[<D> (DjE+Bj)+(EDj+Bj)<D>

J 1.
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Preuve. L'algébre de Lie de SOO(1,n+1) est constituée des matrices-

blocs
(15.6) o B' ¢ 1
X = B Y Y n
c =Y'oO 1

on obtient un supplémentaire dans cette algébre de 1l'algébre de Lie
du groupe de Lorentz en ne gardant comme coefficients non nuls que

c et (Y1,...,Yn) ; en particulier soit X0 la matrice gqui correspond
a (c=-1, Y=0) et soit X1 celle qui correspond a (c=0,Y =(-1,0,...,0)).
On a alors

(15.7) e 9 = 0 1 0
-sh s (¢] ch s
sX
d'ou, si p'= [e O]Pr
(15.8) p'= (ch s-p, sh s) ' (p, ch s-sh s, D).

La formule (11.25) permet de calculer

2

s -1

ant 1-n 1 Py sh s
(15.9) CB_ = (ch s-p_ sh s) ' "7 — + ]

dap o ch s posh s Ps  (ch s—posh S)Z
a'ot

ou p|—1d'b"l _
(15.10) ——— = (ch s-p_sh s) "
p, dp
et
sXO —%—inp

(15.11) (Vp(e )v) (p) = (ch s—posh s) vip').

On obtient le générateur infinitésimal correspondant a ce sous-

groupe, soit de(xo), par la formule (12.2), ce qui donne

(15.12) av (x,) = -(2in)‘1[(g+inp)po+po Lp. ]

2
9p.
J PJ
Il reste dans ce cas a calculer le générateur infinitésimal

-1
(15.13) U (x,) = 45, dvp(xo)i%,.

Si 1'on note les relations
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-1 _ -1 =1 d
(15.14) ~%<D>‘% =p, ﬁBj‘% = -(2im) pg 5, '
. =1
D."%( = p.
% j Py v
on obtient
o1 .

(15.15) au (Xy) = -(2im) (F+inp)<D>+ % DBy
soit finalement dUp(Xo) = E si 1'on se sert de la proposition 15.1.

Lorsque X est donnée par (15.6) et que B O, c=oetyY=20
on obtient
(15.16) 1 0 (e}

e* - o 1+ Seslylzlg. - =l
Iyl Y
sinlyl.,
o] NE2EE cos |yl
SX.]

et en particulier, avec p' = [(e )'lp, et X1 définie plus haut,
(15.17) p' = (cos s-p,sin s)—1(po,p1cos s+ sin s, Py, ...

On calcule comme plus haut

>
= (cos s—p1sin s)

%J%

-n-1

po d#' -n
d'ou — <P =(COS s-p,sin s)
P, g 1
o dp
et
SX1 —E—inp
(15.18) (Vp(e )v) (p) = (cos s—p1sin s) vip').
Il en résulte
. ¢ _ np
(15.19) de(X1) - Iin P 2n P
. =1; 9 3
(2im) [3p1 * PPy a—ﬂ ]
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_ _ _n _hp -1 =1
(15.20) dUp(X1) = 717 P 55 Dq*<D> 'By+ <D> D1Z Dy By -
Cette dernieére formule, avec l1l'aide de
(15.21) B, <D>" ' = <D>7 "B, +(2im) " '<D> 2D
° k k k

(une conséquence de la proposition 15.1) et de (15.15), entraine
dUp(X1) = E;, ce qui termine la preuve de la proposition 15.3.

Si la proposition 15.3 a fourni des exemples d'opérateurs symé-
triques sur Hé(]Rn) dont 1l'extension autoadjointe la plus naturelle
nécessitait 1l'introduction de l'espaceff-fLz , la généralisation relati-
viste de l'oscillateur harmonique va nous permettre de revenir a
1'espace HE(RY) .

Dans le calcul de Weyl sur IRn, une importance tout a fait fon-
damentale s'attache a l'oscillateur harmonigque
2
(15.22) L. =1 Zx§ - am T2,

w Bx%

qui est l'opérateur de symbole de Weyl n(a§12+|212). Le spectre de
cet opérateur est constitué des valeurs propres §+k (k €EIN) : les

fonctions propres sont des fonctions d'Hermite, 1l'état fondamental
(i.e. la fonction propre correspondant a k=0) normalisé étant donné

par
B STk
(15.23) o(x) =27 ”TIXL
On voit que 1l'opérateur de symbole (pas toujours » O)
ﬂ(|§]2+|2ﬁ2) - 5 est cependant » O : ce fait est le point de départ

2
du travail de Melin [25] sur une amélioration de 1'inégalité de

Garding.

L'oscillateur harmonique a un r8le puissant en mécanique quan-
tique puisqu'il donne une traduction, en termes de la théorie spec-
trale d'un seul opérateur, des opérateurs de création et d'annihila-
tion (cf. Cartier [ 5]: on peut voir également, dans cet article, en
quoi l'oscillateur harmonique constitue la moitié de la structure
nécessaire a 1'édification de la théorie des fonctions théta).

On peut expliciter (cf [32], déf. 6.1) le symbole de Weyl £, de
l'opérateur exp—t(Lw— g) : c'est
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[1+e’

-> -n —
(15.24) ft(;)i) = |- j exp[-2n(th§)(Ix|2+lzﬁ2)].

Le cas particulier qui correspond a t = - %; est le fait que 1la
transformation de Fourier inverse QF-1 a pour symbole
inm
. - . - 2,72
(15.25) £, G0 =2V e 4 QmUIxITHIE)

2
Le cas limite t = + » est le fait que la fonction de Wigner (du cal-
cul de Weyl) de la paire (¢,9), i.e. le symbole du projecteur u +—
(u,@)9 , est la fonction
— - -2, 72
(15.26) Wie,0) (%,8) = 20 e 2TUIXIT+IELT)

On constate d'ailleurs que cette fonction n'est autre que 1l'état fon-

damental normalisé de l'oscillateur harmonique L , en 2n dimensions

W,

obtenu a partir de (15.22) en remplacant 33— par 2 % 5%" (et de
3 3

méme pour §%~), c'est-a-dire en "divisant la constante de Planck

par 2", J

Une partie des résultats concernant l'oscillateur harmonigque
qui viennent d'étre décrits peuvent étre généralisés au cadre rela-
tiviste, surtout (la complexité des calculs étant considérable) dans
le cas ol n = 1. Ce sera pour nous une occasion d'utiliser le calcul
symbolique des opérateurs, principalement pour ce qui concerne les
calculs dans l'algébre enveloppante. Dans le cas ol n = 1, nous ver-
rons que l'analogue relativiste de l'oscillateur harmonique est 1'o-
pérateur de Mathieu modifié

(15.27) M = —(4n)"‘[§£; - 2n%ch 2t + 27%].

t
On peut trouver une introduction a la théorie des fonctions de
Mathieu dans le livre de Whittaker et Watson [43] , et une étude
approfondie dans celui de Meixner et Schifke [24] . Ces fonctions,
introduites par Mathieu en 1868, ont leur origine dans la résolution
du probléme de Dirichlet pour 1'équation Au+k2u = O dans un domaine
plan de forme elliptique. Dans les coordonnées telles que x+iy =
b ch(g+in) qu'impose la considération de deux familles de coniques

confocales, la séparation des variables conduit en effet a deux
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équations

(15.28) u"+(a-2q cos 2t)u = 0 ,
u"-(a-2q ch 2t)u = 0

dont la premieére est l'équation de Mathieu et la seconde 1'éguation
de Mathieu modifiée.

I1 a déja été observé que les fonctions de Mathieu occupent dans
la théorie des fonctions spéciales une place tout a fait a part :
leur étude est en effet beaucoup plus difficile, les résultats sont
plus minces et, surtout, elles sont peut-&tre les seules (voir par
exemple les livres de Vilenkin [41] et de Wawrzynczyk [42]) dont la
relation avec la théorie de la représentation des groupes parait
aussi limitée. Quoiqu'il en soit, il est intéressant de constater
que l'oscillateur de Mathieu n'est autre que la déformation relati-
viste de l'oscillateur harmonique : la prochaine section rendra ce

fait encore plus significatif.

PROPOSITION 15.4. Appelons oscillateur relativiste 1'opérateur (for-

T
mellement autoadjoint sur H° (IR"))

L =7 Z(B?+D2)-ﬂ b R%k
i i<k
On a
§ 2
9 ) 2 = 2
-47L = % + I X.X nix. =— -417|x|
ax% 3%k axjaxk j axj
J
et
@3(—4@)@5/‘1 = by, -ar? (B
2 2
9 El 9 2 =2
=L —5 +LpP.P,s—=— + nNIp. =— —4n°Ipl~.
8p§ 3 kapjapk J Bpj

Le symbole passif de L est la fonction ¢ telle gque

n a0 Fp) = WEm 2 l:% pi +(E:111§131— * P§‘1 :
8m 16m
Preuve. Avant de la donner, voici quelques remarques. La premiere est
que L, somme de carrés de générateurs infinitésimaux de la représen-
tation de Bargmann-Wigner, est une sorte d'opérateur de Casimir,
avec la restriction que le groupe de Poincaré n'est pas semi-simple
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et que rien ne justifie a priori le choix des coefficients dans cette
décomposition. La deuxiéme est que les formules données pour L et
pour 4%1;4%,_1 permettent de dire que L commute avec 4% si 1'on iden-
tifie M a R" via les coordonnées B. Enfin, l'opérateur R =7 3% ng
est l'opérateur de moment cinétique total : il commute aussi avec

puisque, en fait,“%{ commute avec chacun des Rjk ; l'opérateur

L-R = 7 1 (B + D?)
J J

pourra apparalitre également comme une généralisation naturelle de
l'oscillateur harmonique Lyg =7 Z(x§+D§). Les opérateurs L et L-R ont
méme partie radiale, et coiIncident lorsque n=1 .

Pour prouver la premiére formule annoncée, on écrit, grfce a la
proposition 15.1,

(15.29) B2 = x.<D>B, = (2im) 'x.D. + x2<D>°.
J J J J 3] J

Par ailleurs

2 1 2

15.30 I R, == I .D, =X, D.

( ) jex ik 3 ik (xJ k™ ¥k J)
_ 2.2 1-n
=z XjDk ijkajDk + EE;—ijDj R

et il suffit d'additionner ces deux formules.

On utilise ensuite les relations

(15.31) x%nf%f’=pj , %Bf9f1=_(nﬁfﬂ&)§%

dont la deuxiéme a, du reste, déja été employée au début de la sec-

tion 12, ainsi que

-1 _ Loy =1 9 )
(15.32) ‘-%Rjk‘-% = (2im 7 ey g - py —apj"
formule également triviale. Il en résulte que

(15.33) ~€%(—4nL)f3'1 -
2. 2

—3—)2-4n Ips: - I (p.

3 - 9
(Po Bpj J j<k J aPk Py 3Pj) !
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ce qui conduit a la deuxiéme formule indiquée si 1l'on utilise a nou-
veau (15.30) pour développer le dernier terme. L'expression de 1'opé-
rateur Ay a été fournie en (8.3).

Pour calculer %, il faut renvoyer aux calculs de la section 12,

en particulier aux théorémes 12.6 et 12.7. On a

-1 _ _
(15.34) Ty = ? (byg by + py 4 py) 'Ek Ty # Ty
J
avec pj¢# Py = p? d'apreés le théoréme 12.3, et

2 1

2_
5.35 b. . = bl 6 B .,b.
(1 ) j :#:bJ bJ + (1617) z(bj,bj)
ainsi que
(15.36) r rap = r2, + (1672) "B, (r., ,rap)
. jk# Tix T Tk 253k Tk’
Comme, rappelons-le, b1 = PoXqtP1Xgs le théoréme 12.6 fournit aussi-
tot
2
3 3 (Po—1)x1
(15.37) B2(b1,b1) = 1+(p1 5;; - Pg §§;)(pox1+2p1xo + —**52*——)
_ 2 2
= 2(1 po+p1)
et de méme
32 32
(15.38) By(ryp:Ty3) t3%,3p; ~ ax1ap2)‘92x1'91x2)
= -2,
d'ou
-1 2 1 2.2 2
15.39 £ =L by + — Z(1- . .
( ) m 3 8“2 ( p0+pj)+ Zp]
- EAF1? 2l
16m
si 1'on se rappelle que b. = PoX; lorsque X, = O et que l;;AE;Iz =
-2 =2 = 2 ) J 2,32 -2 - - 2 (o
Ix1“Ipl©-<x,p>", enfin que iuxﬂlp = |x|° + <x,p>“, on en déduit la

derniére formule de la proposition 15.4.

PROPOSITION 15.5. L'oscillateur relativiste L, de domaine initial
' . . s b
SP(IRn), est essentiellement autoadjoint sur H %IRn).Son spectre est
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constitué de valeurs propres, et les fonctions propres correspon-

dantes appartiennent a &?Cmn).

Preuve. On supposera dans un premier temps que n g 79, auquel cas

(15.40) (0, Fp) = mS?m; v alB1%+8

avec a > O et B > 0. Vu les relations

-1 2 2y _ -1 -1 > -
(15.41) P, 5§5(IHXHIP) = 2po xj+2po pj<x,p>
et
-1 ) 3 - 2, _ o =1 B
(15.42) p, Py 5% P gx—k)( W= p) = 2p, (pkxj pjxk),

la premiére remarque qui suit la définition 14.3 montre que le sym-
- - P
2)=1 o 377 et de type 2% : en effet

pole 27| est de poids ( WX ;+po)
chaque dérivation du genre e. ou ejk diminue d'une unité 1'exposant

J 1
de 2 au prix de facteurs supplémentaires majorés par CL° ; les déri-
vations Ej ou £ , sans améliorer la situation, ne la détériorent pas
non plus.

En partant de £

et en suivant la procédure usuelle d'inversion
des opérateurs elliptiques (basée ici, bien sfir, sur 1l'application
L
du théoréme 14.11 a des symboles de type £ °), on construit une suite
1

(g,) de symboles de poids 2-1 et de type 2% tels que
k' k21

(15.43) I = g #F L -1

X L
soit de poids % 2 (et de type £°). Soit Gy (resp. Rk) 1'opérateur de
symbole passif gk(resp. ry).

Désignons par L l'extension unique de l'oscillateur relativiste
en un opérateur faiblement continu de EY’(mp) dans &9'CRD). D'apres
le théoréme 9.5, les opérateurs du calcul de Klein-Gordon de poids
quelconque se prolongent également en des opérateurs faiblement con-
tinus de 9)' (R™) dans &?- (R™). si u€H’/Z(]Rn) ‘est tel gue Lu

2

b)
appartient a HQ(IRn), alors <D>“u, |3?I2u et I ijju appartiennent a

% . PP
H’(Hfﬂ : en effet, avec les notations définies plus haut, on peut

écrire

(15.44) <D>2u = <D>2G2Lu—<D>2R2u
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et noter que le symbole pg:# g, de <D>2G2 est de poids 1, de méme que
pg # r, i on procéde de méme pour les deux autres termes. Si l'on
introduit alors, pour tout entier N » O, l'espace

(15.45) Ky = {uer? (RY) : LNu en® (R")}

2N

on voit que si u €K alors <D>""u et I;ﬂzNu appartiennent a H%(IRnk

N 14
en conséquence L est un opérateur symétrique sur le domaine Ky pour

N assez grand.

Pour montrer que L, de domaine initial SP(Igﬁ , est essentiel-
lement autoadjoint, il suffit alors de montrer qu'étant donnés uEIH
et N €IN, on peut trouver une famille (ue)€>O dans KN telle que, pour
€ — O , ug converge vers u dans H%(IRn) et Lue converge vers Lu
dans H%(IRn). A cet effet, on choisit (ve) telle que v€ converge vers

1
Lu dans H2(IR") et l'on pose (se servant de (15.43))

(15.46) u, = GZNVe_RZNu = u+G2N(v€—Lu) :

comme R2N est de poids Q_N on voit que u € KN ; évidemment u con-
verge vers u dans H%(IRn). Par ailleurs

(15.47) Lu€ = LGZNVE—LRZNU

est de poids 1) vers LG,,Lu-LR,,u

converge dans H%(IRn)(puisque LG, 2N N

N
= Lu .

Il nous reste & étudier le spectre de L . D'aprés ce qui a été
vu plus haut, l'injection canonique de K1 dans H%Cmn) est compacte,
et il en est de méme de l'opérateur Rz(de poids 2_1). L'identité
G,L = I+R, montre donc que le spectre de L est constitué de valeurs
propres (réelles) de multiplicité finie, formant une suite croissant
vers + », Si Lu = Au pour une certaine fonction propre u EH%(IRn),

alors

(15.48) u = Xqu—Rzu

et comme G, et R, sont tous deux de poids 2_1, on voit que ue€K

. _ n
dés que u €Ky : par suite, u € g Ky = :9(3{) .

N+1

Pour terminer la preuve de la proposition 15.5, il reste & se
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débarrasser de l'hypothése que 79, ce que nous faisons désormais.

n <
La légére difficulté, dés que n » 2

, vient de ce que le symbole
-2p -1

%nt43, a, d'aprés la proposition
15.4, un terme en p2 accompagné d'un coefficient négatif Cet opéra-

ﬂ_12~p2+1 de l'opérateur -(2m)

teur est néanmoins positif puisque, si f et g € L (3“ iPg 1dp) et si

f,9 de méme que les dérivées premieéres gf ’ Sél sont a décroissance

j J
suffisamment rapide lorsque [Pl-® , une intégration par parties

montre que

of 3g dp , 3f dg, dp
(15.49) '(%f,g)— z BPJ 3Pj Py (ij 355) (Z Py -s?]‘;) Py .

Posons, avec 0> O,

(15.50) L, = -(4n)'1%'1[e -472 ]‘%(

de sorte que, si 6 > O est assez petit, le symbole 20 de Lo a tous
ses termes accompagnés de coefficients positifs : on peut donc affir-
mer, au sujet de Lo, tout ce qui a été dit plus haut concernant 1'o-
pérateur L lui-méme dans le cas ou n ¢ 79 ; en particulier, c'est un
opérateur autoadjoint, défini positif d'aprés (15.49) puisque ses
fonctions propres appartiennent a EP(IR“), et 1l'on définit les es-

paces KN, comme en (15.45), par référence a l'opérateur L,. Partant
de a, = R , on construit par récurrence, a l'aide du calcul symbo-

lique de type 12 ;, une sultek(ak) de symboles de poids lz tels que
1=-=
2 —%

ak;#;ak—ﬂo soit de poids 20 ; puis, partant de b1 = Eo , une suite
1
Y

(bk) de symboles de poids 2; telle que bk4$ ak—1 (ainsi que ak#:bk—1

2

en considérant l'adjoint) soit de poids 20 . Soient Ak et Bk les
opérateurs correspondants. D'aprés (15.50) et la proposition 15.4, la
différence

1-98 -1
(15.51) L-a, [1- =2 Bk»% Am‘% B A,

est un opérateur dont le poids est, pour k grand, une haute puissance
-1
de lo

__1=8 . p-1
(15.52) Cy = - Bk-% Am%Bk ,

de poids 1, est borné et(d'aprés (15.49)) positif, on voit que L est

. Comme 1l'opérateur

essentiellement autoadjoint. Si Lu = Au avec u appartenant déja a Ky

on a (4 condition de choisir k assez grand)
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(15.53) (I+Ck)Ak uvB L u NXBk u
avec un terme d'erreur dans KN+1 , d'ou
-1
(15.54) u v Bk(I+Ck) ABk u
2 -152 -1 .
LYY Bk(I+Ck) Bk(I+C) B, u:

le terme d'erreur est toujours dans K parce que (I+C )—1
= N (e TN TN t g+; teur borné dais K
= L, : ° Lo ° est un opérateu N+1

Comme Bk est de poids 181, (15.54) montre que u appartient a KN+1 , ce

qui termine la preuve de la proposition 15.5.

L'opérateur de Mathieu modifié (15.27) ou une généralisation in-
tervient comme partie radiale de l'oscillateur relativiste L. D'aprés

(15.29), L a méme effet sur les fonctions de IX| que 1'opérateur

2

9
+Ix, = - 417 Ix|7].
Bx? J 8Xj

DEFINITION ET PROPOSITION 15.6. Appelons opérateur de Mathieu-Hermite

(15.55) TTZ(B§+D§) = (-am TR

—T
l'opérateur M.H., autoadjoint sur Lz(ﬂi,(1+x2) *dx), défini par

2
mH. = (-4 LA S v x & - an?x?]

dx dx

autrement dit l'oscillateur relativiste L dans le cas ol n=1. Appe-

lons opérateur de Mathieu-Laguerre 1l'opérateur M.L., symétrique sur
L? (R} ,dr), défini par

2
d
dr2

M.L. = (=4m) "' [r(1+r) + e - an’r]

Sous le changement de variable x = sh t (resp. r = shzt), ces opéra-

teurs se transforment en les opérateurs (dont le premier est identi-

fiable & 1l'opérateur de Mathieu modifié classique (15.27))

2
(-4n)'1[d—2 - 41%sn?¢)
at

2
et (-16m 145 + 2(coth 2t)& - 1672sht].
2 dt
dt
Preuve. Dans le premier cas, on écrit
4. 1 d @ 1 & _snta
dx ch t dt ! 2 2 2 3, dt
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et, dans le second,

a® 1 a% _ 2chet 4

d _
dr sh 2t dt ar?  shlzt ac2 sh32t dt

d 1

C'est sur 1l'espace H%(HU que nous avons montré le caractére essen-
tiellement autoadjoint de M.H., initialement défini sur f?(IU : mais
cet opérateur est invariant par‘% , transformation qui envoie H%(BU
sur L2(IR,(1+x2)'%dx). Ceci termine la preuve de la proposition 15.6.

Nous aurons besoin également de la résolution spectrale d'une
extension autoadjointe de l'opérateur M.L. L'identification, explici-
tée dans la proposition qui suit, de M.L. avec la partie radiale d'un
certain opérateur L% sur ]R2 permet de 1l'obtenir puisque, par des
méthodes identiques a celles de la proposition 15.5, on vérifie que
Llﬁ est essentiellement autoadjoint sur chmz) si EPURZ) est son
domaine initial, qu'il admet une suite de valeurs propres de multipli-
cité finie et que ses fonctions propres sont dans E?(IRZ). On
observera l'analogie de L% avec l'opérateur défini en (15.55), la
seule différence étant que la constante de Planck a été divisée par

2, au sens expliqué a la suite de (15.26).

PROPOSITION 15.7. Considérons 1'opérateur L% défini sur ]RZEar

- - 712 (X 1 g
4nL% = (1+1x]| )(4A)+ 5 ij axj 4T

x12.

Il est essentiellement autoadjoint sur thmz), et commute avec la

transformation C’c; définie par (‘J}; u) (-x’) = 21”1(2;). En posant
fflz = r (et non r2), on identifie la partie radiale de Ly a l'opé-
rateur de Mathieu-Laguerre.

Preuve. La transformation EF% fait passer de l'opérateur de multipli-
cation par Xy a l'opérateur —(4iﬂ)_1 5%— et de 5%— a l'opérateur de
3 j

multiplication par 4inxj : le fait que L; commute avec jL résulte
2 2
alors d'un calcul immédiat. On peut écrire

_ . ® =2y 3 _ .22
(15.56) 16nL% = 2525(1+|x| ) ij 161° 1%
d'ou
(15.57) TGW(I%U,V) =\S(1+f§|2)grad u. grad v 4%
+16112J i%12uv %

pour tout couple (u,v) de fonctions de SP(]RZ) : le caractére essen-
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tiellement autoadjoint de L% et ce qui a été dit plus haut concer-
nant la résolution spectrale de cet opérateur résultent de cette
identité et des méthodes de la proposition 15.5. Si u(®) = v(rzlz)

= v(r), on a

? 2%u 2
§JL = 2x. v'(r) ’ — = 4x5 v"(r)+2v'(r),
J Xj

et la partie radiale de Ly s'identifie & l'opérateur de Mathieu-
Laguerre, ce qui termine la preuve de la proposition 15.7.

Nous supposerons désormais que n = 1, auquel cas L = M.H. se

raméne a l'opérateur de Mathieu modifié classique. Le symbole passif

n_12 de n—1L s'écrit simplement

-1 . _0.2,.22. 2 _ 22 2
(15.58) m Q(O,x1,p) = x1+x1p1+p1 =p x1+p1 .
Si 1l'on pose go(£1,p1) = g(0,£1;(1+p$)%,p1), la formule (8.6) se
réduit dans ce cas a
2
A ~ €1 A/2
(15.59) ¥, (vhg ) (£,,py) = (14 2 (Fago) ey
P
[}
En particulier (prendre X = 1), le symbole actif de ﬂ_1L est
pgx%+p3—(16ﬂ2)_1 : la valeur de la constante n'a pas d'importance,

mais il est essentiel que ce symbole soit encore une fonction de

po 1+p1 Nous allons montrer le fait remarquable que les opérateurs
qui sont des "fonctions" de 1l'oscillateur L sont exactement ceux dont
i ?+p% : le fait analogue

relatif & l'oscillateur harmonique et au calcul de Weyl, exprimé par

les symboles actifs sont des fonctions de p

exemple par la formule (15.24) est, au contraire du présent résultat,
un simple fait de covariance ; ici, il n'y a pas de covariance du
calcul de Klein-Gordon a 1l'égard du groupe de transformations unitai-
res dont L est le générateur infinitésimal.

Avant de démontrer cela, donnons-en un exemple intéressant. Nous
savons que L commute avec 1l'opérateur {édéflnl par ({%V)(X ) =
(1+x )!é O(x ). Le wronskien uv'-u'v de deux fonctions propres de L
correspondant 4 la méme valeur propre est un multiple de (1+x )" 2,
en fait O puisque u et v appartiennent a EP(HU d'aprés la proposi-
tion 15.5. Par suite a chaque valeur propre ne correspond qu'un sous-
espace propre de dimension 1, et‘g}est une "fonction" de L, i.e.

admet une résolution suivant les projecteurs spectraux de L. Bien
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entendu, lorsque n » 2, les valeurs propres (sauf la plus petite) sont
multiples a cause de l'invariance de L par rotation.

PROPOSITION 15.8. Lorsque n=1, le symbole actif de 1'opérateur %3-1

est la fonction f telle que

im . 2.2, 2
- 2im(p x7+pY)
2% "T'e o™1 %1

f(olx1 ip) =

Preuve. Observons avant de la donner l'analogie étonnante de cette
formule avec la formule (15.25) qui donne le symbole de Weyl de Q571=
cependant, l'opérateur -1 n'est unitaire ni sur H *(IR) ni sur
LZ(HL (1+x$)_% dx1), mais constitue une isométrie entre ces deux es-
paces. Si u EE?(HU on a

; 1
_ 2im(x,+&.)y -
(15.60) (@7 Tw) (x;) = kS e VTV M (y?) T agegay,ac,
et la formule (7.1) montre que le symbole standard ag de 43:1 est

-2imx, & _1 2im(x,+E.)y
(15.61) aj(x,,8q)= e ! 1j(1+y$) ‘e L 1dy

d'ou 5
2imgT =-2imE. T
-1 _ 2, -% 1 1%1
(15.62) (F7ag) (0,60 =0+(g,-E) ) 77 e e
Terminons le calcul formellement, en faisant observer au lecteur

-me§
qu'on pourrait ici insérer le facteur e 1

et faire tendre e vers
O tout a la fin. La formule (7.17) permet le calcul du symbole de
Klein-Gordon actif f de 43_1 : lorsque C1= 51-n1 , On a no =

(+(,-e 9 ¥, aton

2imy, (ny=€,) dE,
e —

21ﬂ€1n1
(15.63) f(O,y1;p)= 2 <g,Jp>e 5

(o}

avec n = SpE , soit n, = —€1+2<£,Jp> P, -

2
Avec Co =(HC”%’ posons £1 = p1€o+poc1 d'ou Eo = poco+p1C1 et
-1 | . _ _ _
go d£1 = Co d§1 : alors <§,Jp> = Co et n4= p1co poc1 , et

1l'intégrale se simplifie sous la forme

2i"(pici'PgC$) —4impLTqyy
(16.64) f(O,y1;p) e

I
N

e

2iﬂp%

2 e

. 2
-2img -4imp T,y
vg e 1 e 0~141 ac
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qui conduit a la formule indiquée.

Dans la section 12, nous avons explicité la composition  des
symboles passifs dans le cas ou l'un des facteurs est le symbole d'un
générateur infinitésimal de la représentation de Bargmann-Wigner : si

IS

1'on identifie un symbole a sa restriction a x_ = 0, et si n =1, les

o
symboles des générateurs infinitésimaux sont PyrP4 et b1 = pPoXq 1 et

o
il n'y a pas bien slir de rotation. Rappelons le théoréme 12.3

N
(15.65) p,# g = (4im) 5%% +p, Vg .

Lorsque n = 1, la forme B2(b1,g) calculée dans le théoréme 12.6 se
réduit a O . En effet,

2 2
.2, 8% 2%g 3g 3g
(15.66) By (P1s9)=(1*P7) 53357 = PoP1 3x,3p; * P1 3%,  Po 3x,

et,d'aprés 1'admissibilité , J§L= P, Pyl et

2
9 -1, %9 -3 3g
8X68p1 Ps Pq 3X49p, Po  3x !

ce qui conduit au résultat que nous venons d'indiquer. Toujours d'a-
prés le théoréme 12.6,

P
_ 99 _ g
(15.67) B1(b1,g) = bo X, 8x1 P, %, ,
et le théoréme 12.7 fournit
(15.68) b =px, Vg + _l_[El x. 29 _ 39,
. 199 = PoXq V 9+ gy7ip_ ¥ 3%, Po 3p, °

Désignons par K , au lieu de # , la composition des symboles
actifs. Comme g = V-1f si f et g sont les symboles actif et passif
d'un méme opérateur, les formules (15.65) et (15.68) deviennent

_ . -1 of
(15.69) P, H £ = V(p,£)+(4im) 3;;
et
_ 1 P Af of
(15.70) b, H £ = V(px,£)+ ZT?[ES % 3%, " Po SI—)T] .
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La deuxieéme de ces formules demande

une justification :

187

il s'agit de

p
montrer que l'opérateur 2 x . p. =— commute avec l'opérateur V
P, 1 ‘ax1 o 3p1 2
D
donné par (15.59) sous la forme V = (1 + ~17)% Or le calcul pseudo-
différentiel standard fournit 4po
P _ 2,-1 .2 -1
(15.71) [x1 3;; , V] = (4po) Dy v ;
par ailleurs
d Py Df -1
(15.72) [PO 55; V] = - =7V ’
Po

d'ou la formule de commutation souhaitée. Pour un usage ultérieur,

mentionnons également la formule

T 2,-1 -2 3 -1
(15.73) [x,,v] = (167%) * pg 9%, v
et sa conséquence
_ 2 _ 2,-1 -2 3
(15.74) Vx, Vx, = X Vox, (16m%) Py 9%, Xq
2.2 3 -2 9 -2
= xV" - ——= p_ “x, 570 -
1 161T2 o ™1 ax1 161T2 o

PROPOSITION 15.9. Supposons n = 1. La composition par le symbole

actif

_ 2.2 2 2, -1
Ly = n[pox1 + P (1617) 1

de l'oscillateur de Mathieu L = M.H. est donnée par la formule

r e b £ = 7 e f-(16n%) T'ag+ (2im) T vBE

avec

p2 2 2 p

_ "1 9 k) 2 3 ) 1 d ) 2
A= — — + — + X, — + 3 x + [— == - P~ =—]

p2 ax2 sz 1 axz 1 3x1 P, 1 3x1 o ap1

o 1 1 1
et

2, 3 2
B = py(1+x3) 50— - p2 X, 52— ,
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les symboles (actifs) étant identifiés a leur restriction a X, = O.
Preuve. Quand n = 1, 1L se réduit a B$+D$ d'ou

_.1 _
(15.75) m L% =bi K b { +p b pH

ou les opérateurs b1h et p1h sont donnés par (15.70) et (15.69).
On a immédiatement

2 1 82
2
1

2 1 3
(15.76) p, & p,§ = pivi- + == VP, == .
1 1 1 161T2 yx 2im 1 Bx1

Par ailleurs, l'opérateur p;1p1x1 5%— - p (qui intervient dans
1

9
o 8p1
b1h ) commute, on 1'a vu, avec V , et 1l'on constate qu'il commute

également avec 1l'opérateur de multiplication par PoX On tire de 1la

1°

que

2 2 2
(15.77) by B byh = py VX VK + 5709pgx) 5%? T Py Xy 537]

1 Py 3 3,2
- (— X, =— - p_. =—)" .

16m2 Po 1 9%y © 9Py
D'apres (15.74), on a
(15.78) 29x.vx, = p2x> - (1672) (x> 22 L gy 2 1]

. PoVRVXy = PyXy i 15,2 %9 3, .
1

En additionnant (15.76) et (15.77) en tenant compte de cette dernieére
identité, on obtient la proposition 15.9.

PROPOSITION 15.10. Supposons n = 1, et posons

_ 2.2, 2 _ -1 2, -1
T o= poX(tP] =T &, ¢ (16m%)
Si un symbole f est une fonction de 11, a savoir si f(x1;p1)= h(r),
alors
4 - " Vg 1
-4, E £ = r(r+1)h"+(2r+1)h'-47°rh + zh.

Preuve. On a

f _ .2 , Af 2 .
ox,  Po ¥ P ’ p, - 2UImxgdpght
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o°f 4 2 2

—5 = 4P.X] h"+2poh‘

et il est immédiat que Bf = O. Par ailleurs

Pq af of
— X == - L= = 22 h'
Po 1 3%,  Po 3p, PoPy
d'ou
1 5 _ 8 02, _ 42 2,
(15.79) (FB X4 _Bx_1 P, -5-5—1-) £ 4p p1h +2(p +p1)h|
On tire de 1la que
- 2 2 n 1
(15.80) Af = (p1+p +p x1)(4p h +2h')
2

+ 6p x1h'+4p P h"+2(p +p1)h'

soit

222 4 2 4 4 2 2 2 2

. 2 2
(15.81) Af (p oP1X7 * PoXy * P X, * pop1)h' + (2pox1 + p0+p1)h'

1
4

r(r+1)h"+(2r+1)h' ,

et la proposition 15.10 est donc une conséquence de la proposition
15.9.

THébRiME 15.11. Supposons n = 1, et soit (Ak)k>o la suite croissante
z
des valeurs propres de l'oscillateur de Mathieu-Hermite L = M.H.Pour

tout k >» O, soit wk une fonction propre de L correspondant é la va-

leur propre A, , normalisée pour la norme de H (R) . Soit w¥ (Y r0y)

la fonction de Wigner active du couple (wk,wk), c'est-a-dire le sym-

bole actif de 1l'opérateur uF—>(u,wk), wk. La fonction

(wk,wk)(o x1,p) ne dépend que de r = p2x%+p1 et, si on la note

hk(r), la fonction hk est une fonction propre, pour la valeur propre

Ak+(16n)"1, de l'opérateur de Mathieu-Laguerre M.L. Les opérateurs

M.H. et M.L. -(16n)_1, ou plus précisément, pour ce qui concerne ce

dernier, son extension autoadjointe définie par la proposition 15.7,

sont isospectraux, c'est-d-dire que M.L. n'a pas d'autre valeur

propre que les nombres >\k+(16‘ﬂ)_1 .

Preuve. Pour toute fonction y € jp(]R) les formules (4.7) et (4.5)
permettent d'écrire
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i A
(15.82) (o, +v) =J‘ (%‘p‘* ) (p) ¥ (B)dB
viq ¥ by ¢ V00
v~ _ —93 — >
- Vip) e 2m<Jq,p> e 2im<y,p> d3
M :
pour tout (¥,q) € R®"' xMM, d'ou
(15.83) o, Wl < cl@+ 715N
viq' % ©

pour tout N, et C bien choisie. Si A est 1l'opérateur de projection

orthogonale sur l'espace engendré par ¥ dans H%(HU , on a

(15.84) (Ao, , o ) = (¢ V) (e, )

(] T g’ = L

y'.q' %z
et il résulte alors du corollaire 10.4 que le symbole passif de A est
de poids

_ =N 2, =N

(15.85) m(x,,p) = Py (1+x7)
pour tout N . Il en est de méme du symbole actif de A d'apreés le
théoréme 8.18, et ceci s'applique en particulier au cas ou Y = Ve v
fonction qui est dans EP(BU d'apres la proposition 15.5.

Posons W*(wk,wk) = fk . Dans les formules (15.69) et (15.70),
il n'y a qu'a changer le coefficient apparent i en -i pour changer
1'ordre des facteurs dont ces formules décrivent la composition. La

proposition 15.9 fournit alors

1

(15.86) n B f-f 8 2g) = (im) T vBE,
avec

_ 2, 3 _ 2. 3
(15.87) B = p1(1+x1) ’371 pox1 E .

Comme Wk est fonction propre de L pour une valeur propre réelle, il

est clair que
(15.88) L KW (p, ) = W Ly, o) = WH (o, L) = w¥ (o 00 R g,

d'ou Bfk = 0. Comme les courbes intégrales de B sont les courbes de
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niveau, connexes (difféomorphes & un cercle sauf celle qui est rédui-
te a un point) de l'intégrale premiére r = pgxf+pﬁ , cette condition

exprime que f, ne dépend que de r.

On notera par ailleurs que si l'on pose

(15.89) f(O,x1;p) = g(pox1,p1) = g(y1,p1),

alors
-1 3f _ ag 3f Py 3g g
Po ax, - 4 ’ Po P, - 5; ¥4 3, * Po ap1

et, inversement,

3g _ 8f _ P1¥1 -1 of

3p1 3p1 Po Py 3x1 :

il résulte de la que la condition que f est, pour tout N, un symbole
du poids m défini en (15.85) est équivalente & la condition que g

appartient a fptmz).

D'aprés la définition (et proposition) 15.6 et la proposition

15.10, on voit que si 1l'on pose
# 2.2, 2
(15.90) fk(O,x1;p) =W (wkﬂbk)(o,x1;p) = hk(PoX1+p1)

alors £1 5 fk n'est autre q$e hi(pgx$+p$) si h'k est 1l'image de hy

par 1l'opérateur M.L.-(16m) '. D'aprés (15.88), on a aussi 21W £

= Akfk , ce qui prouve enfin que hk est une fonction propre de 1l'opé-

rateur de Mathieu-Laguerre pour la valeur propre >\k+(1611)_1 .

Réciproquement, soit h une fonction propre de 1l'opérateur de
Mathieu-Laguerre pour la valeur propre u : d'aprés la proposition
15.7 et la remarque qui suit (15.89), la fonction ¢ sur IR2 telle que

2.2, 2
(15.91) @(x1,p1) = h(pox1+p1)

estpour tout N, un symbole du poids m défini en (15.85) : il con-
L

vient ici, bien sfir, d'identifier @(x1,p1) et @(O,X1;(1+p$) 2,p1).

L'utilisation de la proposition 15.10 permet d'obtenir

1

(15.92) b B e = ok, = (u-(l6n9) " e .

Soit P l'opérateur de symbole actif ¢. Pour tout entier k » O, cette
relation entraine
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2,-1 _ _ _
(15.93) lu-=(167%) " "1Py, = LPY, = PLY, = A P¥y
N 2, -1
d'ou Pwk = 0 ou Ak = u=-(1671"7)
portionnel a ¥y puisque L(Pwk) = Ak(Pwk). Si Pwk = 0 pour tout k ,

' Pwk étant dans ce dernier cas pro-

alors P = O. Le deuxiéme cas n'est possible que pour une valeur au
plus de k : si 1'on s'y trouve, on voit aussi que P est un multiple
de l'opérateur de projection orthogonale sur l'espace engendré par
Yy -

Ceci termine la preuve du théoréme 15.11.

Remarque. Dans le cadre du calcul de Weyl, c'est 1l'oscillateur har-
monique standard, ou un opérateur s'en déduisant par conjugaison par
un élément du groupe métaplectique, qu'il faut considérer. Les fonc-
tions propres d'un tel opérateur sont des fonctions d'Hermite, et la
proposition 5.6 de [32] montre que la fonction de Wigner (au sens du
calcul de Weyl) de deux fonctions propres de deux oscillateurs de ce
type est encore une fonction d'Hermite (sur un espace de dimension
double) : si l'on considére la fonction de Wigner de deux fonctions
identiques, fonctions propres de l'oscillateur standard, on obtient
une fonction liée a un polynbéme de Lagquerre de !xl2+|£|2 . Ces faits,
et ceux contenus dans la prochaine section, justifient les appella-
tions d'opérateurs de Mathieu-Hermite et de Mathieu-Laguerre gque nous

avons adoptées.

Dans le théoréme 15.11, nous n'avons défini ¥y qu'a la multipli-
cation prés par un nombre complexe de module 1 : cela détermine ce-
pendant sans aucune ambiguité la fonction w“f(wk’wk)' et par suite
la fonction hk ; il nous faut donc caractériser celle-ci dans l'es-
pace propre de l'opérateur de Mathieu-Laguerre. Nous en profiterons
pour rendre le théoréme 15.11 explicite sous la forme d'une relation

intégrale.

THEORBME 15.12. Soit hk la (k+1)-éme fonction propre de 1'opérateur

de Mathieu-Laguerre caractérisée par la relation supplémentaire

(1+r sin6) ™% ag = 1

o nj=

2 S h, (r)dr g
o k -

et soit (wk) la suite des fonctions propres de l'opérateur de

Mathieu-Hermite introduite dans le théoréme 15.11. Quels que soient

les entiers j et k » O, on a 1'identité
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2.2, 2 , , 4imx, [-pj+<p;Ip>p, ) .
2 hk(pOX1+p1)\11j(-p1+2<p,Jp>p1)e dx,dp, = djkwk(p1).

Preuve. Définissons hk par la relation (15.90). La proposition 2.7

s'énonce aussi sous la forme

Tr (BA) = £(0,%;B)g(0,%;P)d¥ dp
v IR® xR"
N ]

si A = Op(f) et si B est un opérateur a trace sur H (R™) de symbole
passif g : évidemment on peut supprimer 1'hypothése que B est a

trace si f est un symbole de poids (pg+IH§MI;)-N pour tout N et si B
est un opérateur borné sur H%(HJU . Prenons pour A l'opérateur u r—>

(u’wk)%wk et pour B l'identité, de sorte que Tr(BA) = 1, d'ou

(15.94) 1

2.2, 2 _ -1 2, 2 .
Jhk(pox1+91)dx1dp1 = (Po hy (y3+py)dy,dpy :
en posant vy = r¥cos® r Py o= r%sine , on obtient la normalisation
de hk indiquée.

On a ij = ijwk et, d'apres (2.23),

_ 2.2, 2.
(15.95) %Au =2 (hk(pox1+p1)%o(o,x1;p)u dx4dp,

o

pour toute fonction u.EH%(EU ; de plus, d'apreées (2.14), on a

4iﬂx1(—p%+<p}Jp>p1)
(g%a‘olx1;p)u)(p ) = (i%u)(—p +2<p}Jdp>ple

Enfin, la remarque qui précéde la proposition 15.8 montre que l'on a
(%%wk>(p) = akW(p1) pour une certaine constante &, # 0, ce qui ter-
mine la preuve du théoréme 15.12.

Remarque. Evidemment, le théoréme 15.11 raméne a la connaissance des
fonctions hk le calcul du symbole actif d'une "fonction" quelconque
de l'opérateur de Mathieu-Hermite, c'est-a-dire d'un opérateur admet-
tant une résolution suivant les mémes projecteurs spectraux. Par ail-
leurs, la connaissance des fonctions hk ou celle des fonctions wk est
équivalente d'apreés ce théoreme. Cependant, en un certain sens,
l'opérateur de Mathieu-Laguerre est un peu plus simple que celui de
Mathieu-Hermite : voici une derniére information concernant les fonc-
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tions hk .

PROPOSITION 15.13. Pour tout entier j » O, posons, pour r €[O,«[,

Y

vy o) =(4m® ™3™ L, (47r),

ol les L, sont les polyndmes de Laguerre. Chaque fonction hy, appar-

tient au sous-espace fermé de Lz((o,w),dr) engendré par les seules

fonctions Yj d'indices pairs, ou d'indices impairs.

Preuve. Considérons les fonctions radiales X +»>u(X) sur ]R2 , identi-

fiées a des %onctions de r = IE?IZ de domaine (0,«). Si 1l'on pose
u(X) = U(|§12) et, avec la notation introduite dans la proposition
15.7,

(15.96) F W@ = v@ - v(Ix1?),

un simple changement de variable dans la formule classique de trans-
formation de Fourier des fonctions radiales (cf. Schwartz [29]; VII,

7,22 ) fournit la relation

" 00
3
(15.97) V(r) = 27 S U(t)Jo(4W(rt)2)dt.
o
Désignons par 0? la transformation U+>V:d'aprés la proposition 15.7,

1l'opérateur de Mathieu-Laguerre commute avec cette transformation.

Par ailleurs, 0? est une version de la transformation de Hankel.
Plus précisément, si l'on se refére a la théorie de la quantification
du demi-plan de Poincaré attachée a la série discréte des représen-
tations de SL(2,1R) , l'opérateur 0? n'est autre ([38],(2.31) : faire
Y = 1 et X = 0) que 1l'opérateur de symétrie attaché & la symétrie
géodésique autour du point 1. D'aprés ([38],(2.33) et (2.3)), on a
donc

(15.98) of = exp in(&- )
avec
) 2
(15.99) L o= (-amir dz L 2l

dr

Cet opérateur est l'opérateur de Laguerre, dont le spectre, purement

ponctuel, est constitué des nombres % +j (j €EN) et dont les fonc-

tions propres ([38],(2.9)) sont les fonctions Yj . Evidemment, une
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fonction propre d'un opérateur qui commute avec 0? ne peut étre
qu'une superposition de fonctions propres toutes de niveau pair, ou
toutes de niveau impair, de &, ce qui termine la preuve de la propo-
sition 15.13.

Remarque. L'opérateur de Mathieu-Hermite (resp. Mathieu-Laguerre) est

la déformation relativiste de l'oscillateur harmonique L. (resp. de

l'oscillateur de Laguerre &£y il s'agit en fait d'une gerturbation
singuliére, et le terme correctif est, en unités générales, précédé
du coefficient c-z, comme le montrera la section suivante ; seul M.L.
est autoadjoint sur un espace de Hilbert indépendant de c (a savoir
L2(1R+,dr)). Enfin, M.L. est plus simple que M.H. & un autre égard :
le calcul montre en effet que 1l'image d'une fonction d'Hermite par
M.H. est une combinaison linéaire de cing fonctions d'Hermite alors

jl YJ+2

que M.L.Yj est combinaison linéaire de Yj—2’ Y

La relation ﬂ‘1(21h f-ft%£1) = (2im) " V{p X +p1,f} n'est
pas la version infinitésimale d'une relatlon de covariance
mais s'en approche. La période du flot hamiltonien le long

de la courbe de nlveau 4’ équaglon pgx3+p$ = a2 est donnée
par T = S [(1+a t )(1 t2 )17 %dt : elle dépend de a con-
o

trairement & ce qui se passe dans le cas de l'oscillateur

harmonique.







XVI - CONTRACTION DE L'ANALYSE DE KLEIN-GORDON VERS CELLE DE WEYL.

La mécanique quantique relativiste dépend des deux grands para-
métres que sont la vitesse de la lumieére ¢ et 1l'inverse h-1 de la
constante de Planck.A ce titre, elle admet au moins deux limites, ou
pour mieux dire contractions : seule la premiére (c-—»®) nous occupe-
ra ici. Notre propos dans cette section est de montrer que, lorsque
c —» o, toutes les notions introduites dans ce volume pour ce qui
concerne le calcul de Klein-Gordon dégénérent vers les notions cor-
respondantes (souvent triviales et presque toujours plus simples)

relatives au calcul de Weyl.

L'essentiel de la présente section consiste en un formulaire :
il s'agit de mettre en évidence la dépendance du calcul de Klein-
Gordon a 1l'égard de la vitesse de la lumiére. Cessant bien entendu
de prendre celle-ci pour unité, nous fixons une unité de vitesse ar-
bitraire (ce qui permet de considérer c comme un nombre), tout en
gardant h et la masse de la particule libre observée comme unités

d'action et de masse.

En un certain sens (on le verra dans les formules (16.15) et
(16.19)), le changement dans la théorie qui résulte d'un nouveau
choix d'unité de vitesse est insignifiant, c'est-a-dire que 1l'on peut
se ramener au cas ol ¢ = 1 a l'aide de changements d'échelle élémen-
taires portant sur les fonctions sur R" et sur les symboles des
opérateurs. Tout n'est cependant pas aussi simple, et c'est ce qui
justifie l'existence de ce chapitre : pour commencer, la bonne nor-
malisation des générateurs infinitésimaux de la représentation de
Bargmann-Wigner fait que ceux-ci, pour c = 1 et pour c quelconque,
ne se correspondront pas exactement sous la transformation a laquelle
il a été fait allusion plus haut ; ensuite, les oscillateurs relati-

vistes (de Mathieu) dépendent également de ¢ d'une fagon essentielle;
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enfin, il en est de méme de la famille (Q* ) d'états cohérents.
Y,q

Le ds2 relativiste est a présent czdtz—laf]z et o doit étre dé-

fini comme

2
(16.1) o=c?2-n.
ot
L'équation de Klein-Gordon (2.10) devient ou = - 4ﬂ2c23'et (2.11)
devient
-1 37 2 Ay
(16.2) (2im~ 2 = T —5=P T .
4n°c

L'équation de 1l'hyperboloide de masse Jf( est
-2 > 2. L
(16.3) pg = c2(1+c 213"

et la transformation 4%,définie en (2.7) doit étre remplacée par

(16.4) (‘%u) (p) = ¢ %p (D
de sorte que
— 2 % Y
(16.5) c? fl(»% u) (p) 12 p;1d_§ = Q(n _‘R;_) 10(D) |2dp
C
I N

N

sera maintenant pris comme définition de Hulg , a condition de ne
—_— %
pas oublier que la norme ainsi définie dépend de c.

La forme duale de la forme de Minkowski sur 1'espace des covec-

2 - 2

teurs d'énergie-impulsion est c dpg—ldpl : l'opposée de cette for-

me se restreint sur 1l'hyperboloide de masse en la forme

2 _ 2 2 =2 > =2
(16.6) ds,WL = |dpl c'p, <p,dp>

oA

et le calcul gui a conduit a (8.3) fournit

2 2
) -2 ) -2
(16.7) A =L —x +cC I p:p, =——=— *C “nlp. ——
2 k 9p.3d .
n ap] J P3Py J 9Py
On remarquera que l'application pr—-q = (c‘zpo, c_1p’ est une appli-

cation conforme de’M{,sur.m11(feuillet d'hyperboloide d'équation q5=
(1+|?¥I2)%) puisque
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2__ -2 2 -2..2
(16.8) 1dq| -qg <q,dpc = ¢ dsm (),
et le transfert au moyen de cette application fournit les symétries
géodésiques surfﬁ((partant de (2.15)) sous la forme

(16.9) Spp' = -p'+2[c-4popé—c_2€3}5">Jp .
En possession de ﬁ%(définie en 16.4) et des symétries géodésiques, on
définit les opérateurs de parité % exactement comme en (2.14)
et 1'on définit les symboles de Klein-Gordon actif et passif d'un
opérateur au moyen de la définition 2.3 et de (2.23), sans autre
changement que celui qui consiste & tenir compte de c dans la défi-
nition (16.5) de la norme sur H%(EJU. L'application (2.1) qui & une
vitesse v associe le covecteur d'énergie-impulsion d'une particule de
masse 1 et de vitesse v (relativement a l'opérateur de référence) est

maintenant caractérisée par la formule

-1
1vi?) 7 2

(16.10) p = (1- (c®,-v),

(o]

et la condition d'admissibilité des symboles (i.e. 1'indépendance de

f(xo+A[§Lc2Ap;}§}p) 4 1'égard de X € R) s'écrit
(16.11) c Py ge— = L Py opx -

Examinons ce que deviennent les notions qui précédent lorsque

1
c —> ® . La norme (16.5) sur l'espace H*(R"™) tend vers Iull o !
norme de u dans L2(1Rn). Un développeme&ﬁzlimité dans (16.3) donne,

sur l'hyperboloide de masse, Py v c2+ LE%— , c'est-a-dire 1l'équation

du paraboloide de masse (non relativiste) considéré dans la section 3
avec le terme additionnel en c2. Mais, comme il est bien connu, l'ad-
dition d'une constante a 1l'énergie ne change rien a la mécanique
classique d'un probléme, et ne modifie la mécanique quantique que
d'une fagon insignifiante. Ainsi, lorsque c —> , (16.2) fournit, a

2

des termes en c pres,

4im EE,v —8w202

~ ~
3t u + Au ,

autrement dit
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L2 Lo 2
(16.12) gim (e HTCTE ) 4 gAY
En ce sens, l'équation de Klein-Gordon (16.2) dégénére, lorsque2
c—>», vers l'équation de Schrddinger (3.8) : le facteur e—ZlTrc t a

d'autant moins d'importance que, aussi bien dans le calcul de Weyl
que dans celui de Klein-Gordon, les fonctions sur l'espace-temps sont

identifiédes & leur restriction &8 t = 0 .

Le lecteur attentif aura peut-étre observé que le signe du coef-
ficient 4im de g% dans l'équation de Schrddinger libre (3.8) n'est
pas le signe traditionnel. Cette trés légére incohérence apparait for-
cément a un endroit au moins de la théorie : elle est liée, ultime-
ment, au fait que 1'identification de IR" & son dual utilisée en mé-
canique non relativiste est opposée a celle fournie par le d52 de
Minkowski ; d'autres difficultés de signe (relatives a l'analyse vec-
torielle) ont la méme source, ce qui nous permettra de nous protéger
d'une critique éventuelle & cet égard en nous abritant derriére
Feynman ([10], p.79) : "Il est mal commode d'avoir ces signes moins,

mais ainsi va le monde".

Lorsque ¢ — » , les formules (16.3) et (16.4) montrent que 4%
converge vers la transformation de Fourier ordinaire 3‘. D'apres
(16.9) et (16.4), on voit que Spp' v -p'+2p et, en particulier,ggg'
A p'+25. Il est alors immédiat que si £ = fo(ilﬁ) est une fonction
donnée sur R" x R” (et identifiée & une fonction admissible sur

IRn+1X3ﬂ, de la facon usuelle), l'opérateur Op(f), au sens du calcul

de Klein-Gordon, converge lorsque c—oo vers l'opérateur dont le
symbole de Weyl est f0 : i1 suffit en effet (partant de (2.14) et
(2.23) qui, on 1'a dit plus haut, restent valables sans modificationb

d'écrire N din<T. S T
" n - 1ﬂ<x,Spp -p'> L
(16.13)(%i0p(f)uﬂp')=_2 f(o,x;p)({%u)(spp')e dx dp
1%
J [
et de passer a la limite. En unités générales, on a
(16.14) vd = (14 (4mc) "20) M2

au lieu de (2.24), et 1l'opérateur vy qui lie les symboles de Klein-
Gordon actif et passif d'un méme opérateur tend vers 1l'identité
quand c—> ® : il ne pouvait évidemment en étre autrement puisque

dans le calcul de Weyl les deux notions de symbole coiIncident.
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Il est bien connu des physiciens, et depuis longtemps, que la
représentation de Bargmann-Wigner se contracte lorsque c —»® vers
une représentation du groupe de Galilée : voir la section 54 de
Guillemin-Sternberg [11] pour un exposé mathématique sur des ques-
tions reliées. Quelques détails sur les générateurs infinitésimaux
de la représentation de Bargmann-Wigner et leurs symboles permettront
de mieux comprendre ce qui se passe. Il n'est heureusement pas néces-
saire de refaire tous les calculs pour voir comment c s'insére dans
les formules : il est en effet possible, jusqu'a un certain point,
d'établir une correspondance entre l'ensemble de la théorie pour c
quelconque et celle pour laquelle ¢ = 1, dont les différents éléments
seront affectés de 1l'indice supérieur 1. Ainsi on obtient une isomé-
trie de H%(Rn) sur (H%(]Rn))1 en associant a u la fonction u1 telle

que

(16.15) W@ =2 gy,
a'on (‘%1u1)(q) - (141312 % ™2 4(cF), clest-a-dire

1 -
(16.16) (‘% uh (@ = cn/z(%u) (czqo. cq), g ext.

Sip 63TL, p' €3x& et que 1l'on pose

(16.17) p = (czqo, cq) et p' = (czqr('j ' c?f')

avec g € W' et q' €M, on vérifie & 1'aide de (16.9) et de (16.16)

que
(16.18) ({gu)(spp') = c_n/2(€g1u1)(—q‘+2<q',Jq>p).

On tire de la, et de (16.13), que si v = Op(f)u, et si u, et v, sont

1 1
liés a u et v par (16.15), alors v1 = 0p1(f1)u1 pourvu que l'on dé-

finisse £' sur BR™ 'x ' par

(16.19) £l(yiq) = f(c_zyo, <Y czqo,c?f)

évidemment f1 est admissible au sens de la théorie pour laquelle
c = 1 si f est admissible.

Les opérateurs de la représentation de Bargmann-Wigner s'obtien-

nent par exemple a partir de (2.12). Les groupes de Lorentz ortho-



202 A. UNTERBERGER

4

chrones éfj et (557)1(caractérisés par le fait que, dans chaque cas,
M' doit conserver 1l'hyperboloide de masse) se correspondent sous la
transformation de q € 3“} en (c2q0,033€3ﬂ_, ce qui fait que les opé-
rateurs cherchés s'obtiennent & partir des opérateurs dans la théorie
pour laquelle c = 1 en conjuguant par la transformation ul——>u1 définie
en (16.15). Il est immédiat que les opérateurs qui correspondent par
(16.15) aux générateurs infinitésimaux <D>, Dj’ xj<D> et ijk—kaj
dont il a été question dans la section 12 sont les opérateurs
[1—(2710)_2A];i , c-1Dj , cxj[1-(2ﬂc)-2A] et ijk—kaj ; d'aprés la
proposition 12.1 et la régle (16.19), les symboles (actif ou passif)
2 > 2. -1

lpl )21 (e} P:

2|2, . J

(1+c lp} ) cxj et xjpk—xkpj . Cependant, le choix que nous avons

f (;[5) de ces opérateurs sont les fonctions (1+¢c”

effectué, dans la section 12, d'une base de l'algébre de Lie du
groupe de Poincaré en vue de définir ces générateurs était arbitraire,

et nous allons renormaliser notre choix comme suit

Générateur infinitésimal Symbole (restreint a xo=0)
D. .
j Pj
% 2% -
<D>= (1~ A ) (1+ lBl_) = c 2p
4 2 2 2 o
m“c
512, %
B, = x.<D> x. (1+ B
J J J c2
Rjk = ijk—kaj xjpk-xkpj

Observons les relations de commutation

1.-2

(16.20) [Bj,<D>] = —(2im) ¢ Dj ,
o _(os =1
[Bj,Dk] = =(2iq) djk<D> ,
_ (o= 1 =2
[Bj,Bk] = (2im)" ‘¢ Rjk .

Evidemment, lorsque c —« , <D> dégénére vers l'opérateur identique,
Bj vers l'opérateur x. et les relations (16.20) vers celle du groupe
de Galilée, la deuxiéme étant la relation d'Heisenberg ; les symboles
correspondants dégénérent vers les symboles de Weyl des opérateurs
limites. Il semble que le seul aspect de la théorie relativiste plus
simple que sa contrepartie non-relativiste réside dans le fait que

la représentation de Bargmann-Wigner est une vraie (i.e. non projec-
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tive) représentation, au contraire de celle de Galilée : la section
3 explique l'origine de ce fait, 1ié a ce qu'il faut, dans le cas non
relativiste, faire opérer sur le paraboloide de masse un groupe de

transformations affines, non linéaires.

L'oscillateur relativiste (cf. prop.15.4) doit étre défini, pour

c quelconque, par

(16.21) nlL = %) -c? 1 RY
soit
(16.22) P —ar? X124 [Ixux 32 ik 2]
. - 2 7k 9x.0x j 9x.
axj 7k J
Comme B, L -(2iﬂ)_1(1+c_2lfﬂ2)% 5%— , c'est en effet ce choix

qui permet d'obtenir le fait fondamental jque L commute avec f;(comme
le groupe de Poincaré n'est pas semi-simple, nous n'avons pas trouvé
de raison a priori pour le choix des coefficients dans (16.21)).

Observons que, d'aprés (15.22), l'oscillateur L est la somme de 1l'os-

cillateur harmonique Lw et d'un terme accompagné du coefficient c_2 :

encore une fois, L dégéneére vers Ly quand ¢ —~ ., On voit que, lors-

que n = 1, l'oscillateur de Mathieu-Hermite L = M.H. s'écrit

2,72, 4,2

+c
dx

2
(16.23) M.H. =(—4n)'1[—d—7 - 4n’x
dx

]

sous le changement de variable x = c sht, cet opérateur devient
l'opérateur de Mathieu modifié général (cf.(15.28))

2
[—d—7 - 2n2cien 2e+2n2ct) .
at

(16.24) (-a1c?) !

Si 1l'on identifie les symboles admissibles a des fonctions de (I;E)
par la restriction habituelle, 1l'opérateur vA défini en (16.14) de-
vient lorsque n = 1 1l'opérateur

A/2 2 A/2
(16.25) Ve e —S) = e
16m°c 1671° (c +p1) 8x1

et la formule (16.19), jointe au calcul effectué plus haut du trans-
fert par (16.15) des générateurs infinitésimaux, fournit (15.65) et
(15.68) sous la forme
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_ ..y—1 099
(16.26) pL# g = (4im) 5%, t Py Vg
et
2 2
Py % Pi%
(16.27) (x1(1+ —7) Y# g = x1(1+ —5) Vg
c c
2 1 2
_ - p, -2 Pl 3
+ (aim T ek, (14 2 2L - (1e 2P 29,
171 C2 %y C2 3p1

Le symbole actif de l'oscillateur de Mathieu est

_ 2,.. P 2 _ -2 .
(16.28) Ly (xq,pq) = mlxy(1+ ;5) *+ pj (4mc) ]:

il se contracte bien entendu vers le symbole de Weyl w(xf+ pf) de
l'oscillateur harmonique quand c—« .

La formule de la proposition 15.9, qui donne 21H f , doit étre modi-
fide en y remplacant 2B par le hamiltonien de n_121 et en prenant

=1 2 2 2

- P - -
(16.29) A = c 2p$(1+ —%») 32 + 32 + c 2X$ Jif + 3c 2x1 Sé—
c 9x 9x 9x %
1 1 1
2 2
+ [c_2p1x1(1+ 12)—% 5§~ - (1+ p; )%—é— ]2 .
c X1 c 3p1
On en déduit que si f(x1;p) = h(r) avec
p2
_ 1 2. 2
(16.30) r = (1+ —3—) Xyt Py
c
alors
(16.31) -4ﬂ21 R £ = r(l% +1)h"+(2 3% +1)h'—4ﬂ2rh+ A h .
2
c c 4c

Autrement dit, le théoréme 15.11 reste valable si 1'opérateur
1 1

M.L.-(167) ' qui y apparait est remplacé par M.L.-(TSHCZ)- et si
1'on pose maintenant
2 2
(16.32) sammen, = r 2o v & canfrecT?e? Ao o A
dr dar

D'aprés (15.99), la limite de cet opérateur quand c —»« est 1'opé-
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rateur de Laguerreég : il ne pouvait en étre autrement puisque les
fonctions de Wigner, au sens du calcul de Weyl, des fonctions propres
de l'oscillateur harmonique, sont les fonctions Yj(xf+£$) si 1'on
définit les fonctions Yj comme dans la proposition 15.13.

Pour terminer, nous allons indiquer briévement comment il con-
vient de faire dépendre de c les états cohérents vy, (définition 4.3)
et ¢ (cf£.(4.7)). On pose toujours

Y.4q
’ -2m<Z,p>
(16.33) ( )(p) = e P ZEen
Gi,) ,
d'ou
> n 4,2_2 s 2
(16.34) wz(x) = 2c kn_1(c Zo c Z(Zj 1xj) )
2
avec kn_1 comme dans la définition 4.1 : il suffit pour le voir de
2

reprendre les propositions 4.3 et 4.4, ou de les "transférer" au

moyen de (16.15). Pour définir LI comme en (4.7), il faut prendre
y.q ~

garde que J doit é&tre 1l'isomorphisme du dual de M sur ™

n+1 n+1
associé naturellement au d52 de Minkowski, en d'autres termes

(16.35) ap = (¢ %p ,<B).
On a donc, avec q EjTl,
(16.36) o, D = 20" k__ (c*+c? 7R 24212 T, D)
Y.q o
et .
- -
(16.37) o, () = (1 'Eéz) : exp-2nlqy (1+ 'géz)% -<g-iy,&>1 .
Y:a c c
Conformément a (3.18), posons
(16.38) @ = 2/ o TIFEVI 20nEY S

Yrq

il s'agit de la famille d'états cohérents attachée au calcul de Weyl.
La formule asymptotique ([ 22],p.139)

_n L

s e-21Tz2

_ 1
(16.39) koq(2) = 3 2
2
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valable quand Re z —- + ©, montre que quand ¢ — o ,

(16.40) e’ x> 2

on peut bien entendu, pour le voir, partir également de (16.37).
Ainsi, & la normalisation prés, la famille (¢, ) des états cohérents

Y. q
du calcul de Klein-Gordon converge vers la famille des états cohérents

du calcul de Weyl.

Nous allons enfin expliciter, pour c quelconque, l'opérateur qui
lie les symboles de Klein-Gordon et de Wick relativiste(théorkme 6.2).
Avec J défini en (16.35), on obtient aprés quelques calculs basés
sur la proposition 4.5 la formule

(16.41) Wlo_ ,o. ) (0,%p)= 2™ <Mk (4p)
Y9 Y.q >
avec
(16.42) p = <Jp,q>2+ c Iy xlz+€§“§,§$2 .
Lorsque ¢ —» © ,
2 12k 2.1 > > 2
(16.43) <Ip,q> = c“(1+ “B)” (14 —9—-) -B, Ve +2 1B-q1
c
a des termes en c_2 preés, d'ou
2 — -
(16.44) % n ot TUB-3124 3-%12)
et par suite, d'apres (16.39)
n
= —> = D = )
(16.45) Wie, ,o_ )(O,;}p) ~ 22 e'4”C =21 (Ip=-ql“+ly-x17)
Ya Y.Q
n
"3 —4nc?

et 1'on reconnait dans le membre de droite le produit par 2 e
de la fonction de Wigner, au sens du calcul de Weyl, de la paire

(x X ) : ceci confirme la formule (16.40).
R

?33' Y.q
L'opérateur C(u,Aml)qui, selon le théoréme 6.2, fait passer du
symbole de Klein-Gordon d'un opérateur & son symbole de Wick relati-
viste, est donné pour c quelconque par
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n-1
3-n 4 L
2 a 2 o
C(o,8) = 2 c(1+ —s5—) K _ (dmc” (1+ ———) ") .
16122 i[—czA—(Bfl)Z]% 16m2c?
32 32
= — = —_— . .
Posons AX Zaxz et Ap Zapz : d'aprés (16.7), AMLconverge vers Ap
] 3
quand ¢ -»> et, d'aprés (16.1), on a
y A
(16.46) (1+ —5—=) v (1- —5 2)AE
16m°c 16m~c

a des termes en c_2 pres.

Terminons par un argument tout a fait formel, qu'un peu de théo-
rie spectrale pourrait cependant justifier. Lorsque VvV > O et z > O
tendent vers «, v22—1 tendant vers une limite finie, une formule de
[22] , p.141 (appliquée dans des conditions sortant un peu de celles

de cette référence) fournit

1 1

K, (2) v 2 2(22-02) % exp-1(22-v%) % + 1. nt
- L
Avec V = (—02A —(2—1)2)2 et z = 4nc2(1+ ——5——4% , on a (pour
M 2 22
16m%c
C —» oo)
(16.47) 22-v2% ~n 16m2ct- Al + P
X P
et vz 1 —(am "] Ap , d'ou
2
2_ 2% v 2_ 1
(16.48) (25-v) "+ - ameo go(a v,
et
-3 2 “1(a_+a)
(16.49) Clo,a) n 2 2 o 4TmC” o (8m) T (A+AL)

D'aprés (3.23) et la renormalisation imposée par (16.40), on voit
qu'on retrouve a la limite non-relativiste l'opérateur qui fait passer
du symbole de Weyl au symbole de Wick non-relativiste : cette véri-
fication était le seul but des considérations formelles de ces der-

niéres lignes.
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Un certain systéme d'équations linéaires intervient si souvent
dans ce travail qu'il est utile d'en écrire une fois pour toutes
les formules de résolution.

LEMME. Soient » ¢ 1R , gﬁ b e ®’" , et supposons ) # O.La_ trans-
— —
formation x — X telle que

Xj = A xj+aj N bk Xy

a pour déterminant Mo Zajbj). Son inverse est donnée par

N P - > -1
x5 = A xj A~ (A+<a,b>) ay I by X

X
Preuve. En écrivant

—y - > >

X =) x+<b,x>a
on obtient

X,B> = <x,b>(A+<a,D>) ,

ce qui conduit aux formules de résolution. Pour le calcul du déter-
minant d, on se raméne par une rotation au cas ot a et B appartien-

nent a l'espace engendré par les deux premiers vecteurs de la base

. n
canonique de IR, auquel cas

‘X +a.b a,b
a = An_zdét.( a ]l ! )‘+a1b2> = AT @B .
271 272
. 02 n
COROLLAIRE. Pour tout p € M, la forme quadratique ""“P sur IR
définie par
N2 = (3120, B

. R 2
a pour discriminant Py -
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