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ARITHMETIQUE DES COURBES ELLIPTIQUES
ET THEORIE D' IWASAWA

Bernadette PERRIN-RIOU

RESUME

On applique a 1'arithmétique des courbes elliptiques a multiplica-
tion complexe les méthodes d'Iwasawa sur les ZZp -extensions et 1'on re-
lie la série caractéristique du groupe de Selmer relatif a un nombre pre-
mier ordinaire sur une ZZp -extension aux hauteurs p-adiques construites
de maniére analogue & la hauteur complexe de Néron-Tate.

ABSTRACT

We apply the methods of the theory of Z_-extensions of Iwasawa to
study the arithmetic of elliptic curves with complex multiplication. We
link the characteristic power series of the Selmer group of the elliptic
curve, relative to an ordinary prime p, to a canonical p-adic height
on the curve which is analogous to the archimedean canonical height of
Néron-Tate.
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COURBES ELLIPTIQUES ET THEORIE D' IWASAWA

Introduction

Le résultat fondamental di & Mordell et Weil concernant une courbe
elliptique E définie sur un corps de nombres F est que le groupe
E(F) de ses points rationnels sur F est un groupe abélien de type fi-
ni. En fait, trouver un algorithme pour calculer le groupe E(F) et son
rang est un probleme remontant a2 Diophante qui n'est toujours pas réso-
lu. Dans la recherche du rang de E(F) par la méthode classique de la
descente apparaissent naturellement d'autres invariants arithmétiques
comme le groupe de Shafarevitch et Tate de E sur F et la hauteur ca-
nonique de Néron et Tate qui est une forme bilinéaire sur E(F) modulo
torsion a valeurs dans R non dégénérée sur E(F) ZOQ .

Dans les années trente, Hasse et Weil ont associé a la courbe ellip-
tique E/F une fonction L(E,s) d'une variable complexe construite
comme produit sur les places v de F des fonctions z&ta de la courbe
réduite en v et conjecturé que cetfe fonction admet un prolongement
analytique et une équation fonctionnelle pour le changement de s en
2-s. Inspirés par les travaux de Siegel, Birch et Swinnerton-Dyer ont
ensuite conjecturé que le comportement de L(E,s) au point critique
s=1 est 1ié aux invariants arithmétiques précédents. Dans le cas des
courbes elliptiques a multiplication complexe, 1'existence d'un Grissen-
charakter associé a E/F montrée par Deuring et Weil permet de démon-
trer l1a conjecture de Hasse-Weil. Par contre, nous connaissons trés peu
de choses sur le moyen de démontrer la conjecture de Birch et Swinnerton
Dyer.

Nous prenons dans cette thése le point de vue p-adique qui a été
inspiré & la fois par les travaux de Artin et Tate sur 1'analogue géomé-
trique de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et par les idées
d'Iwasawa sur les Z_-extensions de corps de nombres. Nous supposons
que E est une courbe elliptique & multiplication complexe et que p
est un nombre premier tel que E a bonne réduction ordinaire en toute
place de F au dessus de p. Soit F_= F(E ) le corps obtenu en ra-
joutant & F les points de pn-torsion de E (n>1). Appelons dans
cette introduction module d'Iwasawa de E/F_ 1le dual de Pontryagin du
groupe de Selmer de E sur F_ relatif & p . C'est un
Zp ([G(F_/F)]1]-module de type fini. L'objet de cette thése est 1'étude
de ce module et de sa série caractéristique lorsqu'il est de torsion.
Nous commencons donc par donner des conditions pour que le module d'
Iwasawa de E/F_ soit de torsion. Ces conditions sont 1iées aux conjec-
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tures de Leopoldt. Nous montrons aussi, toujours sous des hypotheéses de
Leopoldt, qu'il est de dimension projective inférieure a 1.

La série caractéristique de ce module est conjecturalement liée aux
fonctions L p-adiques a deux variables construites par Katz. Nous mon-
trons pour cette série caractéristique 1'analogue p-adique de la conjec-
ture de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme V.17). Remarquons qu'il est
possible de formuler cette conjecture p-adique méme si le groupe de
Shafarevitch-Tate n'est pas fini. La démonstration consiste & construire
une famille de formes bilinéaires algébriques sur E(F), associées aux
caracteres de G(F_/F) 2 valeurs dans Z; . Elles se déduisent en fait
d'un pseudo-isomorphisme canonique entre le module d'Iwasawa de E/F_
et une version tordue de son adjoint (remarquons que ce pseudo-isomorphis-
me permet aussi de montrer une équation fonctionnelle sur sa série carac-
téristique (Théoréme V.6), version fidele des équations fonctionnelles
des fonctions L complexes et p-adiques). D'autre part, ont été cons-
truites des formes bilinéaires appellées hauteurs p-adiques, analogues
de 1a hauteur complexe de Néron-Tate, de nature analytique et facilement
calculables. Le coeur de 1a démonstration est de montrer 1'égalité entre
ces deux familles de formes bilinéaires.

Enfin, pour égayer cette introduction de quelques exemples numéri-
ques, remarquons que la connaissance des propriétés arithmétiques de E/F
et de ces formes bilinaires donne des renseignements sur la croissance du
rang de E le long d'une Zp -extension de F contenue d;ns ;.»- Les
exemples sont choisis parmi les courbes elliptiques E : y~ = x° -dx
(deZ) a multiplication complexe par K= Q(i). On prend comme nombre
premier p=5. Une 25 -extension de K joue un rble particulier: c'est

1'unique Zs-extension de K galoisienne sur @ et non abélienne sur
®; on la note K.

E: y2= x3-x. Le rang de E(Q) sur Z est nul. Pour toute Z-

extension L_ de K, E(L_) modulo torsion est nul.

E: _v2= x3-36x. Le rang de E(@) sur Z est 1. Pour toute 25-

extension L_ de K sauf peut-8tre K_, E(L_) modulo torsion est de
type fini.

E: y2= 3-2x. Le rang de E(Q) sur Z est 1. Pour toute 15-

extension L_ de K sauf peut-étre K;, E(L_) modulo torsion est de
type fini. De plus si N_ est 1'unique Zs-extension de K non rami-

fiée au dehors de (2+1), E(N_) modulo torsion est de rang 2 sur Z.
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E: y2= $e18x. Le rang de E(Q) sur Z est 2. Pour toute ZS-

extension L_ de K sauf peut-8tre pour deux d'entre elles, E(L ) mo-
dulo torsion est de rang fini. Les niveaux finis de ces deux 25 -exten-
sions peuvent é&tre calculés explicitement.

E: y2= x3-226x. Le rang de E(Q) sur Z est 3. Pour toute 25-
extension L_ sauf peut-&tre K_, E(L_) modulo torsion est de type fini

Finalement, donnons un résumé de chacun des chapitres. Dans le cha-
pitre I, on rappelle les résultgts sur les lp [[T1,...,T,.]]-modules qui
seront nécessaires par la suite‘”. Dans le chapitre II, aprés avoir in-
troduit les objets qui seront utilisés (par exemple divers groupes de
Selmer) et les avoir comparés, on étudie la structure de G(F_/F)-module
du groupe de Selmer de E/F_ et on montre que son dual de Pontryagin
est de dimension projective sur Z_I[[G(F_/F)]] inférieure ou égale 2
1 sous certaines hypotheses reliées a la conjecture de Leopoldt que
nous supposerons par la suite. Dans le chapitre III, on définit les hau-
teurs p-adiques attachées a une Z_-extension et on donne un moyen
pratique de les calculer. Dans le chapitre IV, on construit une forme
bilinéaire algébrique attachée 3 1a Z_ -extension particuliere N_ et
on la relie & la hauteur p-adique définie dans le chapitre III. Dans le
chapitre V, on étudie le cas d'une Z_-extension quelconque de F con-
tenue dans F_ et on démontre 1'analogue p-adique de la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer pour la série caractéristique du module d'
Iwasawa de E/F_ et 1'équation fonctionnelle p-adique.

Certains des exemples numériques s'appuient sur les calculs faits
dans [3]. D'autre part, précisons que, dans le but-d'étre complet, nous
avons repris les démonstrations de résultats précédemment parus ([25],
[2_6]), la partie réellement nouvelle étant le chapitre V.

(1) voir aussi la theése de 3eme cycle de Patrick Billot (Orsay 1984).
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Notations.
Si M est un ensemble fini, on note #(M) son cardinal.

Si L estun sous-lp -module de L' d'indice fini, on note
[L' : L] cet indice.

Si F'/F est une extension finie, on note NF'/F 1a norme de
F' sur F et trF'/F la trace.

Si F'/F est une extension galoisienne, G(F'/F) désigne le grou-
pe de Galois de F' sur F.

. Si M est un Z_-module, on note ﬁ son dual de Pontryagin :
M= HomZp (M, Qp/lp).

Si A est un anneau commutatif intégre unitaire et a et b deux
éléments de A, le symbole anvb signifie que a= ub avec u unité
de A; si M est un A-module, Ma désigne le noyau de la multiplica-
tion par a sur M et M(a) est la réunion des Ma" pour n€EN;

1'expression "M est un A-module de torsion" signifie que M est un
A-module de A-torsion.

Si M est un ZZp -module et G un groupe opérant sur M, MG dé-
signe le plus grand Z_-module quotient de M sur lequel G opere tri-
vialement et MG le plus grand sous ZZp -module de M sur lequel G
opére trivialement. Le dual de Pontryagin M est muni de 1'action de G
suivante

(g0)(m) = ¢(g™'m)

pour gE€G, ¢€ﬁ, me M.



- GENERALITES SUR LES A-MODULES

Chapitre I. Généralités sur les A-modules.

Soit A un anneau local régulier complet de dimension r et de
corps résiduel fini de caractéristique p. Tous les A-modules considé-
rés dans ce paragraphe sont supposés compacts et de type fini. Ils sont
caractérisés de la manidre suivante : si m est 1'idéal maximal de A,
un A-module compact M est de type fini si et seulement si M/mM est
fini.

1. Généralités ([5]).

1.1. Définitions.

Si g est un idéal premier, le localisé A_ de A en g
est défini comme le sous-anneau du corps des fractions de A formé des
éléments x/y avec x et y appartenant 3 A et y n'appartenant
pas 8 g. Le localisé Mq d'un A-module M est Mqu' On peut de
méme définir le localisé d'un homomorphisme de A-modules. Un A-module
est dit pseudo-nul si son localisé en tout idéal premier de hauteur 1
est nul. Cela est équivalent a ce qu'il est annulé par deux éléments de
A premiers entre eux. Un homomorphisme de A-modules est dit pseudo-
isomorphisme si son localisé en tout idéal premier de hauteur 1 est
un isomorphisme. Cela est équivalent a ce que son noyau et conoyau sont
pseudo-nuls. Un A-module sans torsion est dit réflexif si i1 est égal
a 1'intersection de ses localisés en tout idéal premier de hauteur 1
(les localisés étant plongés dans 1'espace vectoriel engendré par le
A-module sur le corps de fractions de A).

Exemple 1. Si r=1, 1les modules pseudo-nuls sont nuls; si r est égal
2a 1 ou 2, les A-modules réflexifs sont les A-modules libres.

1.2. Théoréme de structure.

Les A-modules compacts de type fini sont caractérisés a
pseudo-isomorphisme prés par le théoréme de structure bien connu suivant

Théoreme 1. (i) Si M est un A-module compact de type fini sans tor-
sion, il existe un homomorphisme injectif de M dans un A-module ré-
flexif dont le conoyau est pseudo-nul et déterminé & isomorphisme prés

par M.

(i) Si M est un A-module compact de type fini de A-
torsion, i1 existe un unique A-module de la forme
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s e;
EM)= o A/,
i=1
(ol les q; sont des idéaux premiers de hauteur 1 et ou les e; sont
des entiers positifs) pseudo-isomorphe a3 M.

Les modules de la forme E(M) sont appelés élémentaires. Soit f;
un générateur de g;. L'é€lément
s ey

f,= n f.

M j=1 1
est appelé série caractéristique de M. I1 est défini a une unité preés
de A. La notation fag pour f et g appartenant 3 A signifiera
que f/g est une unité de A. Remarquons que, si M n'admet pas de
sous-A-modules pseudo-nuls non nuls, fM appartient a 1'annulateur de
M. La série caractéristique dépend multiplicativement de M, c'est-a-
dire que si 1'on a une suite exacte de A-modules de torsion

0—>M—>M —MN —0,
alors fM . fM" "'fM' .

1.3. Modules de torsion.

Soit g un idéal de hauteur 1. Si M est un A-module com-
pact de type fini, M/qM est un A/gq-module de type fini. Si de plus M
est de A-torsion et que gq est premier & la série caractéristique fM
de M, alors M/gM est un A/gq-module de torsion. Réciproquement, on a

le lemme suivant.

Lemme 2. Si M/gM est un A/g-module de torsion, alors M est un A-
module de torsion.

Démonstration. On remarque d'abord que si X est un A-module sans A-
torsion de rang d, il s'injecte dans un A-module libre de rang d et
1'on peut choisir cette injection de manidre a ce que le conoyau ait un

annulateur premier 8 gq :

d - Y —> 0

0 —>X—>A
On en déduit la suite exacte
0 — X/qX — (A/5)9 — Y/q¥ —0 .

10
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Le A/a-module Y/qY est de A/g-torsion et le rang du A/g-module
X/gX est donc égal & celui du A-module X. Revenons au A-module M
du lemme. Si d est son rang sur A, on a la suite exacte

0 —=>T—=>M—>X-—>0

ot X est un A-module sans torsion et de A-rang d et ou T est le
sous-module de torsion maximal de M. On en déduit de nouveau la suite
exacte de A/g-modules

0 —> T/qT —> M/gM —> X/gX —> 0 .

Le rang du A/gq-module M/gqM est donc supérieur 3 celui du A-module
M. D'ou le Temme.

Donnons maintenant un exemple fondamental d'anneau A.

Soit © un Zp -module isomorphe 2a Z;'1 . Définissons Zp (el
comme la limite projective des algébres de groupe Zp [e/U]l pour U
sous-groupe ouvert de © (donc d'indice fini dans ©). C'est un
anneau local régulier de dimension r isomorphe non canoniquement a
1'algébre des séries formelles @ r-1 variables a coefficients dans
Z . Un tel isomorphisme correspond & la donnée d'une base
Y= (Ygseeesy,q) du z, -module libre ©:

Yy > 14T

C'est dans ce cadre que le terme de "série caractéristique" prend sa si-
gnification. Nous n'utiliserons en fait cet anneau que pour r= 1, 2 ou
3. On posera quelquefois Ay = Zp[[e]].

Lemme 3;‘ Supposons r=2 (c'est-a-dire © isomorphe & lp). Posons

Wy = Yp -1 si y est un générateur topologique de ©. Alors, M est
un A-module de torsion si et seulement si M/w M est de Zp-rang borné

par rapport & n.

Pour la démonstration, voir [17] .

Supposons maintenant r>2. Soit H un sous-groupe de © tel que
©/H soit isomorphe 2 Z;’z (si r est égal 3 2, H est donc néces-

sairement égal & ©). Notons AG/H 1'anneau Zp[[e/H]] et

1



Bernadette PERRIN-RIOU
m A _>AO/H

la projection canonique. Si M est un A-module, soit MH (resp.,MH)
le plus grand quotient (resp. sous-module) de M sur lequel H agit
trivialement. Le Ae/H-module MH est aussi isomorphe canoniquement a

Mer/H'
Lemme 4. Soient M un A-module de torsion et f sa série caractéris-
tique.

1. Le AG/H-module M, est de torsion si et seulement si wm,(f)

est non nul, ce qui est encore équivalent & f premier @ h-1 ou h
est un générateur topologique de H.

2. S1 My estde AB/H-torsion, M est un A-module pseudo-nul
et un AO/H-modu1e de torsion. Si fMH (resp. fMH) désigne alors la

série caractéristique de M (resp. MH) en tant que AG/H-module, on a
(1) m,(f) ~ f, /f .
H MH MH

Remarque. Dans le cas ou r est égal 3 2, cela redonne un résultat
classique : par exemple, si Me est fini, alors

£(0) ~ #(Mg) / #(H°) .

Démonstration. La partie 1 et le début de la partie 2 se vérifient fa-
cilement. Pour montrer (1), supposons d'abord que M est pseudo-nul.
Alors, il existe un sous-groupe H' de ©O tel que O/H'~Z_ et

0= HeH' et tel que M soit un AH.— module de type fini et de tor-
sion. On a alors la suite exacte de AH.-modules de torsion

0 —> MH

—> M —>M —>MH—>0.
D'ou 1'égalité des séries caractéristiques de MH et de MH en tant
que AH.-modules et donc de fMH et de fMH puisque H agit triviale-

ment sur "H et sur MH. Comme uH(f) est une unité lorsque M est

pseudo-nul, on en déduit que (1) est vérifié dans ce cas. On montre en-
suite que (1) est vrai dans le cas des A-modules du type A/(f) puis

dans le cas général en utilisant le théoréme de classification des A-

modules de type fini a modules pseudo-nuls pres.

12
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Remarque. Supposons r=3 et soient y= (Y1, yz) une base de 0 et
(Y) : A — Zp [[Ty, T,11 1'isomorphisme associé. A un générateur h
de H, on peut associer le générateur T de ©/H vérifiant

-b
L1 Z v, mod H
a
L .=.yz mod H

si h= y?yg. Alors, 1'homomorphisme

v

voh Zp[[T1,T2]] - Zp[[T]]

T, — (1+7) P - 1
T, — (14T)2 -1

fait commuter le diagramme

(v l l (xy)

Yy,h
Z, 00T, T D5 Z) [T

D'autre part, les éléments de A peuvent aussi s'interpréter com-
me fonctions du groupe des caractéres de © dans Z* . En effet, soit
p un caractére de © dans l; . I1 s'étend en une fonction de A
dans lp que 1'on notera de 1a méme manidre. A un élément f de A,
on peut alors associer la fonction f' du groupe des caractéres de ©
dans I; définie de la manigre suivante

f'(p) = o(f) = ((V)F)(ply,) - 1,0(y,) - 1).

Maintenant, si p est un caractére de © se factorisant par H, on a
simplement

ny(F)(p) = (o).

13
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2. Adjoint.

2.1. Dimension projective ([331, [61).

Rappelons que 1'on appelle dimension projective (appelée dimension
homologique dans [33] et notée dhA(M)) d'un A-module M de type fini
la borne supérieure dpA(M) des entiers p tels que Extx (M,N) est
non nul pour au moins un A-module N de type fini. Par exemple, com-
me A est un anneau local, dpA(M) est nul si et seulement si M est
libre.

Lemme 5. Si M n'a pas de A-sous-module pseudo-nul non nul, alors
dpA(M) = dpA/q(M/qM) pour presque tout idéal premier g de hauteur 1
tel que A/q soit régulier.

Avant de démontrer le lemme 5, rappelons les faits importants sui-
vants. On appelle M-suite réguligre toute suite {a1,...,ap} d'éléments
de 1'idéal maximal de A telle que pour tout i, a n'est pas diviseur
de 0 dans M/(ao,...,ai_1)M (on pose a°==0). On montre que toutes
les M-suites réguligres maximales ont le méme nombre d'éléments que
1'on note codhA(M) et que 1'on appelle codimension homologique de M.

Ici, A est un anneau local régulier; on a donc la relation
dpA(M)+codhA(M)= r
(331, Iv- A-4, IV- D-1).

Démonstration du lemme 5. Soit gq= (g) un idéal premier de hauteur 1
tel que A/gq soit régulier. Supposons-le premier & la série caractéris-
tique de M. Alors, la multiplication®par g est injective sur M.

On en déduit en revenant a la définition de la codimension homologique
que

cod hA/q(M/qM) = cod hA(M) -1.

Comme la dimension de A/q est r-1, on en déduit que dpA(M) est
6gal 2a dpA/q(M/qM).

Proposition 6 (Oesterlé). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) dp, (<1 5

(ii) M n'a pas de sous-module pseudo-nul non nul et il existe une

14
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infinité d'idéaux premiers g de hauteur 1 tels que A/q soit régu-
lier et qu'on ait dpA/q(M/qM)51;

(iii) M n'a pas de sous-module pseudo-nul non nul et pour presque
tout idéal premier g de hauteur 1 tel que A/q soit régulier, on a
dp) o (M/aM) <1.

Démonstration. La hauteur des idéaux premiers associés 3 M est majorée
par dpA(M) ([33], p. 80). Donc, si dpA(M) est inférieure 3 1, M
n'a pas de sous-module pseudo-nul non nul. La proposition résulte alors
du lemme 5.

Notons encore le lemme suivant dans le cas ou A est de la forme
Zp [[0]1]1. 11 sera utilisé dans la démonstration du théor2me II1.25.

Lemme 7. Supposons que A= Zp[[e]] et que M est un A-module de
torsion, sans A-modules pseudo-nuls non nuls. Soient H et H' deux
sous-groupes de © tels que O/H « O/H' ~ Zp el‘: tels que MH (resp.
MH.)Q/;mt un A@/H’ fresp. AG/H.-)modMe de torsion. Alors,

(M) et (MH.)G/ H" sont des Z, -modules isomorphes.

Démonstration. On suppose d'abord que H et H' engendrent topologi-
quement ©. Les hypothéses faites impliquent que MH et MH sont
pseudo-nuls donc nuls. On a alors le diagramme commutatif exact suivant

/
!

z XX O
b

0(-—5:3(-—3é—-3<—c

|

|
!

|
}

o = =
T 5T ¢

x

Par le lemme du serpent, on en déduit que le noyau de MH — MH est
isomorphe au noyau'de MH' — MH" d'ou 1'isomorphisme

(MH)O/Hu (MH.)G/H . Si H et H' n'engendrent pas topologiquement
0, 11 suffit d'introduire un troisiéme sous-groupe.

15
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2.2. Adjoint.

On suppose désormais que tous les A-modules considérés sont de
A-torsion. On appelle adjoint de M le A-module compact de type fini
et de torsion

_ 1
aA(M)- ExtA(M,A).
De manitre générale, si A est un anneau et M un A-module, on pose
_ 1
aA(M)- ExtA(M,A).

L'importance de cette notion ici est que les équations fonctionnel-
les sur les fonctions L p-adiques algébriques que nous définirons plus
loin proviennent d'un pseudo-isomorphisme entre un certain module d'
Iwasawa et une forme tordue de son adjoint. Nous construirons au chapi-
tre V un tel pseudo-isqmorphisme canonique qui contiendra toutes les in-
formations arithmétiques dont nous avons besoin ici.

Proposition 8. L'adjoint de M vérifie les propriétés suivantes :
(i) si M est pseudo-nul, a,(M) est nul;

(i1) 1'adjoint aA(M) de M n'a pas de sous-A-modules pseudo-nuls
non- nuls; .

(ii1) i1 est pseudo-isomorphe a M.

Démonstration. (i) Si aA(M) est nul, il en est de méme de aA(M')

pour tout quotient M' de M. Comme tout module pseudo-nul est un quo-
tient de sommes directes de modules du type A/a ou a est un idéal

de hauteur supérieure & 2, i1 suffit de montrer que aA(A/a) est nul

pour un tel idéal a. Mais aA(A/a) peut se calculer grace a la suite

exacte suivante

0 — HomA(A,A) —_ HomA(a,A) —_ aA(A/a) — 0.

Un A-homomorphisme de a dans A est la multiplication par un élément
f du corps de fractions de A vérifiant facA. Pour tout idéal pre-
mier q de hauteur 1, 1le localis€é de a en g est A_. Donc f ap-
partient & 1'intersection des A_ pour tout idéal premier gq de hau-
teur 1, 11 appartient donca A et aA(A/a) est nul.

(ii) et (iii) Considérons d'abord le cas ou M est de la forme

16
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A/(f) avec f appartenant 3 A. De la suite exacte
0 — A > A — A/(f) =0,
on déduit la suite exacte

Hom (A1) T Homy (A,8) —> EXtL(A/(£),) —0 .

En utilisant un isomorphisme entre A et HomA(A,A), on en déduit que
aA(A/(f)) est isomorphe & A/(f).

Si maintenant M est quelconque, il existe un homomorphisme injec-
tif de E(M) dans M de conoyau pseudo-nul D. On a alors la suite
exacte

0 —> a,(D) —> 3,(W) —> a,(E(M)) —> Ext3(D.0).

Comme aA(D) est nul d'aprés (i) et que Extlz\(D,A) est pseudo-nul,
(ii) et (iii) s'en déduisent facilement.

Exemples. Si A= Z_ [G) ot G est un groupe fini et si M est un
Zp [G]-module fini, aA(M) est le dual de Pontryagin de M muni de la
structure de A-module donnée par
(A¢)(m) = ¢(xm)
comme on le voit en utilisant la suite exacte
0 —> lp [G] —> QP[G] —_— Qp/lp [G) — 0

et 1'isomorphisme canonique

"““zp 1M €/Z, [6]) HomZp (M, 0,/Z) .

2.3. Propriétés et calculs d'adjoint.

Nous allons ici donner quelques lemmes permettant de comparer des
adjoints calculés pour divers anneaux.

Lemme 9. Soit A' un anneau contenant A et plat sur A. Si M est
un A-module, on a 1'isomorphisme canonique

a,(M) ¢ A =>a,,(Me A').
A A' a\ /.\

17
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(démonstration dans [33], IV-31, proposition 18).

Par exemple, si R est un anneau qui est en méme temps un Zp -
module libre de dimension finie, A'= R[[®]] est plat sur
A9= Zp [[0]]. En particulier, 1'anneau des entiers d'une extension
finie de Qp convient.

Dans les lemmes qui suivent, on supposera toujours que g est un
idéal premier de hauteur 1 et que M est un A-module de torsion tel
que M/gM soit de A/g-torsion.

Lemme 10. On a 1'isomorphisme

o 1
aA/q(M/qM) —> Ext,(M,A/q) .
Démonstration. Soit
0—>L'"—=>L~—=>M—0

une présentation de M avec L module libre sur A. Soit L" le
noyau de

L/gL —> M/gM .
Comme Mq est de A/g-torsion, on a
Hoqu(L ,A/q) = HomA/q(L /aL',A/g) .
D'autre part, pour tout A-module R, on a 1'isomorphisme
HomA(R JA/g) —> HomA/q(R/qR,A/q).

De plus, L/gL est libre sur A/q. On en déduit le diagramme commuta-
tif exact suivant et 1'isomorphisme voulu :

0 —> Hom, (L,0/3) — Hom, (L' ,A/g) — Ext}\(M,A/q) —0

; ; |

0 — HomA/q(L/qL,A/q) — HomA/q(L'/qL‘ ,A/g) — an(M) — 0

Lemme 11. Si de plus M est un A-module pseudo-nul, il existe un iso-
morphisme

o~ 2
aA/q(M/qM) —_— ExtA(M,A)q ,

18
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dépendant du choix d'un générateur de g.

Démonstration. Soit f un générateur de g. De la suite exacte
0 —>Af>A—Ag—0,
on déduit la suite exacte
Ext!(M,A) —= Ext!(M,A/q) — ExtZ(M,A) —>.0
AV AT q AT g

Comme M est pseudo-nul, le premier module est nul. Le lemme 11 se dé-
duit alors du lemme 10.

Proposition 12. Soit M un A-module de torsion sans A-sous-modules
pseudo-nuls non nuls. On suppose que M/qM est de A/g-torsion. Alors
aA(M)/qu(M) s'injecte dans aA/q(M/qM) avec un conoyau pseudo-nul. Si
de plus dp,(M)<1, c'est un isomorphisme.

Démonstration. De la suite exacte
0=—>A—>A—>Ags~0,
on déduit 1a suite exacte

0 — aA(M)/qu(M) —_ Ext}\(M,A/q) —_— Extlz\(M,A) .

Le second module est isomorphe a an(M/q) d'aprés le lemme 10. Si M
n‘a pas de sous A-modules pseudo-nuls non nuls, le calcul des séries
caractéristiques montre que aA(M)/qu(M) et aA/q(M/qM) ont méme sé-
rie caractéristique en tant que A/gq-modules. On en déduit que le co-
noyau de

a,(M)/qa, (M) —> aA/q(M/qM)

est pseudo-nul. Si de plus M est de dimension projective inférieure ou
égale & 1, le A-module Extlz\(M,A) est nul. D'ou la dernitére affirma-
tion de la proposition.

Corollaire 13. Soit M un A-module de torsion de dimension projective
inférieure ou égale 3 1. Soit (qi) une suite d'idéaux emboités pre-
miers a la série caractéristique de M. Alors, on a 1'isomorphisme
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aA(M) = l‘l_mani (M/qiM).

Cela redonne un moyen de calcul de 1'adjoint montré par Iwasawa
dans le cas ou A= l\Z . Plus précisément, si M est un Ae-module,

notons M le Ae-module dont le Zp -module sous-jacent est M et sur
lequel © opere par

6.m= 6 'm.

Alors, dans le cas particulier A= Al , Ona
p

. N\
ay0) = Vim (W/a M)

Revenons d'autre part au lemme 11. Supposons A= Ae avec © iso-
morphe a Zg et soit M un Zp -module de type fini sur lequel ©
agit trivialement. I1 est donc pseudo-nul. Soit h un élément de © en-
gendrant topologiquement un sous-groupe H de © tel que e/Ha:lp et
T un générateur topologique de ©/H. On peut alors attacher au couple
(h,t) un isomorphisme

Homlp (M,Zp) —_— Extlz\(M,A)

déduit des deux suites exactes

h-1
0 ——> A — A —)AGIH—’O
1-1
0—->Ae/H——>Ae/H—>lp -0 .

Nous en aurons besoin dans le chapitre V.

2.4. Dualité.

Proposition 14, Soit M un A-module compact de type fini et de A-
torsion. I1 existe un homomorphisme naturel de A-modules

M — aA(aA(M))

qui est un isomorphisme dés que la dimension projective de M est infé-
rieure ou égale & 1.
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Démonstration. Si L est un A-module, on pose

By (L) = Hom, (Hom, (L,A),A).

L'homomorphisme cherché se déduit du A-homomorphisme canonique
L —> BA(L) (qui est un isomorphisme dés que L est libre sur A) de
la maniére suivante : soit

0—=>L'" —>L—=>M-—>0

une présentation de M avec L module libre. On en déduit les suites
exactes

0 — HomA(L,A) — HomA(L',A) —_ aA(M) - 0
puis

(2) 0 —> B,(L') —> B,(L) —> a,(a,(M)) —> Ext}(Hom, (LiA),A).

Les A-homomorphismes L —>BA(L) et L' —>8A(L') induisent un A-
homomorphisme

M — aA(aA(M)) .

Lorsque la dimension projective de M est inférieure 3 1, celle de

L' est nulle. Donc L' est libre et le dernier module de la suite exac
te (2) est nul. Les A-homomorphismes L —> BA(L) et L' — BA(L')
sont des isomorphismes; il en est donc de méme du A-homomorphisme

M — aA(aA(M)).
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Chapitre II. Arithmétique des courbes elliptiques et théorie d'Iwasawa.

1. Généralités.

1.1. Notations.

Les notations introduites ici seront utilisées dans tout le
reste du texte.

Soient K un corps quadratique imaginaire d'anneau des entiers ¢
et F une extension finie de Q. Fixons une cldture algébrique F de
F. Considérons une courbe elliptique E définie sur F et ayant mul-
tiplication complexe par 1'anneau des entiers 0 de K, ce qui veut
dire que 1'anneau EndF(E) des endomorphismes de E définis sur F
est isomorphe @ 0. Cet anneau est alors aussi égal a8 1'anneau des en-
domorphismes de E définis sur F et on 1'identifie & 0. L'action de
0 sur 1'espace des formes différentielles invariantes de E définies
sur F fixe un plongement i de K dans F de la maniére suivante :
si a est un endomorphisme de E et w une forme différentielle inva-
riante de E définie sur F, o*w= i(a)wu. On supposera désormais K
contenu dans F de cette maniére.

Si L est une extension algébrique de F, 1le groupe des points de
E(F) rationnels sur L est noté E(L). Si B est un G(F/L)-module
discret, H'(L,B) désigne le groupe de cohomologie de G(F/L) agissant
sur B. De plus, si B est le groupe E(F), on notera ce groupe
H'(L,E). Si L est une extension de @ non nécessairement finie et si
v est une place non archimédienne de L, on définit Lv comme la réu-
nion des complétés en v des extensions finies de @ contenues dans L;
gp note t; le corps résiduel de Lv en v et Nv 1le cardinal de
Lv si celui-ci est fini. On désigne par VL la valuation associée a v
et vérifiint vL(L")= Z lorsque L est une extension finie de Q.
On note Ev la courbe réduite en v et E1,v le noyau de 1'homomor-
phisme de réduction modulo v.

Si o appartient 2 0, on écrira E_ pour le groupe E(F)u des
points de E(F) annulés par a. Pour tout idéal entier b de 0, on
notera Eh 1'intersection des Ea pour a€h. On pose

E_= E(F)(h)= U E,-
b neN b

Si M est un O-module, on note Ta(M) la limite projective des Mu“’
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les applications de transition étant données par la multiplication par
a. On posera

To(E) = TEF) = T(E ) .

On le notera méme Ta lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité.

Si M est un sous-ensemble de E(F) et L une extension de F,
L(M) désigne le plus petit sous-corps de F tel que les éléments de M
soient contenus dans E(L(M)).

On choisit désormais un nombre premier p impair se décomposant
dans K en deux idéaux distincts p et p* et tel que E a bonne ré-
duction en toute place de F au dessus de p. La courbe E a donc
bonne réduction ordinaire au dessus de p, c'est-a-dire que le noyau de
réduction E1 v est un graupe formel de hauteur 1. On choisit un é1é-
ment n de 0 divisible uniquement par g : (n) = ph (h>1). Si a
est un élément de K, son conjugué sur Q est noté a* et sa norme
N(a). La norme N(a) est aussi le degré de 1'endomorphisme o agis-
sant sur la courbe elliptique E. On pose q= wn*= N(w). On note i
1'isomorphisme topologique du complété K’ de K en g avec Qp. Si
M est un O-module, on considére M 5 OF comme un Zp -module a tra-

vers iF. On considére de méme 1'isomorphisme 1’",, de K;:* avec Qp.
La conjugaison complexe a —> a* sur K induit un isomorphisme

de K;: sur Kp* noté de 1a méme maniére et on a ip*(x*) = i’(x) pour
X€ KF' .

Notons F_ Tle corps obtenu en rajoutant & F la composante p-
primire E _ de E(F), N_ (resp. N*) 1le corps obtenu en rajoutant a

p
F la composante p-primaire (resp. p*-primaire) de E(F) :

) .

-] -

Fo= F(E_), N_= F(E_), N*= F(E
P P p*

Nous verrons plus loin que la courbe E ayant bonne réduction partout
sur F(Ep), F(Eﬂ) et F(E.), 1'extension Fm/F(Ep) est non ramifiée
en dehors de p, 1'extension N_/F(E ) en dehors de p. On peut en
fait montrer que F_ (resp. N_) est le composé de F(Ep) (resp. F(Ep))
avec 1'unique extension de K non ramifiée en dehors de p (resp. de p)
et de groupe de Galois topologiquement isomorphe 2 22 (resp. lp) .
Toute place de F au dessus de p (resp. de gp*) se ramifie donc dans
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N, (resp. N*). On note F_ 1'unique 78 -extension de F contenue
dans F_ et N_ (resp. N*) 1'unique Zp -extension de F contenue
dans N_ (resp. N*).

L'action de 6_= G(F_/F) sur Tp(E) définit un homomorphisme
fp de G_ dans Auto(Tp(E)) de conoyau fini. I1 admet comme direc-
tions propres T"(E) et T"*(E). On note Pa et Pgr les homomor-
phismes correspondants

i
pp ¢ 6, —> Auty(T (E)) = 0 A z,

Pg 6, — Auto(T",(E)) = Op, 12:» lp .

En particulier, le groupe de Galois A= G(F(Ep)/F) qui est canonique-
ment isomorphe a G(Fw/Fw) est donc produit de deux sous-groupes cycli-
ques, chacun d'ordre divisant p-1. Notons x (resp. x*) 1la restric-
tion de Pq (resp. p’,) a A. Tout Ip [Al-module M se décompose

en somme directe de sous-espaces propres correspondant aux caracteres
xix*j. Si ¢ est un tel caractere, on note M(u’) Te sous-module maxi-
mal de M sur lequel A agit a travers Y. Le caractére x (resp. k¥
défini par k= p )('1 (resp. x*= p’*x*'1) se factorise par G(N_/F)
(resp. par G(N*/F)). On pose

0= G(F/F(E)).

Ce groupe de Galois est produit direct de T= G(NO/F(EP)) et de

T* = G(N;/F(Ey*)). Le groupe © sera aussi considéré comme le groupe
de Galois de F_/F. On convient de prolonger un élément y de T 2

F_ par y(x)= x si xeF(EF,) et de faire de manidre identique pour

L]

les é1éments de T*.

Récapitulons les corps définis par les diagrammes suivants :

/ F. F
N | \NQ s
: ' F(E,) | re F
F(Ep)/ \r(c,«) N TN

N ™~
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1.2. Théorie de 1a multiplication complexe.

Nous allons rappeler ici quelques résultats bien connus rela-
tifs & la multiplication complexe. Soient L wune extension finie de F
et R(L) 1'ensemble des places de L de mauvaise réduction pour E.

a. Les résultats suivants portent sur les points de torsion de E
et sur la division de points par un endomorphisme de E.

(1) Soit v wune place de L de bonne réduction et o un élément
de 0 premier @ v; 1'homomorphisme de réduction

E(L,) —E,(C)

est injectif sur E(Lv)a et le noyau de la réduction E1 v(I.v) est
uniquement divisible par a.

(2) Soit a un idéal de 0; 1'extension L(Ea)/L est abélienne
et non ramifiée au dehors de R(L) et des places de L divisant a.

(3) Supposons que Ea est contenu dans E(L); pour tout point P
de E(L), soit Q un élément de E(F) tel que aQ= P. Le corps

L(Q) ne dépend pas du choix de Q; c'est une extension abélienne de L
non ramifiée au dehors de R(L) et des placei de L divisant a.

b. Faisons maintenant quelques rappels concernant le Grissencharak-
ter wL attaché a la courbe elliptique E sur L. Son existence a été
montrée par Deuring. Soit v une place finie de L qui n'est pas dans
R(L). Alors, on montre qu'il existe un unique élément de 0 (que 1'on
note wL(v)) dont la réduction mqulg v en tant qu'endomorphisme est
1'endomorphisme de Frobenius sur Ev(Lv). I vérifie

(4) (1= (V)1 -y (V%) = #E,T)) .

On définit alors par multiplicativité un homomorphisme b du groupe
des idéaux fractionnaires de L premiers 2 R(L) dans K*. On montre
de plus que 1'idéal engendré par la norme sur K de v est principal
et engendré par wL(v). En particulier, on en déduit que F contient
le corps de Hilbert de K et que la norme de tout idéal de F sur K
est principal.

En fait, wL est un Grossencharakter de L au sens de Hecke c'est
a-dire qu'il existe un idéal £ de L divisible uniquement par les pla
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ces de mauvaise réduction de R(L) tel que, pour tout élément B8 de L
vérifiant B8 = 1 mod"E, on a

v ((B)) = N_,(8).

Le plus petit idéal f convenant est appelé conducteur de wL.

On peut aussi interpréter Y, comme donnant 1'action du symbole
d'Artin de v sur les points d'ordre fini : précisemment, si a est un
idéal entier de K et h un idéal de L premier aux places de R(L)
et a a, pour tout point P de Ea’ on a

(5) (B,L(E,)/L)(P) = w (B)P

ol (h,L(Ea)/L) désigne le symbole d'Artin de b pour 1'extension abé-
lienne L(Ea)/L. ’

Le comportement du Grossencharakter par extension des scalaires est
le suivant : si L'/L est une extension finie,

LR UV I

La courbe elliptique E ayant multiplication complexe a bonne ré-
duction potentielle partout. On peut montrer qu'elle a en fait bonne ré-
duction partout sur le corps F(Ep) en utilisant le critére de Néron-
Ogg-Shafarevitch et le caractére de Serre-Tate € dont nous allons
maintenant expliquer le lien avec le Grdssencharakter wL ([34]). Soit
IL le groupe des idéles de L. I1 existe un unique homomorphisme €
de IL dans K* vérifiant les trois conditions suivantes

1 - € est continu, c'est-a-dire que son noyau est ouvert dans Iﬁ
2-¢la)= NL/K(a) pour tout o€L”;
3 -si x est un élément de lL tel que Xy =1 pour toute place

v appartenant & R(L) et pour toute place infinie, on a

)vL(x)

g (x) = nooy (v
L7 ver) b
v finie

A partir de 1'homomorphisme € ON obtient les représentations p-
adiques attachées a la courbe elliptique E/L de la manidre suivante.
Soit g une place finie de K; on note Lq le produit des complétés
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de L aux places de L divisant g c'est-a-dire qu Le Kq et Nq
K

1a norme de Lq dans Kq induite par le produit des normes locales; si

X appartient a IL’ x_ désigne 1'image de x dans Lll par la pro-

Jjection naturelle. Posons alors
- -1
eq(X)- eL(x)Nq(xq) .

Cela définit un homomorphisme de IL dans K; trivial sur L™, Compo-
sé avec 1'homomorphisme d'Artin de la théorie du corps de classes global,
i1 détermine 1'action de G(L/L) sur E et se factorise par

G(L(E &)/L). Par exemple, si L est F et si g est égal a3 g, on

retrouve 1'homomorphisme pp de G défini précédemment.

Exemples 1. Considérons la Q-courbe A(%2) définie par Gross dans [15]
pour un nombre premier & différent de 2 et 3 et congru a 3 modu-
lo 4. Elle est a multiplication complexe par Q(v-%), est définie sur
le corps de Hilbert H de @Q(v=%) et méme sur son sous-corps totale-
ment réel et est isogeéne a toutes ses conjuguées sur Q. La courbe A(%)
a mauvaise réduction uniquement en £. Par exemple, un modele de A(%)

pour =7 et 11 est donné par :

A7) : y2+xy= x3-x2-2x-1

A(11) : y2+xy= CoxZ-7x+10 .

Soit € le caractére de (0//-20)* dans {*1} composé de 1'in-
verse de 1'isomorphisme

(zZ/ezm)* — (0/ /~L0)"

avec le caractere quadratique associé a 1'extension Q(v=2)/Q :

ela+bv=2) = (%)
ou (%) est le symbole de Legendre (aE%Z). Pour toute place v de
H premiéred £, wH(v) est le générateur de NH/K(V) qui est dans le
noyau de e. Le conducteur de by est 1'idéal de H engendré par

/L.

Par exemple, calculons le nombre de points de la réduction de
A(59) en une place de H au dessus de 3 et 5. Ces deux nombres pre-
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miers sont décomposés dans Q( /=59). Le nombre de classes de Q( v=59)
est 3. Les idéaux de Q(v/~53) au dessus de 3 et 5 ne sont pas
principaux car les équations a2 +502= 12 (ou 20) n'ont pas de solu-
tions entigres. I1 n'y a donc qu'un seul idéal au dessus de chacun d'eux
dans H. Des équations

7+ /~53

27 = "K/Q('L?_')
21+ /=59

125 = NK/Q(_LZ—) .

on déduit que pour 1'un des deux idéaux a3 (resp. qs) de H au des-
sus de 3 (resp. 5), ona

WH(‘I3) = 7—‘%’—--59
On en déduit que #(A'(?".;)(F27)) = 21

~J
#(A(59) (Fyp5)) = 105

si Fq désigne le corps fini 2 q €léments.

Donnons ici trois lemmes qui nous seront utiles par la suite.

Leime 1. Soit L une extension finie de F. Pour toute place v glg'L
divisant p, 1'homomorphisme de réduction induit un isomorphisme

E(L) ) = (L)) ,

~ ~ ) wL(v)
et on a #(,Ev(l'v)) ~ 1;,(1 -

Démonstration. Ce lemme précise (1) qui affirme que 1'homomorphisme de
réduction est injectif sur E(L)(p*). I1 suffit donc de montrer 1'égali-
té des cardinaux de E(L)(p*) et de Ev(tv)(p)' Le groupe E . est

]
isomorphe en tant que (-module a olp*m. Donc la propriété (5) du Gros

sencharakter montre que E . est contenu dans E(Lv) si et seulement

m
si g (v) est congrua 1 modulo p*". Le cardinal de E(L)(p*) est
donc égal (2 une unité de 0'I prés) & 1-y (v)*. Il en est de méme de
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celui de Ev(tv)(p) grice a la relation (4) et au fait que wL(v) ap-
partient @ p. La derniére affirmation du lemme 1 se déduit alors sim-
plement de

Y (Vg (v)*= Nv.

Lemme 2. Soit L une lp-extension d'une extension finie L de F,
ne contenant pas N*. Alors, si v est une place de L au dessus de
B, E(L,)(p*) est fini.

Démonstration. On peut supposer pour la démonstration que E(L) con-
tient E . Le corps L ne contient pas NX; donc v se ramifie dans
L (sinon LN* serait non ramifié en v sur L). La place v est
alors totalement ramifiée dans L/Ln pour n assez grand si an dési-
gne le sous-corps de L fixé par G(L/L)p Le corps réslgqsl L, de
L en v est donc fini et E(Lv)(y*) étant plongé dans Ev(Lv)(p) est
Tui aussi fini.

Lemme 3. I1 n'y a qu'un nombre fini de places au dessus de p dans F_.

Démonstration. Supposons qu'il y ait une infinité de places au dessus de
p, par exemple, dans F_. Alors, il existerait une extension finie L
de F et une p]éce v de L se décomposant totalement dans F_. On
en déduirait que E(L )(p*) serait infini, ce qui est impossible.

1.3. Groupes de Mordell-Weil.

Par le théoreme de Mordell et Weil, le groupe de Mordell-Weil
E(L) des points de E rationnels sur un corps de nombres L contenant
F est un Z-module de type fini. Dans le cas ot L est une Z_ -
extension de F, cela n'est plus toujours vrai ([18]1, [20], [16]). Ce-
pendant, des résultats de finitude du rang de E(L) pour certaines Zp-
extensions ont été donnés par Greenberg ([3]) et par Rubin et Wiles
(130]1). Nous montrerons nous-mémes quelques résultats dans cette direc-
tion au chapitre V. De toute facon, il ne peut y avoir de parties indé-
finiment divisibles dans E(L) a part la partie de torsion. On notera
(L) le sous-groupe de torsion de E(L).

Théoréme 4. Pour toute Zp -extension L_ de F, le groupe abélien
E(L_)/a(L_ ) est libre. I1 en est de méme de E(F )/a(F,).

Nous ne démontrerons le théoreme que pour 1'extension F_, le cas
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d'une Ep -extension se faisant de méme. Démontrons d'abord deux lemmes.

Lemme 5. Soient © un Zp -module isomorphe a Z; et Y un ©-module
sans Z -torsion. Si ©' est un sous-groupe de ©, 1le quotient Y/Y
est sans torsion.

Démonstration. Supposons qu'il existe un élément y de Y et meZ
tels que my appartient a YEJ . On a alors

m(yy -y) = y(my) -my= 0

pour tout Y€O'. Donc yy-y est un élément de torsion de Y. Il est
)
donc nul et y appartient a o , ce qui démontre le lemme.

Rappelons que 1'on a noté © le groupe de Galois de F_/F.

Lemme 6. Le groupe de cohomologie H’(e.sz(Fw)) est fini.

Démonstration. Montrons d'abord que 1a composante Q(F_)'(p) d'ordre
premier @ p de Q(F ) est finie. L'extension F_/F est non ramifiée
au dehors de p. Mais, si & est premier a p, 1'extension F(Ez)/F
est non ramifiée en p car E/F a bonne réduction aux places divisant
p. Donc F(Q(F_)'(p)) est une extension abélienne non ramifiée de F.
Elle est donc finie sur F et le groupe Q(F_ )'(p) est nécessairement
fini. Montrons maintenant que H‘(G,E(Fm)(p)) est fini (la composante
p*-primaire de H1(e,9(Fm)) se traiterait de la méme manidre). Si F
ne contient pas Ep,E(Fw)(ﬁ) est nul et la finitude est triviale; sinon

E(F_)(p) est égal @ E _. Soit m 1'entier tel que E 2= E
' P g

m un a

P
la suite exacte d'inflation-restriction :

0 — HU(F(E )/FLE ) = H'(0,E ) —= HI(F/F(E_),E ) .
p* p B op

Le dernier groupe est nul (voir par exemple le lemme 15 qui suit). Quant
au premier groupe, il est fini d'ordre pm. Cela termine 1a démonstra-
tion du lemme.

n

Passons 3 la démonstration du théoreme 4. Posons Op = oP" et soit
Fn le sous-corps de F_ fixé par 0. Posons encore Yn= E(Fn)/sz(Fn)
et Y_= E(F )/Q(F_). De la suite exacte

0 —(F ) —E(F) =Y —0,
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on déduit la suite exacte de cohomologie
en 1
0—Y —Y '~ —H(e,F)) .

D'aprés le théoréme de Mordell-Weil, Yn est un groupe abélien de type
fini. Comme H1(en,9(F°)) est fini d'aprés le lemme 6 appliqué au corps
de base Fn’ Ymn est un groupe abélien de type fini qui est-de plus
sans torsion donc libre. D'autre part, Y_'/Y_~ est sans torsion
(m>n). Donc Yf:" est facteur direct dans Yo", 11 existe des Z-

modules libres Rn tels que

) 5]
Y™ .o yPer.
©o [ n
On a donc
n-1
Y" = e R;
i=0

(¢}
et Y_ qui est la limite inductive des Ym,n est libre.

Remarque. Dans le cas ol p est inerte dans K au lieu d'étre décompo-
sé, le théoréme 4 reste vrai pour E(F_)/a(F_ ).

1.4. Descente et groupes de Selmer.

Soit L une extension de F, non nécessairement finie. Pour
tout élément o« de 0, 1la suite de G(F/L)-modules

0 —E, —E(F) 2y E(F) =0
est exacte de méme que la suite de cohomologie qui s'en déduit
(6) 0 — E(L)/aE(L) — H(L,E) — H'(L,E) — 0.

Le groupe de Shafarevitch-Tate Wl (L) de E sur L est défini comme
1'intersection des noyaux des homomorphismes de restriction

HY(LLE) — HI(L,,E)
pour toute place v finie c'est-a-dire qu'il vérifie la suite exacte

0 — (L) — H'(LE) =1 H‘(LV,E).
\")
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Le groupe de Selmer S(L)(a) relatif 2 E/L et 3 o est alors 1'image

réciproque de lu(L)a dans H1(L,Ea). C'est donc le noyau de 1'homo-
morphisme naturel

1 1
H (L,Eu) —*U H (LV’E) ’
et on a la suite exacte
0 — EW/eE(L) — s — w), — 0.

Deux autres types de groupes de Selmer joueront un réle important.
Soit d'abord §'(L)(®) le-noyau de

WULE) — m H'(L,.6)
vi¥a

ol le produit est pris sur les places v de L premiéres a a. Le
groupe S(L)(“) est un sous-groupe de S‘(L)(“). L'autre groupe que
1'on notera £(L){®) est Tui un sous-groupe de S(L)‘%’. Par défini-
tion du groupe de Selmer S(L)(a)., 1'image par restriction d'un é1ément
de S(L) @) dans H1(Lv’Ea) est en fait dans E(Lv)/uE(Lv) griace a la
suite exacte locale analogue a (6) :

1 1
(7) 0 —> E(Lv)/a.E(Lv) —> H (Lv’Ea) —> H (LV’E)a —> 0.
On note Z(L)(a) le noyau de 1'homomorphisme

s — 1 B eEL)
via*

n

On n'utilisera ici ces groupes que pour o= W Ou m". Les in-

clusions E n—> E induisent des applications sur tous ces grou-

n+1
[}

a
pes. On note leur limite inductive S(L), S'(L), Z(L) pour a=mn et
S*(L), S'*(L), Z*(L) pour o= n*. De méme, la multiplication par

a: E —E induit des applications sur les groupes de Selmer. On

an+1 o v v
notera leur limite projective S(L), g'(L), (L) pour a= m et
§*(L), §'*(L), f*(L) pour a= u*. On pose Dﬂ= Kp/op. Les suites

suivantes sont exactes :
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0> EWL) s bp — (L) — wW(l)(p) —0
0 —E(L) 00, —$*0) — T, (U(L)) — 0
oF n

(en général, on distingue une place p et 1'on n'écrit pas les suites
exactes de maniére symétrique en g et p*). On notera encore Y(L)
(resp. Y*(L)) 1le dual de Pontryagin de S(L) (resp. S*(L)).

Enfin, notons E1(L) le noyau du produit des homomorphismes de ré-
duction

E(L) —E, (L)

sur les places v divisant p (lorsqu'on voudra étre plus précis, on
le notera E, p(L)).

Pourquoi introduire ces différentes versions du groupe de Selmer ?
Le groupe S(L)(“n) est le groupe de Selmer classique. Cependant, le
groupe S'(L)(™) obtenu en oubliant les places au dessus de p est
plus facile a calculer et s'interpréte en termes de groupe de Galois

lorsque E = est contenu dans E(L) car le groupe E“n est étale en
n

toutes les places de L différentes de p. Le groupe Z(L)("*n) Jjouera
un rdle treés important pour nous et intervient naturellement dans la sui-
te exacte fondamentale (chapitre IV). Par dualité de Cassels, il apparait
lorsqu'on cherche a calculer 1'indice de S(L)("n) dans S'(L)(“").

Dans le paragraphe suivant, on comparera les indices de f*(L) dars
g*(L) et de S(L) dans S'(L) dans le cas ol L est une extension
finie. Dans le paragraphe 1.6, on étudie les rapports entre les trois
groupes de Selmer dans le cas d'une extension infinie. Enfin dans le pa-
ragraphe 1.7, on comparera les groupes de Selmer relatifs a 2 corps dif-
férents.

1.5. Comparaison des groupes de Selmer relatifs & une extension
finie.

On suppose donc dans ce paragraphe que L est une extension finie
v v
de F. Nous allons comparer S(L) et S'(L), ZI*(L) et S*(L).

v n
Notons ﬂ11(L)(" " 1'image de Z(L)(“* ) dans JI(L) et iﬁﬁ(L)

(m)

la limite projective des 1u4(L) Alors, on a le lemme suivant.
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v v
Lemme 7. Le groupe £*(L) est d'indice fini dans S*(L). La suite

v \%
0 — E,(L) (.; Op,, — I*(l) — W) — 0

est exacte et on a 1'égalité d'indices

v v v
[S*(L) : z*(L)) = [E(L) 30’* : Eq(L) 5 op,.m“.(m(u) = Wyl

Démonstration. Si v est une place au dessus de @, n* induit un auto-
morphisme sur E, v(Lv). On en déduit que E(Lv)/n*"E(Lv) est isomorphe

~ o~ n~ ~ .
3 EV(LV)/n* EV(LV) et que E(Lv) 3 Op, est isomorphe 2 la composante
p-primaire de Ev("v)' On montre alors facilement les suites exactes
v v ~ o~
0 — *(L) —>  S*(L) — n E(L.)(p) ,
vig VY

0 — E L) 80, — E(L)eo0,— n E(L)p) ,
! 0""r 0"* vlpvv

00—  *l) —  S*L) — TEV(ZV)(p)
. vip

(1a dernigre suite exacte ne servira pas eour le lemme mais sera utile
par la suite). Comme Ev.(Lv) est fini, T*(L) est d'indice fini dans

g*(L) (et méme d'indice divisant 1T # (Ev(fv)(p))). Par définition de
vig
JLL‘1'(L), on a le diagramme commutatif suivant :

0 0

I

_IIL’{(L) —_— T

T

D — L) — () — IITE(V)(p)

I Y vig

0 —> E1(F) 8 OF* —_— E([“) 3 Op* —_— 7 EV(LV)(p)

vig I

0 0
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D'ou la suite exacte du lemme 7 et 1'égalité d'indices par application
du lemme du serpent.

L'étuee de la compacaison de S(L) et de S'(L) est trés lide 2
celle de S*(L) et de I*(L) grace & un théoréeme de Cassels. Afin de
ne pas alourdir le texte, nous nous contenterons d‘'énoncer ici les ré-
sultats qui se déduisent de ce théoréme et de démontrer celui-ci en an-
nexe.

Soit B(L) 1le conoyau de 1'homomorphisme canonique

S L) — 1 HU(LE)p).
vip

On a donc 1a suite exacte

0 —S(L) = S'(L) = N H'(LV,E)(p) — B(L) =0 .
vigp

Proposition 8. Le dual de Pontryagin de B(L) est isomorphe canonique-
ment & 1'image de g*(L) dans 1 E(Lv)o 0. .. On a donc 1'égalité
d'indices vig 0

[$*(L) & T(LIS'(L) = S(L)] = WO RION
vip

Remarquons que lorsque Ev(Lv) est d'ordre premier & p pour tou-
te place v divisant g, S'(L) et S(L) sont égaux (il en est en

n n
fait de méme de S(L)(ﬂ ) et S'(L)(“ )) et g*(L) et %*(L) sont
égaux. Lorsque Ev(Lv) est d'ordre divisible par p, 1les groupes S(L)
et S'(L) peuvent aussi bien &tre égaux que différents.

Exemples 2. Considérons les courbes E définies sur Q@ et & multiplice
tion complexe par @Q(i) d'équation

y2= x3-dx
ou d est un entier non divisible par une puissance quatridme. Prenons
comme nombre premier p=5 et pour n, 2+i. Alors, mn= 2+i est
non anormal (c'est-a-dire que ES(FS) est d'ordre premier 3 5) si et
seulement si d n'est pas congru @ 2 modulo 8 (on suppose bien sir
que 5 ne divise pas d afin que E ait bonne réduction en 5).
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Le point P= (-1,1) appartient a la courbe y2= x3-2x. Comme

P n'appartient pas a E1(K) 80’:*, 1'indice de %*(K) dans g*(K)
est divisible par 5. Donc S(K) et S'(K) sont égaux. Par contre,
considérons la courbe y2 = x3-2662x. Elle contient le point

= (-50,90). Comme 2P appartient & E1(K), P appartient a

E1(K) 50’1*. Mais le point P n'est pas divisible par 5 (ou par
n= 2+i) dans E(K) ou dans E(Q) : i1 suffit pour le voir d'écrire

les formules de multiplication par 2+1i. On aurait

P + 2662(21- 1))2
((2+1)a - 2662i)°

avec acZ[i] ,

ce qui impliquerait que n divise a et que n3 divise 50, ce qui
v

est impossible. On en déduit que si JII(K)(5) est fini, S*(K) et

v

I*(K) sont égaux et que 1'indice de S(K) dans S'(K) est égal a 5.

1.6. Comparaison des groupes de Selmer relatifs a une extension in-
finie.

Lemme 9. Si L_ est une Z_ -extension de F différente de N ou si
L, est égalea F_, S(L) et S'(L,) sont égaux.

Démonstration. I1 suffit de démontrer que le groupe H’(Lw V,E)(g) est
nul pour toute place v de L_ au dessus de p. Soit L:‘ le sous-
corps de L_ fixé par G(L_/F)P et soit L., le complété de L,
pour la restriction de v a Ln’ Comme par déf1mt1on L, est égal
ala réumon des L, pour n>1, HI(L, .E) estla hmte inductive
des H (L ,E) relativement aux apphcatwns restr1ct1on Par la dua-
lité 1oca1e de Tate ([35]), le dual de Pontryagin de H (L E)(p) est

égal a

n,v’

E(L, )= lim E(L, )/ n*mt(Ln’v)

et le dual de 1'homomorphisme de restriction est 1'homomorphisme de nor-
me. I1 suffit donc de montrer que

(8) vim E (L, )

est nul, ou la limite projective est prise relativement aux applications
normes. Or, on a les isomorphismes

E(L, ) =5 Ev(Ln v () =5
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pour une place au dessus de p. Dans le cas ou L, est une Z -exten-
sion différente de N, E(Ln,v) est un groupe fini d'ordre borné sur
Tequel le groupe de Galois de Lm,v sur Ln,v agit donc trivialement
pour n assez grand. La limite projective (8) est donc nulle. Dans le
cas ou L_ est égaled F_, E(Ln-1,v) est d'indice au plus p dans
E(Ln,v) et la norme de 1'extension L /L _, agit par multiplication
par Apz sur E(Ln,v) pour n assez grand. On en déduit facilement
que (8) est encore nulle, ce qui démontre le lemme.

I1 reste le cas o L_ est égal @ NX. Les groupes de cohomologie
H1(N; v,E)(ﬁ) ne sont alors pas toujours nuls. C'est ce que nous allons
étudier maintenant.

Introduisons d'abord quelques nouvelles notations. Si G est le
groupe de Galois sur F d'une extension abélienne L de F et si v
est une place de F, soit Gv le sous-groupe de décomposition de G
relatif a un prolongement choisi de v a L, que 1'on note encore v.
Soit M un Zp [[Gv]]-module; on pose

IndS(M) = M_o Z 1161 ,
Zp[[Gv]]
muni de sa structure naturelle de Z_[[G]]-module. On rappelle d'autre

part que le dual de Pontryagin d'un Zp -module M est noté M.

Lemme 10. 1. I1 existe un G(N;/F)-modu]e U, dont le dual de Pontryagn
est isomorphe a

N'l
moInd, = T L(E(N* )
vip v n* ,V

(ol le produit est pris sur les places de F au dessus de p) et qui
vérifie la suite exacte de G(N*/F)-modules

(9) 0 —> S(N*) —> S'(N*) —U_ ;

2. Si 1'on suppose de plus que le dual de Pontryagin de
S*(N*) est un Z_[[G(N*/F)]]-module de torsion, le dual de Pontryagin

du_conoyau de S'fN;) —> U_ est isomorphe 3 T“,(E), c'est-a-dire que
1'on a la suite exacte

N

G
0 - T .(E(N%)) > 1 Ind,

) P
T (EN ) > ST () > $(N) >0 .
Vlﬂ n o,V © ()
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Démonstration. Prenons pour U_ le G(N*/F)-module

1
moHANG s E)(R)
vig
ou le produit est pris sur les places v de NX divisant p. 11 véri-
fie 1a suite exacte (9) et le dual de Pontryagin de U_ est isomorphe 3

G(N*/F)
M

n Indv v

vig
ou le produit est ici pris sur les places v de F divisant p et ou
M, est le dual de Pontryagin de H1(N; v,E)(;!) (on a alors choisi un
prolongement de v a N;). Le calcul fait dans la démonstration du lem
me 9 montre 3 1'aide du lemme 1 que M, est égal a T“,(E(N; v)), ce

qui donne le résultat 1.

De plus, par la proposition 8, on peut identifier le dual du congau
B(N;) de 1'homomorphisme

S* (N*) n (N LE)(R)
n —->V|F n,v B

v
avec 1'image de S*(N;) dans T E(N;’v)a -

n v
corps fixé par G(N*/F)P'). L'hypothese que S$*(N*) est un
Zp [[G(N*/F)]1]-module de torsion implique que les Ip -rangs de

0 (ol Ny est ici le

E(NX) 5Dp,, et de T ,(UL(N*)) sont bornés. Comme E(N*) modulo torsim

est un groupe abélien libre, on en déduit qu'il est de type fini et que
1im E(N*) o 0_, est égal a T _,(E(N*)). D'un autre c6té, T_,(LL(N*))
« "o p n © n n

est un Z_-module 1ibre de type fini. On montre facilement que 1av1imi-
te projective des T ,(LL(N*)) est nulle. Cela démontre que lim S*(N*)
est isomorphe 2 T"*(E(N;)) et finit la démonstration.

Nous allons maintenant comparer les groupes I et S. Cependant,
nous serons obligés d'utiliser des résultats énoncés dans la suite.

Lemme 11. Soit L_ une Z _-extension de F différente de Nx et tel-
le _que Lw(E;*) vérifie 1'hypothese p*-adique faible de Leopoldt (para
graphe 2.2). Alors ZI*(L_) et S*(L_) sont égaux.

Démonstration. On déduit de la suite exacte

0 — I*(L) — S*(L) — m £, )0
vip ’
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et du lemme 2 que le conoyau de I*(L_ ) —- S*(L_) est fini si L_ est
différente de N*. Mais sous 1'hypotheése p*-adique faible de Leopoldt
pour L(E..), S*(L) n'a pas de Z_ [[6(L /F)1]-modules finis non
nuls. On en déduit donc que ZI*(L_) et S*(L_) sont égaux.

1.7. Théorie de Galois pour les groupes de Selmer.

Nous allons étudier dans ce paragraphe le lien existant entre
le groupe de Selmer sur F_ et le groupe de Selmer sur une Zp -exten-
sion L_ de F contenue dans F_ ou sur F.

Proposition 12. Si L_ est différente de N_, 1'homomorphisme de res-
triction induit un isomorphisme

s'(L,) = S(F.) .

Démonstration. Remarquons que S'(Lm) est le noyau de 1'homomorphisme

1
HL ,E —_ HL ’
(ke = 1 )

et que S(F_) est le noyau de 1'homomorphisme

WU(F_E ) — n HU(F_
p

grice au lemme 9. I1 est alors facile de voir que la proposition résulte
des deux lemmes suivants.

Lemme 13. Si L_ est différente de N et si v est une place de F_
ne divisant pas g, 1'homomorphisme de restriction

Hh(L E)B) — H'(F, .E)(R)

m v’
est injectif.

Démonstration. Le noyau de 1'homomorphisme de restriction est
H(F )) L'extension F_ v/L y €tant non ramifiée et la

courbe ayant bonne réductlon en v au moins sur F(E ), la composante
p-primaire de ce dernier groupe est nulle.

o, v/, E(Faa,

Enoncons maintenant le second lemme.

Lemme 14. Si ne contient pas E 1'homomorphisme de restriction
induit un 1somorph1sme
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HULLE ) = KY(F_E )G(F“’/L‘”).
© © e
Démonstration.‘Par la suite exacte d'inflation-restriction, il suffit de
montrer que H'(F_/L_,E (F.)) est nul pour i=1et2. Or E_(F)
est soit nul et le lemme est trivial soit égal @ E _. On peut alors
conclure par passage a la limite & partir du lemme suivant (qui nous a
d'ailleurs déja servi).

Lemme 15. Soit A un groupe cyclique d'ordre une puissance d'un nombre
premier impair et A un groupe d'automorphismes de A. Alors H'(a,A)

est nul pour i>1.

Démonstration. Si pr est 1'ordre de A, on peut déja supposer que A
est d'ordre pS(s<r). Soit & un générateur de A. On a alors

sa= (1+p " Su)a

avec u premier @ p. On en déduit que

S
r-s \p~ _
Nya)= 1ea= (B 14 pS(iuurp)a
u

S€A pr

avec u' premier a p et que NA(A) est exactement le sous-groupe de
A d'ordre pr-s. D'autre part le sous-groupe des éléments de A inva-
riants par A est contenu dans ce sous-groupe. On en déduit que

HZ(A,A) qui est isomorphe 2 AA/NA(A) et H'(a,A) pour i>1 sontnuk

On montre de méme la proposition suivante.

Proposition 16. L'homomorphisme de restriction induit 1'isomorphisme

G(N_/F)
S'(F) == S(N.) .

Lemme 17. L'homomorphisme de restriction

G(F/F)
S'(F) —> S(F_)

a un noyau et conoyau finis.

Démonstration. Nous n'aurons en fait besoin que de la finitude du noyau.
Ce noyau est contenu dans H1(Lm/F,E (L)) pour une Zp-extension L,
p
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contenue dans F_ et différente de N_ et ce dernier groupe est évidem
ment fini. Quand & la finitude du conoyau, elle vient de la finitude du
groupe H1(LQ’V/FV,E)(u) ([191). Nous en verrons une autre démonstra-
tion au paragraphe 2.3.

2. Le A-module S(F_).

2.1. Groupe de Selmer et groupe de Galois.

Pour toute extension L de K, notons ML la p-extension
abélienne non ramifiée au dehors de p maximale de L et X(L) le
groupe de Galois de ML sur L. Le groupe de Galois G(Fm/F) opeére
sur X(F_ ) par automorphismes intérieurs de la manigre suivante : si
vy appartient & G_= G(F_/F) et si ; est un prolongement de vy a
MF , alors on pose

oo

1

yx= YxY pour tout x€X(F ) .

Rappelons d'autre part que x est le caractere de A= G(Fm/Fm) iden-
tifié a G(F(Ep)/F) donnant 1'action de ce groupe sur Ep.

Théoréme 18.(1; Le groupe de Selmer S(N) est G(N_/F)-isomorphe a
Homy (X(N)*X',E ).
Ep () =

2- Le groupe de Selmer S(F_ ) est G(F_/F)-isomorphe &
Homy, (x(F)O0E ).
P p

Démonstration. Les deux démonstrations sont tout & fait similaires. Dé-
montrons par exemple la deuxieme assertion. La démonstration repose sur
le fait que si E a bonne réduction en une place v d'une extension L -
sur F, le groupe de cohomologie H‘(Lcr/Lv,E(Lcr)) est nul si L
désigne 1'extension non ramifiée maximale de Lv.

11 est clair que 1'on a les égalités
Hom (x(rm)(x),s ) = Hom, (X(F),E )°
z, -~ "‘zp ’
S(F,) = s(F )%,

A étant d'ordre premier 3 p. On peut donc supposer pour la démonstra-'
tion que E_ est contenu dans E(F). Alors, S(F)) et Hom., (X(F_),E )
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sont tous deux des sous-groupes de Homy, (G(F/E)).E ). Soit x un
p

é1ément du second groupe. Par définition de X(F”), pour toute place v
de F ne divisant pas p, 1la restriction de x au sous-groupe de dé-
composition de v se factorise par le groupe de Galois de F:rv/F
L'image de x dans H (F v,E) est donc nulle et x appartient a
S'(F,) donc a S(F)) grace au lemme 9. Réciproquement, tout élément x

n
de S(F_) provient d'un élément x_ de S(FQ)( pour un certain n.

n
La restriction X v de X, au groupe de décomposition de v appar-
tient a 1'image de E(F )/n E(F_ ) Si v ne divise pas 3, x
se factorise a travers G(F:rv o, ) et Xn appartient a
Homlp(X(F ), E n) et x 2 Homl (X(F )s E#,)

Exemples 3. La démonstrat1on montre qu'une propriété analogue est vraie
a un niveau fini, plus précisemment on a 1'isomorphisme :
s 0™ wbom (x(v )X g )
n Zp n ’ .
si Nn est le sous-corps de N, F(E ) fixé par A. Par la théorie
du corps de classes, X(N )(X) est 11é au groupe des classes d'idéaux
de N“ En particulier, savoir que .p ne divise pas le nombre de clas-
ses de F(EF) permet souvent de calculer la composante p-primaire du
groupe de Shafarevitch-Tate. C'est en fait le principe de la descente.
Nous allons donner des exemples dans cette direction. Afin de montrer
dans quelques cas particuliers que p ne divise pas le nombre de clas-
ses de F(E_), nous allons utiliser les bornes sur le discriminant d'un
corps de nombres démontrées par Odlyzko et Poitou (on utilisera les ta-
bles de Diaz-y-Diaz [11]). On suppose ici que F est le corps de Hilbert
H de K et que p est différent de 2 et 3 (et toujours décomposé
dans K). Si K est différent de Q(v/=1) et de Q(v-3) etsi ¢
est le conducteur du Grdssencharakter WH de E sur H, le discrimi-
nant de H(Ep) sur H est f(p -1)72 p . On en déduit que si 1'on no-
te d(L/M) 1le discriminant de L sur M ona

-m-r'm-] logd (H(E;)/Q) = Zl’ﬂLﬂ logNH/Q(f)+7&%-; 1ogp+§109d(K/0).
B

En comparant ce nombre avec les bornes sur les discriminants des corps
totalement imaginaires de degré p(p-1)(H:Q], on montre que p ne di-
vise pas le nombre de classes de H(Ep) pour les courbes elliptiques et
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nombres premiers suivants

A(7) p= 11, p= 23 (H= Q(/~7)) ;
A(11) p=5 (H= Q(v/~T1)) .

Le produit U des unités locales de H(E_ ) congrues 2 1 modulo v
pour les places v divisant g est un Zp [G(H(E_)/H)]1-module de rang
[H:K]. On en déduit que le Ip -rang de U(x) est égal au degré hdeH
sur K et que sous 1'hypothése que p ne divise pas le nombre de clas-
ses de H(Ep), on a

rg E(H) + dim}-p (UL' (H)/pW' (H)) <h,

Le O-rang de A(7)(K) est nul; donc le rang de Ill'(H)/plll'(H) sur
l-'p est inférieur 3 1 pour p= 11 et 23. Lle O-rang de A(11)(K)
est égal a 1; donc ML'(K)(5) est nul.

Nous allons maintenant nous intéresser & X(F,) et nous en dédui-
rons les propriétés correspondantes de S(F“) quitte & remplacer F pa
F(Ey).

2.2. Premidres propriétés du A-module X(F_ ).

L'action de ©= G(F_/F) sur le Z -module X(F ) par auto-
morphismes intérieurs permet de munir X(F_) d'une structure de
lp [[0]])-module compact. Si G est un Zp -groupe, on pose
Ag= Ip[[G]]. En particulier, on pose A= Ay Tlorsqu'il n'y a pas de
confusion possible. Le premier résultat é1émentaire est le suivant.

Lemme 19. Le A-module X(F_) est de type fini.

Démonstration. Soit Mc'> 1'extension abélienne maximale de F contenue
dans MF . Nous allons d'abord montrer 1a suite exacte

-]

(10) Ip — X(Fm)e —_ G(M(')/Fo) — 0.

Pour cela, {ntroduisons une Ip -extension L_ de F contenue dans F_,
On a alors facilement 1'isomorphisme

X(Fgr L) —> (M /F,)

si Mi est 1'extension abélienne maximale de L_ contenue dans MF .
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ce qui peut s'écrire par la suite exacte
0 — X(F )a(r ) G(MLQ/LQ) — G(F_/L_) — 0.
On a de méme 1'isomorphisme
' o
d'ou la suite exacte

lp — X(F)g —> G(M /L) —G(F_/L) — 0

et (10). Comme M“) est contenu dans la p-extension abélienne non rami-
fiée au dehors de p maximale, le groupe de Galois de M(‘) sur F est
un Z_-module de type fini. I1 en est donc de méme de X(Fm)e et
X(F_) est un A-module de type fini.

On se demande maintenant si le A-module X(F_) est un A-module
de A-torsion. Pour répondre, nous devons d'abord parler de la conjectu-
re p-adique de Leopoldt. Si L est une extension finie de K et v
une place de L, soit U(Lv) le groupe des unités locales du complété
L, de L en v. Soient EL p le groupe des unités globales de L

v

congrues 3 1 modulo toute pl’ace v de L au dessus de p et in

1'injection diagonale de EL 8- dans T U(LV). On note Gy(L) la dif-

férence entre le Zp -rang de la cloture de iL,p(EL,p)' pour la topolo-
gie p-adique et le Z -rang de EL,;:‘ La conjecture p-adique de Leo-
poldt pour 1'extension finie L de F est que GF(L) est nulle. Elle
a été montrée par Brumer dans le cas d'une extension abélienne de K
par les méthodes de Baker.

On appellera ici

Hypothese p-adique de Leopoldt pour une extension finie L : le nombre
6?“') est nul.

Si L, est une Z_ -extension, nous n'aurons besoin que d'une pro-
priété plus faible des nombres & (L) ou L est une sous-extension fi-
nie de L_. Nous appellerons donc

Hypothése p-adique de Leopoldt pour une Z_-extension L_ d'une exten-
sion finie de F : les nombres entiers Gy(L) sont bornés lorsque L
parcourt les extensions finies de F contenues dans L_.
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Nous utiliserons aussi les versions p-adiques et p*-adiques de ces
hypotheses.

Proposition 20. Soit L_/F une Z_ -extension de groupe de Galois H.

Alors le A, -module X(L,) est de Ay-torsion si et seulement si 1'hy-
pothése p-adique de Leopoldt pour L_ est vérifiée.

n

Démonstration. Soit L, le sous-corps de L fixé par Hn= P, Le

module X(L,) est de Ay-torsion si et seulement si X(L ), est de
n

Z_-rang borné. Or le nombre de places de L_ ramifiées dans L_/F

étant fini, i1 estfacile de voir que la différence du Z_-rang de

X(L)y et de X(L)) est bornée. Mais la théorie du corps de classes
n

donne une description de ce dernier module : on a la suite exacte de mo-
dules

0— m UL, )i (g, ) —X(L) —A(L) —0
vip n,v Ln,p an n n
ol A(Ln) désigne la composante p-primaire du groupe des classes
d'idéaux de Ln et ou la barre désigne la cléture pour la topologie p-
adique. Le Zp -rang de X(Ln) est donc 'sp“'n)”’ d'ou la proposi-
tion.

Proposition 21. Le A-module X(F_) est de A-torsion si 1'hypothése
p-adique de Leopoldt pour N_ est vérifiée.

Démonstration. D'aprés le lemme I.2, i1 suffit de montrer que

X(F«»)G(F IN) est un Ar-modu]e de torsion (on rappelle que T est le
groupe dé Galois de N_ sur F). Posons H= G(F_/N)). Nous allons
faire le lien entre X(Fm)H et X(N)) et voir qu'ils sont simultané-
ment de Ar-torsion. On terminera alors la démonstration avec la propo-
sition 20.

Soit Mﬁm 1'extension abélienne de N_ contenue dans M,_-m maxi-
male et soit JN le composé des ous-groupes d'inertie aux places de
N, au dessus de” p* dans 1'extension abélienne M'\ /N,. Comme chacun
de ces sous-groupes est isomorphe a Zp et qu'il n‘? a qu'un nombre fi
ni de places au dessus de p* dans N_, ‘]N est un Ar-module de tor-
sion. On a d'autre part les deux suites exactes

(11) 0 — Jy —> G(My /N) —X(N) —0
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(12) 0 —> X(F_), —> G(My /N) —>G(F_/N) —0.

Donc si X(Nw) est un Ar-module de torsion, i1 en est de méme de
X(F )y

Remarque. En remplacant F par F(EF)’ on a montré que le A-module
E(F‘—)

est de A-torsion si 1'hypothése p-adique de Leopoldt pour N,
est vérifiée.

2.3. Sur les A-modules pseudo-nuls de X(F_).

Notons X(L) 1le groupe de Galois de la p-extension abélien-
ne de L non ramifiée au dehors de p maximale sur L. Nous ramenons
dans ce paragraphe 1'étude des sous-A-modules pseudo-nuls de X(Fw) a
1'étude de ceux de X(Fw). L'étude de ces derniers a été faite par
Greenberg ([12]).

Commencons par relier les A-modules X(F_) et X(F).

Lemme 22. I1 existe un A-module U(F ) vérifiant les propriétés sui-
vantes :

(i) on a la suite exacte de A-modules

(13) U(F,) —= X(F,) — X(F_) =0 ,

(ii) U(F_) s'injecte dans un A-module libre de rang rZ(F)
(c'est-a-dire le nombre de places imaginaires de F) avec un conoyau
pseudo-nul isomorphe a

G(F_/F)
T(F )= m Indv T (u (F v
vigt P p s

))

ou le produit porte sur les places v de F au dessus de p*.

n
Démonstration. Soit F" le corps fixé par of . Appelons Mn (resp.Rn)
la p-extension abélienne non ramifiée en dehors de p (resp. de p) max+
male de Fn et Un v le groupe des unités locales congrues a 1 modulo
’
v de Fn,v' Posons
u = nu _ ,U = nU (q=poup*).
n,p vip n,v- n,q vig

Soit E (resp E ) le groupe des unités globales de F congrues a
1 modulo toutes les places v divisant p (resp. g). On a les injec-
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tions naturelles

Si An est la composante p-primaire du groupe des classes d'idéaux de
Fn, grice 3 la théorie du corps de classes, les suites et diagramme
suivants sont exacts et commutatifs :

1,p nl,_))—>G(R/F)—>A —> 0

/
1 -
/1 ,p(ny)"’G("/F)—’A -0

0

La premiére application verticale Pr, est induite par la projection
naturelle. Le noyau Kn de 1'application quotient

G(R /F,) —> G(M,/F,)

est égal au noyau de Pr,- D'autre part, comme En p est un sous-Z-
module de En 8 d'indice premier & p, 1'homomorphisme

'D( n’p) — i ,}l(En,p)

est surjectif et K est un quotient de U",”,. Soit U(F)) 1la limite
projective des U « pour n>1 relativement aux homomorphismes de

norme. Comme X(F ) (resp. X(F_)) est la limite projective des groupes
G(Rn/Fn) (resp. G(Mn/Fn)), on déduit de ce qui précéde la suite exacte

U(F,) = X(F_) — X(F_) —0 .

I1 ne reste plus qu'a montrer que U(F ) vérifie (ii). I1 est immédiat
que 1'on a 1'isomorphisme de A-modules

G(F_/F)

U(F) =« m Ind U(F, ) »
vip* v ,V

ou le produit est pris sur les places v de F divisant p* et ol
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( ) est égal a la limite projective des U relativement aux
normes des extensions locales F n.v pour un prolongement choisi de v
a F_. Elle est étudiée par Wintenberger qui généralise les résultats
d'Iwasawa ([37], [17]) et cela donne tout de suite le résultat.

Remarquons que, dans le cas d'une Z -extension L_, on peut de
méme montrer qu'il existe un AG(L /F)-module U(L ) sans torsion de
rang rZ(F) sur AG(L /F) tel que la suite de AG(L /F)-modules

u(L,) — x(L) — X(L)) —0

soit exacte en utilisant les résultats d'Iwasawa concernant les Zp-
extensions ([171).

Enonhcons maintenant les résultats obtenus par Greenberg dans [12].

Dans toute la fin de ce paragraphe, L_ sera une Zp-extension de F.

1- L'extension F_ contenant la Z_ -extension cyclotomique, le

A-module X(F_) est un A-module compact de type fini de A-rang rz(F)
sans A-sous-modules finis.

2- Si L_ vérifie 1'hypotheése p-adique de Leopoldt, le AG(L /F)
module X(L_) est de rang ro(F) sans AL /F)-sous-modules finis non
nuls.

3- Si L_ vérifie 1'hypoth&ése p-adique de Leopoldt, le AG(L /F)”
module X(L_) est un AG(L JF)” -module de torsion sans AG(L /F)-sous-
modules finis non nuls.

4- Si F vérifie la conjecture p-adique de Leopoldt, le A-module
X(F_) n'a pas de A-sous-modules pseudo-nuls non nuls.

On déduit de ces résultats et de la proposition 1.6 que la dimen-
sion projective de X(F_) est inférieure & 1 dés que la conjecture p-
adique de Leopoldt est vraie pour F.

Théorzme 23. Supposons que X(F_) est un A-module de torsion. Alors
X(F_) n'a pas de A-modules pseudo-nuls non nuls si et seulement si
X(F_) n'en a pas.

Démonstration. Comme le A-module X(F_ ) est de torsion, le noyau de
1'homomorphisme U(F_) —= X(F_) 1'est aussi. Mais U(F_) n'a pas de
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torsion grdce au lemme 22. Donc ce noyau est nul et on a la suite exacte
0 — U(F_) — X(F) = X(F_) —0 .

I1 est alors clair que si X(F_) a un module pseudo-nul non nul, celui-
ci s'injecte dans X(F_). Réciproguement, soit B 1le sous-module pseu-
do-nul maximal de X(F_) et soit C son image réciproque dans X(F_).
Le A-sous-module de torsion de C s'injecte dans B; comme X(F_)

n'a pas de A-sous-modules pseudo-nuls non nuls, C est sans torsion.
I1 est donc contenu dans un A-module réflexif R avec un conoyau D
pseudo-nul. Si K est le conoyau de 1'homomorphisme composé

U(F) —>C —>R,

la suite 0 — B — K — D — 0 est exacte. Comme B et D sont
pseudo-nuls, K 1'est aussi. I1 est donc isomorphe a T(F_ ) (1emme 22.
Mais pour presque tout sous-groupe H de O tel que O/H =~ Zp , B, K
et D sont des Ay -modules de torsion et T(Foo)H est fini. On en dé-
duit que BH est fini. De plus, B étant le sous-module pseudo-nul ma-
ximal de X(Fm), BH est un sous-module de X(Fm)u pour presque tout
H et donc de X(Lw) si L, est le sous-corps de F_ fixé par H.
Pour un tel H, By est donc nul dés que X(L_) est de AG/H—torsion
(c'est-a-dire dés que L_ vérifie 1'hypothése de Leopoldt) et un tel H
existe car X(F_) est de A-torsion. Donc B est nul lui aussi, ce qui
démontre le théoréme.

Lemme 24. Supposons que N_ vérifie 1'hypothese p-adique de Leopoldt.
Alors, le Ar-module JN défini dans la démonstration de la proposi-
tion 21 est isomorphe &

n IndE z
vip* p

Démonstration. Si L est une extension de K, soit RL la p-exten-
sion abélienne non ramifiée en dehors de p de L. On a 1'isomorphisme

X(Fm)G(Fw/Nm) o~ G(RNw/Fm)
et les suites exactes

0 — U(Feo)G(F m) > X(N,) — G(My /N)) — 0
0 —> U(N_) — X(N_) — X(N_) —0 .
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On en déduit que le conoyau de
est isomorphe a JN . Mais la structure de ce conoyau est donnée dans
le lemme 5.2 (ii) de [37]. On en déduit le lemme.
Nous allons maintenant traduire les résultats obtenus en termes du

dual de Pontryagin Y(F ) de S(F ).

Théoreme 25. On suppose que N_ vérifie 1'hypothése p-adique de
Leopoldt et que F(Ep) vérifie 1'hypothése p-adique de Leopoldt. Alors,
Y(F_) est un A-module de A-torsion et de dimension projective infé-
rieure a 1.

Démonstration. Nous avons déja vu que Y(Fm) est de A-torsion. Par le
théoréme 23, i1 n'a pas de A-modules pseudo-nuls non nuls. Grace a la
proposition 1.6, i1 suffit donc de montrer que pour une infinité de sous
groupes H de © tels que O/HuZp, Y(Fm)"l n'‘a pas de AG/H-sous-
modules finis. Cela est vrai pour H= G(Fm/Nm) grice au lemme 24 et
aux suites exactes suivantes :

(19) 0 = Y(F)gr ) — 8y W) =T () — 0

(15) 0 =) — ey A1) = Y(N) =0
ol 1'on pose M(-1)= Houth(T“(E),M). De plus, Y(Fm)H n'a pas de

)O/H

AO/H-modules finis si et seulement si (Y(Fm)H n'a pas de sous-mo-

dules finis. Le lemme I.7 permet alors de finir la démonstration.



HAUTEURS p-ADIQUES

Chapitre III. Hauteurs p-adiques.

Les premidres constructions de hauteurs p-adiques ont été faites
par D. Bernardi ([2]) dans le cas des courbes elliptiques en suivant une
idée d'Abramov et Rosenblum et par Néron dans le cas des variétés abé-
liennes. Cependant, la canonicité de ces hauteurs n'apparaissait que
dans le cas de multiplication complexe. La définition de ces hauteurs
p-adiques repose sur la construction de fonctions o p-adiques aux pla-
ces divisant p. D'autres constructions s'inspirent de la méthode
qu'utilise S. Bloch pour construire la hauteur quadratique complexe de
Néron-Tate a partir des extensions de groupes algébriques de la variété
abélienne par un tore. Elles ont été faites par B. Gross dans le cas des
courbes elliptiques a multiplication complexe mais surtout par P.
Schneider dans le cas général des variétés abéliennes a bonne réduction
ordinaire en p. Enfin, Mazur et Tate ont défini les fonctions o p-
adiques canoniques aux places au dessus de p ou la courbe elliptique
a réduction ordinaire. Dans le cas des variétés abéliennes a réduction
ordinaire en p, ils ont aussi défini des hauteurs canoniques en utili-
sant la théorie des bi-extensions de groupes (c'est-a-dire un point de
vue analogue a celui de Bloch) et retrouvent les résultats de P.
Schneider.

Nous allons ici nous borner au cas particulier ol la courbe ellip-
tique E a multiplication complexe et nous garderons la présentation des
fonctions o faite par D. Bernardi en allant un peu plus loin dans les
propriétés d'intégralité. Par contre, nous adopterons le point de vue de
Mazur et Tate d'associer a toute représentation continue du groupe des
classes d'idéles de F dans Z_  une hauteur p-adique. Nous donnons
ensuite un procédé de calcul de ces hauteurs qui fait apparafitre une ex-

pression que 1'on peut qualifier 3 postériori de hauteur naive.

1. Définition des hauteurs p-adiques.

Soient L une extension finie de F et S un ensemble de places
de L au dessus de p. On utilise un mod2le de Weierstrass de E sur
1'anneau des entiers de L ayant bonne réduction aux places de S,
c'est-a-dire une équation de la forme

(1) y2+a1xy+a3y= x3<|»a2x2+a4x+a6
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(ou les a; appartiennent & 1'anneau des entiers de L) et de discri-
minant A premier aux places de S. Si v est une place finie de L,
on normalise la valuation associée par vL(L') = Z et on note 0y
une uniformisante de L en v. Définissons les fonctions suivantes sur
Ta courbe

v(P,Q) = a1 (x(P) - x(Q))®

vy = 1 a7 -x(r)®
rGEa-{O}

pour a appartenant a8 0. Elles ne dépendent pas du modele choisi.

1.1. Facteurs locaux de Néron-Tate.

Si v est une place finie de L, Néron et Tate ont démontré
qu'il existe une unique fonction XL,v de E(Lv) -{0} dans Q@ (muni
de la topologie usuelle sur R ), continue pour la topologie v-adique
telle que

(1) la limite pour P tendant vers 0 de X (P)-v, (t(P))
’
existe pour un, donc pour tout,parametre uniformisant t de E a 1'or+
gine;

(i1) pour tout couple (P,Q) de points de E(L,)-{0} tel que
P+Q#0, ona

() A (PR od (PQ) = 22 (P42 (Q)+ v (x(P,Q)).

La fonction AL v vérifie aussi la propriété suivante pour o ap-
kd
partenant 8 0 et P et aP non nuls :

(3) A o(@P) = N (P) + 35 v (v, (P)a'?).

Lemme 1. Soient v une place finie de L ou E a bonne réduction et
(x,y) 1les coordonnées des points de E dans un modele ayant bonne ré-
duction en v. Alors,

A, y(P) = Sup(0, = § v (x(P))).

En particulier, AL v(P) est un entier qui est non nul si et seulement
’
si P appartient au noyau de 1'homomorphisme de réduction modulo v.
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Si E n'a pas bonne réduction en v mais que P ne se réduit pas
au point singulier en v dans le modéle considéré, on a la formule

ALy (P) = Sup(0, -3 v (x(P))) + g5 v, (a).

1.2. Fonctions o p-adiques.

Fixons une place v de S. Comme le modele (1) de E a bon-
ne réduction en v, = -x/y est un paramétre uniformisant de E a
1'origine. Soient L, le logarithme de E1,v et ¢, la série entigre
réciproque de L . Alors z= Lv(t) est un parametre uniformisant du
groupe formel additif. On définit les séries formelles suivantes

p,(2) = X(¢v(z)) +(af+4a2)/12

2k-2

1/22+2 Yy 2
2

S o
z exp (- £ zz-g Y 22K 72k (2k-1))

ov(z)
12
ev(z)= A cv(z) .

Donnons la définition de Sp et montrons en méme temps 1'invarian-
ce de ev par rapport au modéle. Pour chaque plongement de L dans 1a
cldoture algébrique de @ contenue dans €, on a une équation de E
sur € et un réseau L. Soit alors '

. -2, 1=2s
s,(L)= lim I o ¢wl .
2 s+;L wel
w#0

Comme E est a multiplication complexe, i1 est bien connu que SZ(L)
est un nombre algébrique, image par le plongement de L dans. € d'un
é1ément de L qui ne dépend pas du plongement et que 1'on note Sy n
en est de méme pour les Y qui sont reliés de maniére analogue aux sé-
ries d'Eisenstein EZk(L)' L'étude du comportement de s,, y,, t par
changement de modéle montre facilement que ev(Lv(t(P))) est indépen-
dant du modele choisi. Remarquons que 1'on peut calculer Sy de la ma-
niére suivante. Soit o un élément de 0 qui n'est pas dans Z . Alows

(02 -aa*)sz = L (x(r)+ (a% +4a2)/12).
rek,
r#0
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Exemples 1. Si K est égal a Q(v/=1) et Q(v/-3), s, est nul : en
effet, le réseau L étant invariant par multiplication par une racine
de 1'unité de K, ona sz(L)= s,(5L) = ;252(1.) pour ;'2= 1 et
z€K. La réciproque a été montrée par Masser (Springer L.N. 437).

Donnons quelques autres valeurs de Sy calculées dans [29] (table BII,
EIIl).

2 _ 4.3

y© = 4x° -35x - 49 K= Q(v/~7) sp= 1/2

y2= ax3 - 152x - 361 K= Q(/~T3) s,= 2

ye= ax3-3/B(4+/B)x-7(3+2/8) K= Q( /=TB) 5, = %(nz -‘é—g).

La série ov(z) converge dans L, pour vL(z) >vL(p)/(p-1). De
plus, pour o impair, cv(az)/ov(z)N(a) est égal a une fonction ga(P)
rationnelle sur 1a courbe et de diviseur I ((r)-(G)). Le lemme sui-

ret

a
vant se déduit des résultats de Mazur et Tate sur les fonctions o p-

adiques mais nous en donnons ici une démonstration indépendante.

Lemme 2. La série ov(Lv(t)) comme série en t appartient 2
t(1+tR [[t]]) ou R, est 1'anneau des entiers de L, .

Démonstration. Supposons par exemple que v divise p. Comme la réduc-
tion modulo v est injective sur E“*, la fonction 9 s'écrit comme
série en t sous la forme

g.(t)= ¢ ¢ (p-1) u(t)

ot u(t) appartient a 1+tR, [[t)] et ot c est une unité de R,
(en fait w*). Donc si 1'on pose h(t)= ov(t)/t. h vérifie 1'équa-
tion

hntd(t)) | ¢ yt)

h(t)P

(ici [n*] désigne la multiplication par w=* dans le groupe formel
). Remarquons que 1'on peut écrire h de manidre unique sous la

h(t)= T (1-at")
1
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avec a, appartenant a Lv et que si a, appartient a Rv’ le quo-
tient
1-a,([n](t))"
-a thHP

(1 art)
appartient a 1+th [[t)]. Donc si m est le plus petit entier tel
que ap n'appartienne pas a Rv et si 1'on pose

h,(t) = n (1-a.t"),
1 m n
hy vérifie
hy ([n*)(t)) 1+tR [[t]]) .

h, (t)P

Mais ce quotient commence par 1- (n*m-p)amtm+ ... car
[n*](t)= n*t+... . Comme m* est une unité dans R,» a, appartient
a R,, ce qui finit la démonstration du lemme 2.

Lemme 3. Soit v une place au dessus de p appartenant & S. Il exis-
te une fonction D, de y(L,) 2 valeurs dans R, continue et vé-
rifiant les deux Hopriétés suwantes pour P et Q non nuls

o, (Ps0)n,  (P-Q) \P
() |ty
o, (P (@)

= y(P,Q)

(1) (o (@P)m  (PNO)TZo y (p)a’?

pour tout o appartenant @ 0. Elle est unique a une racine douziéme
de 1'unité pres.

Démonstration. Les propriétés usuelles de la fonction 6 permettent de
montrer que la fonction

B y(P) = &,(L,(t(P)))

convient. L'unicité se montre grice au lemme suivant.
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Lemme 4. Soient v une place de S et D une fonction sur

E, v(Lv) - {0} a valeurs dans R,» continue et vérifiant

D(&P)= D(P)N(“) pour tout o appartenant 3 0. Alors, D est iden-
tiquement égale a 1.

Démonstration. Soit o un élément de 0 qui n'est pas dans Z . Soit
kn une suite d'entiers de Z dont la limite dans 0 pour la topolo-
gie v-adique est o et telle que knP est non nulle. Alors, aoP est
la limite de la suite kP dans E1,V(Lv)‘ Donc
K 2
D(aP) = 1im D(k P) = Tim D(P) "= D(P)* .
N noo

D'autre part, D(aP) est égale a D(P)N(u). Cela implique que D(P)
est égale a 1.

1.3. Hauteurs p-adiques.

Considérons un homomorphisme continu p du groupe d'ideles
I, de L dans Zp , trivial sur L. L'ensemble S, des places de
ramification de p est un sous-ensemble non vide de 1'ensemble des pla-
ces de L divisant p. On suppose cet ensemble contenu dans S. On
notg~ Py 1e composé de p avec 1'injection canonique de L; dans IL
et p 1'homomorphisme du groupe des idéaux de L premiers aux places
de S_ a valeurs dans Ep associé 3 p. Soit Ei,S(L) le sous-grou-
pe de E(L) formé des points qui sont dans le noyau de 1'homomorphisme
de réduction de la courbe elliptique modulo toute place de S et qui ne
se réduisent pas en un point singulier de 1a courbe en toute place. A
tout point P de Ei,S(L)’ on associe un idele i(P) de IL vérifiant
les conditions suivantes

1 (v archimédienne)

i(P)v =
)12

DL,V(P (ves)

vL(i(P)v)= 12)\L’V(P) (vgS, v non archimédienne).
On pose alors
1 .
h(P) = 73 o(i(P))
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pour P appartenant & E; S(L). C'est la hauteur p-adique associée a
1'homomorphisme p. Elle est a valeurs dans %Ep sur Ei S(L).

Proposition 5. La fonction hp est une fonction quadratique, c'est-a-
dire qu'elle vérifie

hp(P+Q) + hp(P-Q) = 2 hp(P) +2 hp(Q).

Elle vérifie aussi 1'équation

hp(uP)= N(a)hp(P) pour a€O0.

De plus, si L' est une extension finie de L et p' la restriction

de p a L', ona

hp.(P)= [L':L]hp(P) pour P€EE .(L).

1,

Démonstration. Les deux premigres propriétés se déduisent de la proprié-
té (2) et du lemme 3-(i) d'une part et de la propriété (3) et du lemme
3-(ii) d'autre part et de la nullité de p sur L*. La dernidre pro-
priété se déduit de la définition.

La forme quadratique h_ se prolonge naturellement a3 E(L) et
prend alors ses valeurs dans QP‘ Considérons maintenant 1a forme bili-
néaire symétrique (, )p sur E(L)xE(L) & valeurs dans Q, associée
a h :

p

= - -
(P.Q) = 3 [h (P+Q) = (P) -h (Q)].
Elle se prolonge en une forme bilinéaire sur

E(L) .I z, x E(L) .Z zZ,.

De 1a décomposition 0 e lp ~ OF x Op*, on déduit 1'isomorphisme
z

E(L) .l lp — E(L) Bop x E(L) 30,,. .

La forme bilinéaire (, )p vérifiant

(G-X;GY)D = N(a)(x’Y)p Y
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on a aussi
= *
(a.x,y)p (x,a Y)p

et la restrictionde (,) a E(L) e 0, xE(L)e® 0 _ oua
P o P o P

E(L) 5 0’*

de (,)p a

x E(L) @ 0_, est nulle. On notera <,> la restriction
o P PP

E(L) 5 Op x E(L) 3 OF*

et <, >p la restriction de (, )p a

*

E(L) . Oge * E(L) 8 0g -

Si iy désigne 1'isomorphisme de KF sur QP induit par le plongement
p-adique de K dans Qp, on a donc 1'équation

= * = i
<ax.y>p’ <Xy y>p’y 1’(a)<x,y>p’

] P

pour tout o appartenant 3 0. De plus, (, )p étant symétrique,

<, >p p est égale a 1a transposée de <, > On montre en fait fa-
)

cilement le lemme suivant.

p.p*’

Lemme 6. Soit h une forme quadratique sur E(L) 2 valeurs dans .Qp
et vérifiant

h(aP) = N(a)h(P) pour a€0 .

I1 existe une unique forme bilinéaire B vérifiant

(i) B(P,P) = h(P),
(ii) B(aP,Q) = B(P,a*Q) = ip(a)B(P,Q) pour P,Q appartenant
3 E(L) et o appartenant a 0.

Rem:rgue. Le lien calculatoire entre (P,Q)p et <P,Q>p,’ est le sui-
van

= 2. (i -

2r
ol B est un élément de 0-Z. Enfin, si o ZQ,i est un sous O-
i=1
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module libre de E(F) d'indice fini dont une O-base est P1,...,P
a

re on

det(((0;,Q5),)) ~ det((Py.P >, )2,

Donnons quelques exemples fondamentaux. Remarquons d'abord que si
L(p) est le composé des Z_-extensions de L, un homomorphisme :
p: lL — Zp. se factorise par G(L(p)/L). Son noyau détermine une
Z_-extension L_ de L. Nous noterons de 1a méme maniére 1'homomor-
phisme de G(L /L) dans Z_  qui s'en déduit. D'autre part, si o'
est un homomorph15me de G(L /L) dans Zp tel que log p'= p, on
notera par abus (, ) , = (.) 5 <> s <, >p . Par exemple, si «
est le caractére de G(Fm/F) dédmt de 1'action de G(F J/F) sur E oo

1'homomorphisme p: IF—>Z correspondant a logp;c vérifie :

)
p = ]c'g,1 NF/K
vF(x)logpNF/K(v) si v4p
pv(X) =

VF(X)]ngNF/K(v)-]Og}!NF-v/KF(x) si vip,

ou 1'on a posé logp= log_ o i;: (on rappelle que F contenant le corps
de Hilbert de K, NF/K(V) est un idéal principal de K).

Le probléme fondamental qui se pose ici est celui de 1a non-dégéne-
rescence des formes bilinéaires (, )K et (, )K,. Dans tous les exem-
ples numériques calculés, ces deux formes bilinéaires sont non dégéné-
rées. D'autre part, D. Bertrand ([4]) a montré le résultat suivant par
des méthodes de transcendance p-adique : si E est définie sur K et
si P est un point de E(K) qui n'est pas de torsion, (P,P)K et
(P,P)K,, sont non nuls. On conjecture que (, )'< et (, )K, sont non
dégénérées sur E(F) ;Z Ip modulo torsion. Nous verrons au chapitre V

qu'un tel résultat apporte des renseignements sur le comportement du
rang de la courbe elliptique le long de certaines Zp -extensions.

2. Hauteur naive et procédé de calcul des hauteurs p-adiques.

Nous allons maintenant exprimer les hauteurs h_ en termes d'une
fonction hauteur naive mp sur Ta courbe elliptique. La fonction m
est dite naive au sens ol elle s'exprime de manidre é1émentaire (et sans
fonction de type transcendant comme la fonction o) en fonction des co-
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ordonnées du point.

Nous distinguerons deux cas : le premier (cas I) sera en fait le
cas général, le second (cas II) sera celui ol Sp est contenu dans 1'en-
semble des places divisant @ (le cas ou Sp est contenu dans 1'ensem-
ble des places divisant p* se traiterait bien sir de 1a méme manidre).
Le calcul fait dans le cas (I) n'utilise pas la multiplication complexe
et se généralise aux cas des courbes elliptiques sans multiplication
complexe ([27]).

On gardeles mémes notations quedans le paragraphe précédent et on
choisit toujours un modéle de Weierstrass généralisé (1) de E sur lan-
neau des entiers de L, minimal aux places de SD' On note E; S (L)

*7p

le sous-groupe de E(L) formé des points qui sont dans le noyau de 1'ho-
momorphisme de réduction en toute place de Sp et qui ne se réduisent
pas en un point singulier pour toute place de mauvaise réduction du mo-
dele (1). Le dénominateur de x(P) est le carré d'un idéal n(P) de L.
Notons d'autre part p(P) 1la fonction de Weierstrass usuelle

B(P) = x(P) + (a3+d2))/12 ,

et posons a(P) = h(P)Z(F(P)). Lorsque P appartient a Ej ¢ (L),

c'est un idéal premier aux places de S_ sauf peut-étre pour p=3, ol
cela est certainement vrai pour 1'idéal a(3"P) avec n assez grand.
Pour un point P de Ej ¢ (L) tel que a(P) est premier aux places de

Sp, on définit la hauteur naive du point P relative au modele (1) par

o(a(pP)) (cas I)

POt —

m (P) =
m(P)= 3 BEPAx(P))  (cas 1)

ou p désigne 1'homomorphisme du groupe des idéaux fractionnaires de L
premiers aux places de S & valeurs dans Zp associé a op.

Introduisons une derniére notation technique : soit ry 1'unique
homomorphisme de Lv dans Qp prolongeant le composé de p avec 1'ex-
ponentielle de Lv'

Théoréme 7. Soit P un point de E? s (L) qui n'est pas de torsion;
alors e



HAUTEURS p-ADIQUES

()= lin m (e"P)/p%" - 3 L (st (DY) (cas 1)
o]

h (P) = Tim m' (x"P)/N(®)" = Vim m_(«"P)/N(m)"  (cas II).
p meo P e P

Démonstration. On a les développements suivants en fonction de
t= -x/y:

Lv(t) = t+a, t2/2 + (a%-#az) t3/3 +...

2
a a,+a S
o (L, (1) = teof t2a (L2 Dy du .
x(t) = t'2(1-a1t-a2t2+...)

2 2
o (L, () p(t) = 1-5, 4 ..

Notons que les coefficients de cette derniere série sont dans % Rv‘

Supposons a(Q) premier aux places de Sp. Comme p est trivial sur
L*, ona

1 1 2
h(Q) = 3 vésva(a(Q))ov(mL’v) +3 visp"v("vuv(tm)) 8(Q))

1 2
= m(Q)+3 vﬁsp"V("V“V(t(Qm #(0)).
On a de plus

o, (L, (@) 78(Q) = 1-'5, t(Q)2 mod £(Q)3/3R [LL(Q1].

Comme hp est une fonction quadratique et vérifie hp(nP) = N(n)hp(P),
le théoréeme se déduit du lemme suivant

Lemme 8. Soit v une place de S.

1= 8P F(t) €1+ t3/3R [1t/31], Tim o (F(t("P)))/p2" = 0.
noo

2- 51 f(t)e1+t?/3R [1t/31), Vim o (F(t(x"P)))/N(m)" = 0.
N+

3-8 deLl, Vimp (1-dt(p")2)/p?" = -r (dL (2(P))?).
N
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Démonstration. Pour n assez grand, 1'unité f(t(p"P)) (resp. f(t(a"P)
dans le cas 2) est une unité-de Rv congrue a 1 modulo v " avec

ko= 3 v'_(p)n+co (resp. 2vL(n)n+co) et c €Z. Or 1'homomorphisme
oy vérifie

(v (p)k+c ) k+c,
pv(Uv ) < (p) (pour c,€Z, k>>0),

si U‘(,"')' est comme d'habitude le groupe des unités de Lv congrues a

1 modulo v™. On en déduit que

n+C
o (F(t(p"P)))/p?" = O mod p !

v, (w)/v, (p)n+c
(resp. o (F(t(x™))I/N(m)" O mod p = & ).
D'ou les parties 1 et 2 du lemme 8. Pour démontrer 3, on remarque que
e, (1 - dt(p"P)?) = rv(1ogp(1 - dt(p"P)?))

pour n assez grand. Mais

Npy2 Npy2 n,\3 ¢
logp(1 dt(p 'P)°) =-dt(p P)° mod t(p P) Wy
(pour un c€Z). Comme d'autre part Lv(t(P)) est la limite de
t(p"P)/p" lorsque n —>= w, on en déduit le résultat.

Remarque. Dans le cas ou p est inerte dans K (cas super-singulier),
1'existence d'une fonction du type ov(Lv(t)) exp(chv(t)?') appartenant
a t(1 +th[[t]]) pour v divisant p n'a pas été montrée. Une telle
fonction appartient en tout cas a t(1 +th<<t>>) ou Rv<<t>> désigne
le sous-anneau de Lv[[t]] formé des séries formelles I a, t" avec

n! a €R,. On peut construire une fonction hp sur E(L) a valeurs
dans @ a partir de ces fonctions de 1a méme maniére qu'au paragraphe
1.3. Une telle fonction hp est encore quadratique et vérifie

hp(uP)= N(a)hp(P) pour a€0 .
On peut alors montrer que

Y n 2n 2
ho(P)= Tim m (p"P)/p"" + vésprv(aVLv(t(P)) )
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avec a, défini par

cv(z) exp(cv zz) =2 exp(uv 22 eee)

s
c'est-a-dire a,= - 22 +C,. La démonstration est identique lorsqu'on

n
a remarqué que VL(::T!) > VL(.’t’.T) pour vL(t) assez grand (indépendam-
ment de n).

Revenons au cas décomposé. La démonstration du théoreme 7 est tout
a fait effective. Donnons un exemple. Supposons que E est défini sur
K et prenons pour homomorphisme ¢ 1'homomorphisme ’logpx. Si P est
un point de E1(K) ne se réduisant pas en un point singulier du modele,
on a en choisissant n de valuation 1 sur K :

vg(t(nP)) = v (t(P)) +1 (vip) ,

ov(Lv(t(P)))zx(P) = 1 mod t(P)

avec h=2 en général, h=3 si sz=a1=a2=0, h=4 si
52=a1=a2=a3=0,

vK(z)d

logp(1 +2) = zmod p si vK(z) >0.

On en déduit que pour tout n>0,

1 n (h=1)n+hv, (t(P))
(4) h (P) = — log,_ a(n'"P) modulo p

K 2p" p
ol P est un point de E1(K) ne se réduisant pas en un point singulier
de (1) et ot a(Q) désigne le numérateur de x(Q) (défini a une racine
de 1'unité prés de K).

La deuxieme remarque qui facilite 1'utilisation .de cette formule
pour calculer numériquement la hauteur d'un tel point est le fait class+
que que a(nP) se calcule comme un polynéme en a(P) et
b(P)2= a(P)x(P)~! comme 1le montrera le lemme 9. I1 est donc possible
de calculer a(n"P) non pas en entier mais p-adiquement. Avant d'énon-
cer le lemme 9, faisons quelques rappels. Soit o un élément impair de
0. La multiplication par a se décrit de la maniére suivante. Il exis-
te deux polyndmes wa et by appartenant a 0[a1,a2,a3,a4.a6,x] tels
que
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x(@P) = ¢ (x(P))y (x(P))72

et vérifiant les propriétés suivantes :

a) wa(x) ‘est de degré ﬁi%}:l et ¢u(x) est de degré N(a);
ils sont homogénes en ags... 3 et x si 1'on donne & a le poids i
et 2 x le poids 2; 1le coefficient du terme de plus haut degré de ¥y

est a, celui de ¢a est 1;

b) wc et ¢a sont premiers entre eux sur K et le restent
sur tout corps résiduel de 0 ou E a bonne réduction et dans lequel

a est non nul.

Notons ﬁ; et 6; les polyndmes homogenes en deux variables (au
sens ordinaire) associés a Yy et o, :

ZN(u)

6;(X,Z)= ¢Q(XLZ)

Lemme 9. Soit P un point de E1(K) ne se réduisant pas en un point
singulier aux places de mauvaise réduction du modele (1). Alors, on a

a(nP) = § (a(P),b(P)?) .

Démonstration. Posons a= a(P), b= b(P). I1 suffit de montrer que les
deux entiers $“(a,b2) et bzﬁn(a,bz) de 0 sont premiers entre eux.
Prenons d'abord gq= p; comme il divise b et ne divise pas a, il ne
peut diviser $“(a,b2). Supposons ensuite que g est un idéal premier
de 0, premier 3 § et pour lequel le modéle a bonne réduction. Les
polyndmes homogenes réduits de ZE;“(X,Z)2 et 5“(X.Z) étant premiers
entre eux sur le corps résiduel 0/g, g ne divise pas le p.g.c.d. de
3. (a,b?) et de b% (a,0%)2.
Soit finalement g§ un idéal premier de 0 ou le modele (1) de E

a mauvaise réduction. On peut par un changement de modele du type

x= x'+r, y= y'+sx'+t supposer que la réduction du modele est

7= %, clest-a-dire que g divise a, (i= 1,2,3,4,6). Si q divi

X
se le p.g.c.d. de En(a,bz) et de bzﬁn(a,bz) dans 1'ancien modele, ;i
le divise aussi dans le nouveau. Grace a a), le p.g.c.d. de la réducton
de $“(X,Z) et de 2y (X,Z) est X. Donc g divise a et P se ré-
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duit au point singulier qui est (0,0).

Exemple 2. Montrons d'abord sur un exemple que 1'hypothése que P ne se
réduit pas en point singulier est fondamentale pour la validité de la

formule (4). Considérons la courbe y2= x3-49x, p=5 et les points

Py= (=38, Zodd), by (25, 120), Py (0,0 .
Le point P3 est d'ordre 2 et on a les relations
P2+P3= P1
x(2P,) = x(2p,) = 3372
! 277 a2
Le point P‘ est singulier et on a
3 10g5 a(P,) = 100 mod 125
3 Togg a(2p,) = 60 mod 125 ,
donc h(Py) = h(P,) = 60 mod 125
et h(P,) & § Togg a(P,) mod 125.
Exemples 3. Donnons ici quelques valeurs de hauteurs de points pour des

courbes elliptiques yz-- x3-dx a multiplication par Z [i] et de
rang 1 sur @ :

¥oe x3- 2x P= (-1,1) p=5  h(P)= 77mod 625 ;
y2e P-4k, P= (8,200 p=5 h(P)= 290 mod 625 ;
vo= x3+ 9x, P= (4,10) p=5  h(P) = 150 mod 625 ;
2o Beaix, pe (B8N, pe5  h(P) = 250md 625 ;

y?= x3-54x P= (27,135), p=5 } h (P) = 5401 mod 15 625

(rappelons que si w= 2+1i, on a

a(nP) = a(P)(a(P)?+ (2i-1)db(P)*)?
b(nP) = ((2+1)a(P)? - idb(P)*)b(P)?) ;
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yo= x3-2x P= (-1,1)  3pP= (-—;?,%),p=13,hK(P)50mod134;
1
y2= x3-2662x P= (-50,90) ,p=5 h (P) = 220 mod 625.

Exemples 4. Donnons quelques exemples choisis parmi les courbes A(%);
dans ce cas, 1'entier h de la formule (4) est égal a 2 :

A = P= (4,5), x(op)= FB, p- 5, n(P) =20 mod 25
x(5P)= -8, p=3, h(P) = Omod 9.

Exemples 5. Donnons des exemples ou le rang de E(Q) est supérieur a 2.

2 3

yo= x7+14x; P1= (2,6), Py= (;,%—’); le rang de E(Q) est 2;

prenons toujours p=5; alors la matrice

>

<PisPi%,p

est congrue modulo 625 a

( 80 340 - 1201)
340 + 1201 290 ’

et son déterminant est congru a@ 25x 103 modulo 55.

y2= x3-226x : un systéme libre maximal de E(Q) est

) 121 1155 o gy, )
Py= (-1,15), Py= (g ,=g"), P3= (-8,36); 1la matrice de <o,

pour ce systéme est

p

5x 38 5x53 5x5
5x102 5x 80 5x 100 modulo 625
5x53 5x 84 5x 113

pour p= (2-1) (calculs effectués par D. Bernardi); le déterminant
est donc congru a 53x 107 modulo 56.

Note. Une généralisation de ce paragraphe se trouve dans "Hauteurs p-
adiques", Séminaire de Théorie des Nombres 1982-83, a paraitre dans Bir-
khduser.
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Chapitre IV. Hauteurs algébrique et analytique associées a la ZZp -
extension N_.

Dans ce chapitre, nous construisons une forme bilinéaire algébrique
canonique attachée a la Z_-extension N_ qui permet de calculer une
partie de la série caractéristique du dual de Pontryagin Y(N_ ) de
S(N_) et nous la lions 2 la hauteur p-adique analytique associée au
caractére «k définie dans le chapitre précédent. Le point de départ de
cette construction est 1a suite exacte (1) de la proposition 1, obtenue
grice a une exploitation de la théorie de Kummer sur la courbe ellipti-
que et de la théorie multiplicative. Cette suite exacte permet de relier
entre eux des groupes de Selmer relatifs @ p et a p*. On 1'utilisera
de nouveau dans le chapitre V pour construire un pseudo-isomorphisme en-
tre Y(F)) et 1'adjoint de Y*(F_) et pour attacher 3 chaque Z_-ex-
tension une forme bilinéaire. Le contenu de ce chapitre est dans [26].

1. Hauteurs algébriques.

1.1. Suite exacte fondamentale.

Nous utiliserons dans tout ce chapitre les notations suivan-
tes : on pose

No= FIE L)y Fo= FIE L), 6= GN/F), T= GIN/F).

Soit In le groupe des ideles de Nn’ Vn le sous-groupe des idéles de
Nn dont les composantes sont égales @ 1 en toute place divisant - p

et une unité ailleurs. On pose

X
C = In/vnNn’ Q= n p (N ).

n LI qn n,v
Ce dernier groupe est d'ordre borné. Le noyau de 1'homomorphisme naturel

)

Hom( E,,n ,Qn) —> Hom( E,,n ,Cn

est Hom(E“n.uqn(Nn)).

Proposition 1. I1 existe une suite exacte naturelle

G G G n
(n*")
(1) °*”°"'(E“n'"qn(“n)) "-»Hom(E“n.nn) "-»Hom(Enn,Cn) "z(F)'\™ 40,
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On notera Ny 1'homomorphisme Hom(E n,cn)G“ —_ 2(;)("*").
Lt

Le reste de ce paragraphe est consacré a la démonstration de la
proposition et aux propriétés de fonctorialité par changement de corps.
Les corollaires et la construction de la forme bilinéaire algébrique an-
noncée seront donnés dans le paragraphe 1.2.

On définit d'abord 1‘'accouplement de Weil

W :E _xE —_— U
n L R qn

de la manieére suivante. Soient u un élément de E pe Voun élément de

E n et u' 1'élément de E" tel que n*Mu'= ul 11 existe une fonc
n* n

tion fn,u (resp. gn,u) rationnelle sur N, de diviseur
a"((u) - (0))

(resp.
L (u'+r)-(r)).

rek
"

On a évidemment 1a relation

. ny_ N, .
dw(fn’uow* )= q d"'(gn,u) ;

par une constante, on peut supposer que

donc quitte a changer f
n,u

n
Npy = q
fn,u("* P)= gn’u(P) .
On pose alors
(2) . W (u,v) = gn’u(Pw)/gn’u(P).

Propriétés 2. 1 - L'accouplement "n définit un isomorphisme de
G(F/F)-modules

E“*n —> Hom( E“n ,uqn)

vV > (u > Hn(u.V)) .

2 -Si o appartient da 0, Hn(au,v)x Hn(u,a"‘v).
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3-5i u appartientd E et v 2 E
n

“*n’

!:lm_1 (u,v) = Hn(u,n*v) .

Démonstration de 3. La comparaison des diviseurs de 9n+1,u et de
9n.u montre que
gn+1,u(P) = Cgp,y (MP),
ou C est une constante. D'ol
Wneg(usv) = gy ((Pev) /gy (P)
= g, y(TPeTV) /g (1°P)
= Hn(u,n*v).
On analyse maintenant les propriétés des éléments de ):(Nn)(“*n)

et de z(F)(™").

Lemme 3. On a un isomorphisme de G(Nn/F)-modu1es

1 x an
H (Nn,E"*n) —_— Hom(E“n’Nn/Nn )

que 1'on notera f > ?

Démonstration. Le lemme II.15 montre l1a nullité de

)

i
H (Fn/Nn.Eﬂ*n

pour i>1. On en déduit que 1'homomorphisme de restriction

G(F /N, )

1 1
H'(N_,E —> H N
( n n,n) (Fn E“*n

est un isomorphisme. Mais 1'on a

HU(FLE )= Hom(B(F/F,).E ).
“* “*

n

L'accouplement de Weil wn induit alors un isomorphisme
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1 1
H (Fn,E"*n) — Hom(E"n,H (Fpob o))

1 G(ann)
Toujours grice au lemme II1.15, les groupes H (F",u n) et

H1(Nn,u n) sont isomorphes car Fp= Nn(u rl). La théorie de Kummer
multiplicative donne alors un isomorphisme de H‘(Nn,u n) dans
n q
N/N*3 . D'ou le lemme 3.
n’"n
On peut de méme établir un isomorphisme analogue dans le cas local.

Lemme 4. Pour toute place v de N,» on a un isomorphisme canonique

WIN_ L ) — Hom(E N
n,v’ " n,v'’

"n'N;,v
Par _définition, un élément h de H‘(Nn,E *n) appartient a
Z(Nn)("* ) si et seulement si ses images par lgcalisation appartiennent
a E(Nn,v)/"*nE(Nn,v) pour v ne divisant pas g et sont nulles pour
v divisant p. Donc pour toute place v divisant g, h(u) appartiernt
a N;?C pour |:€E“n. Lg~lemme suivant permet de comprendre quelle
propriété locale vérifie h(u) pour une place ne divisant pas p. On
conviendra de noter U(k) 1le groupe des unités d'uR corps local k et
d'identifier U(k)/U(k) 2 son image dans k*/k*% .

Lemme 5. Soit v une place de Nn ne divisant pas p. On a 1'isomor-
phisme

n
n q
E(Nn,v)/“* E(Nn,v) e H°“‘(E“n'U(Nn,v)/U(~n,v) ).
Démonstration. Considérons les deux suites exactes :

) — H'(N

n 1
0 —> E(Nn,v)/" E(Nn,v) — H (Nn,v’E“n ) — 0

n

E
’
nv

E) -~ 0.

n 1 : 1
0 —> E(Nn,v)/"* E(Nn,v) —> H' (N E ,n) —> H'(N a0

n,v’ n n,v’
Les deux groupes du milieu sont en dualité exacte et 1'orthogonal de
«N
E(N, )/mEN )

est exactement
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n
E(M, )/ATEWN, 1)

(dualité de Tate, [35]). Soit N:rv 1'extension non ramifiée maximale

de Nn v Comme v ne divise pas g, la suite

r r
0 —> E“n —_ E(N:,v) — E(N:,v) ]

est exacte. On déduit alors de 1a nullité de

W N N

nr
n,v' "'n,v’ E(Nn,v))

1'isomorphisme

n o 1,,nr
E(Nn,v)/“ E(Nn,v) —> H (Nn,v/Nn,v’E"n)'

L'orthogonal de ce dernier groupe dans

n
/NX9 )

1 o
H'(N E ") —>Hom(E“",Nn’v nv

n,v’ ™

est alors exactement par la théorie du corps de classe local
qn
Hom(E UM, )N, )T,

ce qui démontre le lemme.

), B est son

Rappelons que si h est un élément de H'(NH,E n
"f

: n
image dans Hom(E n,N;“/N";q ). Le lemme 5 admet comme corollaire le lem-
me suivant. n

n
Lemme 6. Un élément h de H'(Nn,s ) appartient z(Nn)(“') si et
*

non
seulement si T(u) appartient 3 N*3  pour toute place v divisant g
seuiement S1 appartient a N,y

et si vy (h(u)) est divisible par q" pour toute place v (pour u
n .

quelconque dans E n).

n

Nous allons donner maintenant la description de 1'homomorphisme Npe

Remarquons que dans le cas ou E(F) contient E p C'est-a-dire dans le
n

cas ou F est égal a Nn’ elle se fait facilement de 1a maniére sui-

vante. Notons d. 1la projection sur F du produit direct F'Vn consi-

déré comme un sous-groupe de la réunion des groupes d'ideles des exten-
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sions finies de F contenues dans F. Soit f un é1ément de
Hom(E n,(:“) N, Si u appartient 2 E n® soit f"‘ un représentant de
n

n
f(u) dans I,. Alors,

.qn x
d“(fu )= a, avec a €N ;

a, est défini modulo N q et vérifie les propriétés du lemme 6. I1

*N
existe donc un élément h de z(N )(" ) tel que
Blu) = dulo N*9

u) = a, modulo N * .

On vérifie alors facilement que 1'application f > h vérifie les pro-
priétés demandées pour M. Dans le cas général, nous démontrerons la
proposition 1 de deux manieres différentes. La premidre est simplement
un raffinement algébrique de 1'argument précédent; la seconde qui nous a
été indiquée par P. Billot est plus dans la ligne des théorémes de dua-
1ité globale (voir par exemple [28]) mais utilise la théorie du corps de
classe globale. Remarquons que la démonstration de P. Schneider dans le
le cas sans multiplication complexe utilise les théorémes de dualité pla-
te de Artin et Mazur et semble &tre une généralisation de cette secon-
de méthode.

Considérons le composé des homomorphismes

d
1 x n 1 x
Hom(E“n,cn) —> Ext (E“n’Nnvn) > Ext (E“n.Nn)

G
et soit g 1'image d'un élément f de Hom(En n) nosi fl" est un

représentant de f(u) dans 1 c'est par défmltlon Ta classe de

n’

(u,v) —> 4 (flny/ fufy).

D'autre part, comme F* est p-divisible, 1'homomorphisme de connection
X X 1 x
Hom(E“n,F IN)) —> Ext (z“n,nn)

est surjectif. Donc i1 existe un &lément B de Hom(E ,F'/N') dont
ﬂ
1'image est g, ce qui veut dire qu'il existe des représentants B' de

B(u) dans F* tels que que 1'application u —» f' B' -1 soit un homo-
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morphisme de E n a valeurs dans 1 F"/V . De plus, deux tels choix de
n

Bl" différent d'un homomorphisme de E dans F*. D'autre part, comme
f est invariant par G(F/F), 1* 1dé]e

-1
O'f'_ Bn BI
(¢} 1IJ u (o) 1I.I

appartient 2 F'Vn pour o €G(F/F). Notons t (o) sa projection sur
F*. Alors u —>t (o) est un homomorphisme de E = dans £* (donc

n
dans u n)' I1 existe donc un élément s(o) de E .n tel que
q n

W (u,s(0)) = t,(0).

De la relation
t (ot)= ot _, (1)t (0) ,
u o ‘Iu u

on déduit que s est un 1-cocycle de G(F/F) a valeurs dans E e
Sa classe s dans H'(F,E *n) ne dépend que de f. On vérifie :acﬂe-
ment que la restriction de“ s a H'(Nn,E ) est exactement 1'élément
h construit précédemment et que s appartient en fait a ):(F)(" )

En posant “n(f) = s, on définit ainsi un homomorphisme n
G n
. n (n*")
n, : Hom(E“n.C“) —> Z(F) .

Le calcul du noyau se fait aisément. Nous allans plutdt détailler la
surjectivité. Soit S un élément de E(F)(" ) et s un cocycle le
représentant. Posons

t (o) = W (u,s(a))  pour o€ G(F/F).
I1 existe B"‘eF' tel que t (o) = oB./B, pour oc€G(F/N ). De plus,

n
= p'q
T Bu

appartient a N qv pour toute place divisant p et est de valuation
divisible par q" pour les autres places par le lemme 6. D'autre part,
la restriction de s a G(Fv/Fv) étant un cobord pour v divisant B,
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on a
-1 -1
tu(o)= oz, (o u)z, (u) pour oEG(Fv/Fv)

avec ¢, dans Hom(E oM Posons
n

).
q"
' -‘1 -1
Cou= 080_1u B, t,lo) .

Alors, pour toute place v de F divisant p, si 1'on choisit un pro-
longement v de v 2 F, ona

(3) Cou™ 0(8;'1u Cv(0'1u)'1)/(8l“ Cv(u)'1) pour cEG(Evo/Fv) .

On définit maintenant un idéle fl" de Nn par

(f"‘;)w =1 si wWlw
"Nn((fl'x)w)= w~n(au)/q" Si WXp , WXw
(f;‘)vo = g, 8 si vip

(fi)w = a(f("_1u)v° c;:“ si wip W= ov,

La relation (3) assure que f, appartient 3 I, que sa classe f(u)
dans Cn ne dépend pas des choix de Yo et de o et que u — f(u)
est un élément de

Gn
Hom( E“n Cp )

tel que nn(f) = §, ce qui termine la premiere démonstration-de la pro-
position 1.

Comme annoncé, nous allons maintenant en donner une seconde.

Soit M_ la p-extension non ramifiée au dehors de p de F nmaxi-
*
male. De manidre analogue au théoréme II-18, on montre que S(F)(" )
est contenu dans H'(MQ/F,E n). D'autre part, le groupe
"t

n
U(Nn v)/U(Nn v)q fait partie d'une suite exacte analogue a (II,7). En
effet la suite
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(4) 0 — U(Nn,v)/u(Nn,V)qn — N /N"q —H'(N

n, n

q

est exacte (elle se déduit de la suite exacte de cohomologie de la suite
exacte

v’ (Nn,v)) -0

0—>un—>U(FJn v)-’u(i’n y) == 0.
q ’ ’

Les lemmes 4 et 5 et la suite exacte (4) donnent alors 1'idée d'intro-
duire 1'homomorphisme naturel

1 -
(5) H (M_/F,E ) —> T Hom(E n,H (N v’u(Nn v)) .
* vig* ’
I1 est en fait facile de voir que Z(F)(" " est égal & 1'inter-
section du noyau de 1'homomorphisme (5) et du noyau de 1'homomorphisme

(6) H1(Mm/F,E D= H(FLE )
vip n*

Nous allons maintenant mettre (6) dans une suite exacte. Introdui-
sons d'abord quelques notations complémentaires. Si L est une exten-
sion de F contenue dans M_, notons E_(L) le groupe des p-unités
de L (c'est-a-dire des éléments de L qui sont des unités au dehors
des places divisant g), IL,p le groupe des p-ideles de L (c'est-a-
dire des idéles dont les composantes sont 1 aux places non divisibles
par p) et VL le sous-groupe des idéles de L dont les composantes
sont égales a 1 en toute place divisant p et une unité ailleurs.

Lemme 7. La suite

(7Y 0 — Hom(E"n,EF(Mm)) —> Hom(E n’IM p) —_ Hom(E“n,CMm) — 0

n oo’

X
est exacte (avec CM = IMm/Muo va)'

Démonstration. On montre d'abord que la suite

0 — EF(MG) — IM“.P —_ CMO — 0

est exacte. Le seul point délicat est la surjectivité. Soit X un é16-
ment de CM et (x ) un représentant de x dans le groupe des ideles
IL d'une extension f1n1e de F. Quitte a passer au corps de Hilbert de
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L, on peut supposer que Xy est une unité pour toute place v et Xx
est donc représenté par un élément de IL.p modulo VL. On en déduit
alors le lemme 7 en remarquant que E’(Mﬁ) est un groupe divisible par
p.

En prenant les invariants de la suite exacte (7) par G(M_/F), on
obtient la suite exacte

G(M_/F) G(M_/F) '
Hom(E e I " —_ Hom(E“n,CMQ) — H (Mm/F.E“*n)
n H'(F LE n)
vip Vg

De 1a nullité du groupe de cohomologie H (MJN I /M ) par la théorie
du corps de classes, on déduit la suite exacte

GMN)
(8) 0 —C —C, —> H (Mm/Nn’an) — 0.

, 1 1
On voit alors que H (Mm/Nn’va) = v?p*H (M,’V/Nn’v-"(“m,v”,

1'extension Mm/Nn étant non ramifiée au dehors de p. On a alors le
diagramme commutatif exact suivant

0
Lo
n
Hom(Enn,Cn)

| G(M_/F) |
Hom(E ,Cy, ) —> H (M..,/F.E ) —> THU(FLE )
nl l vip n*
Hom(E , m W'(N, LUN, ) — T Hom(E H'(N, UM, )

novip* vip* "

et la suite exacte (1) se déduit de ce diagramme et de la suite exacte

(8).

Nous allons maintenant comparer les homomorphismes ™ lorsque n
varie ou lorsque le corps de base change. Notons Nn n-1 1a norme de

X 9
N, @ N, (sur C, ousur N).
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Lemme 8. Pour n assez grand, il existe un unique homomorphisme trl

G G
. n n-1
t, : Hom(E“n,Cn) —> Hom(E -1 n-1)

vérifiant

to(h)(qu) = N o (h(u)).

On a pour cela besoin du lemme.

Lemme 9. Soit i 1'homomorphisme de Cn_1 dans Cn induit par 1'in-

n
clusion I"_1 —>In. Pour n assez grand, in est injectif sur
(c ) .

-1

n qn
Démonstration. Soit x un élément de I tel que

n-1

n X
X9 = ay avec aENn_' R yevn_1

4
X = bz avec bENn N z€Vn

n
Alors, a est égal a b et a appartient 2 Nq1 y Ppour toute place
v divisant p. Mais le noyau de 1'homomorphisme de restriction

(Nn’v

W /N o () — YN ))
q"

1yH
vig n, v n 1,v qn
est nul pour n assez grand. Cela implique que a appartient a qu

et que x appartient a Nn 1V~

Démonstration du lemme 8. I1 suffit de voir que si 1'on définit tn(h)
par

t,(h)(qu) = Nn,n-1(h(u”'

i1 ne dépend pas du choix de u, c'est-a-dire que si u appartient a

E» N, n-1(h(“)) est égal A 1. D'aprés le lemme 9, i1 suffit de mon-

trer que

(N, oy (h(u)) = 1.
Mais cela est égal a
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m o oh(u)= h(u)9 =
o€G(N /N _,

On montre facilem®nt les trois lemmes suivants.

Lemme 10. Si r ~ est 1'homomorphisme
n n-1
ros 2R ™) g™

induit par la multiplication par n*, on a

T ®My= Npg oty (pour n assez grand).

n n+1
Lemme 11. L'homomorphisme g(F) (™) 5 g™ )

clusion E n—>E n+l et 1'homomorphisme
n* n*

induit par 1'in-

) n+1

G
n
Hom(E“n,Cn) — Hom(E et n+1

3 == (u > i (¢(m)))

font commuter le diagramme

G
Hom(E ,C) " LI
n

! Lo
).

Gnet n+1 (n*
Hom(E n+t Cpet) z(F)
Lemme 12. (changement de corps de base). Soit L une extension finie de

F. L'homomorphisme restriction

2R ™ 5"

et 1'homomorphisme

Gn G(NnL/L)
C,) = — Hom(E  ,C(LN,))

Hom(E n
n n

induit par 1'inclusion du groupe des ideéles de Nn dans celui de LNn

font commuter le diagramme
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G .
Hom(E ,C) " LI L)
n

1 G(N /L) (L) 1 "
Hom(E ,C(N L) n W z(L) "
n

(avec des notations évidentes).

1.2. Corollaires et hauteurs algébriques.

Soit n," 1'homomorphisme déduit de n, Par passage au quo-
tient par le noyau de Nn et posons
1_e=n_,-1

:n=6 n Mn

ou & est le degré de 1'extension F(E,,)/F. Rappelons que 1'on a noté
v n
I*(F) 1la limite projective de ):(F)("* ).

Proposition 13. Les homomorphismes S forment un systéme compatible
d'homomorphismes qui induisent un isomorphisme Ep

2 I(F) —> vong, (T . 1imc, (p)) SNl P)

ol la limite projective des Cn(p) est prise relativement & la norme.

Démonstration. La premiére partie de la proposition se déduit du lemme
10. On a en effet

No,n-1(En(M)) = 204 (rp(h)) ().

G
Comme Hom(E n’Qn) " est un groupe fini d'ordre borné par rapport 2 n

n
(isomorphe 3 nm E (F )), 1'ensemble d'arrivée de =. est isomorphe
N vipg o VY F

1im Hom(E _,c )8N/F)
n

Mais ce Zp -module est aussi isomorphe a

tim Hom(T,, (6,) )6/F) < 1gm om(T, () ST
q
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En effet, si (fn) est un élément de ce dernier groupe, 1'image de o
dans Cn est nécessairement d'ordre divisant q" car fn est invariart
par G(Na/N,) :

i = = f:(Y) pour vy €GN /N )

et «(y) est exactement congru 3 1 modulo q" pour Yy générateur de
G(Nm/Nn). ‘D'ou la proposition.

Rappelons que 1'on a noté Mn la p-extension abélienne non rami-
fiée au dehors de p maximale de Nn et Xn le groupe de Galois de

M, sur N . L'homomorphisme d'Artin (,Mn/Nn) induit un homomorphis-

me surjectif de In/VnN;‘l sur )(rl de noyau fini d'ordre premier a p.

On en déduit un homomorphisme surjectif
Ac: |-|omZp (T.1jm C (p)) —> Homzp(T“,'lim X,(p)) .
Remarquons que 1'on a 1'égalité

Homyy (T_,1gm X (pN)S/F) 2y o (1 x()) (NP
P P

ot X(N_) est la limite projective des X, : un élément de ce dernier
groupe est en effet toujours d'ordre fini. Le composé °F= Ao EF est

donc un homomorphisme surjectif de \Z,*(F) sur HomZ (T“,X(Nw))G(N‘*’/F).

P
Rappelons que, d'aprés le théor2me II.18, Hom, (T“,X(N”)) est le dual
de Pontryagin Y(N) ‘de S(N_). P

Théoréme 14. L'homomorphisme 4>F

o : {*(F) —_— Y(Nm)r

est un isomorphisme si et seulement si N_ vérifie 1'hypothése p-adi-

que de Leopoldt.

Démonstration. Notons En le groupe des unités globales de Nn congres

a 1 modulo toute place v au dessus de p et En son adhérence da:_ns
m U(N ). Le Z-module E /E, est p-divisible car E = EEP
vig . n nn
pour tout entier r. On a donc la suite exacte



HAUTEURS ASSOCIEES A LA Zp-EXTENSION N,

/NN (p) =0 .

(9) 0 — E /E (p) —> C (p) —> (I /V N

De plus, si 1'on pose M(-1)= Hom., (T“,M) pour un Ar-module M,

En/En(p)('l)I‘ est nul. En effet, sip Y appartient 2 G, K(Y)-1Y-1
egit sur En/En comme une puissance de p & un automorphisme prés et
E"/En est p-divisible. On a donc 1a suite exacte (3 1'aide de 1'homo-
morphisme d'Artin) :

0 — E/E (R(-1)T = ¢ (-1 = x (-1 — 0.

Le théoréme 14 est alors équivalent au lemme suivant.

Lemme 15. Le groupe 1jm En/En(p)(-d)r est nul si et seulement si N
vérifie 1'hypothése p-adique de Leopoldt.

Démonstration. Supposons d'abord 1'hypothése de Leopoldt vérifiée pour
N . Si E"‘ est le quotient de En par son sous-groupe de torsion, on

a
e r_ = T _ Zv/p r
En/E"(-1) = En/En(-1) ns En/En(-l) n°
q q
Nous allons montrer que si r est un entier tel que le défaut Gp(Nn)

de la conjecture p-adique de Leopoldt soit constant pour n>r (et
égal a 6), ona

(10) (Er'l/E".) n= (E;./Er'.) n
q q
a
Soit (e,,...,e,, ) une base du Z -module E' telle que e!= e 1....,
1 h, n 1
a
er"= ehh soit une Z -base de E;-‘ On pose s= Ay...ap. On

peut extraire de (ei,...,e"‘) un systeme Z_-libre maximal, par exem-
ple supposons que c'est (e:sﬂ,...,e"‘). Alors (e6+1,...,ehn) est un

systéme Zp -libre maximal de al
- n
Soit x un élément de E"‘ tel que x9 appartient a E"‘ :

hl’l Qs .

x= lim m e,'*d (a; :€2Z)
j-no i=1 1,3
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h

n n B.
x3= 1 oe (8;€Z) .
i=1
On a une relation du type
h n
h Y os n ula; .q -B:)
lim n e nm e, ' V.o,

Joo i=s41 1 qzher ]

Comme (e6+1,...eh) est Zp-'libre, B. est divisible par q" pour
n

i
i>h. Donc x peut s'écrire de la facon suivante :

avec ySEF B‘ €Z . Comme F/E' est un Z -module p-divisible, x
est donc congru a un élément de E' modulo E' D'ol 1'égalité (10).
On en déduit que E"/E (- 1)1‘ est f1m d' ordre borné par rapport & n
et que la limite pro,]ectwe des E"/E (- 1)r est nulle.

Réciproquement, supposons que 1jm f‘n/En(-ﬂ n'est pas réduit a
1. Nous allons montrer que pour tout r>0, il existe n>r et un
élément de (E;'\/En)qn n'appartenant pas a (E;/Er) pe Ce qui contredi-

ra (10) et finira la démonstration du lemme 15. Soit x-= (xn) un é1é-
ment de 1jm E?}/Eh(d)r différent de 1; supposons que x
a F':,/E;. pour tout n>r. L'équation

n appartient

X, = xz(y) pour Y €GN /N)

r
implique que xg = 1. On a d'autre part

- x
Nn,n-1(xn)' Xn avec uelp

On en déduit que x. =1 ce qui est absurde.

Les trois corollaires suivants du théoréme 14 sont donnés sous
1'hypothése p-adique de Leopoldt pour N_.

— o~ T~
Corollaire 16. Les rangs des Z_-modules lL(F)(p) et W(F)(p*) sont
égaux. En particulier, [I(F)(p) est fini si et seulement si [L(F)(p*)
est fini.
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Démonstration. On a la suite exacte
(11) 0 — Ey(F) @ 0 — F*(F) — T_,(WL(F))
0 4

et le conoyau de la derniére fleéche est un sous-groupe du conoyau de
1" homomorphisme

E(F)oO,———» n E(F)oo
vip 0 P

Comme E(Fv) e Op* est fini pour toute place v divisant g, le rang
0

v
sur Z_ de I*(F) est égal a la sonme du O-rang n. de E(F) et du
P F

rang sur lp de M(F)(p*). D'autre part, comme VY(N_) est un  Ap-
module de torsion, les Z -rangs de Y(N )r et de Y(N ) sont égaux,
et égaux 2 la somme du rang sur Zp de l(F)(p) et de Ne- L'iso-
morphisme & entre ):*(F) et Y(Nm) permet alors de terminer la dé-
monstration.

Corollaire 17. Le A -module Y*(N_) est un Ap-module de type fini et
de Ap-torsion.

Démonstration. Grdce au corollaire 16, pour toute extension finie L de
- ——,

F contenue dans N_, Tles Zp -rangs de U(L)(p) et de TI(L)(p*)
sont égaux. D'autre part, 1'homomorphisme de restriction

s*(L) —» s*(n )8 (N/L)

a un noyau et conoyau finis. On en déduit que le Zp -rang de
Y*(N”)G(NN/L) est borné lorsque L parcourt les extensions finies de

F contenues dans N_ et donc que Y*(N ) est de Ar-torsion.

Corollaire 18. Si WW(F)(p) est fini, les Z -modules E (F) o 0 et

Y(N_ )I‘ sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. L'hypothése implique que T“(m(F)) et T“,,(u,l(F)) sont
nuls. On utilise alors la suite exacte (11) et e théoréme 14,

On construit maintenant & partir de 1'homomorphisme o une forme
bilinéaire

v v
BF,; : S(F) x S*(F) —> Qp
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que nous noterons BF lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible.

Si M est un Z_-module, on note div(M) 1le sous-groupe p-divisible

maximal de M et M/div le quotient de M par div(M). Rappelons que
nous avons montré (proposition 11.16) 1'existence d'un homomorphisme sur-
jectif de Y(N ) sur Sf(?). En le composant avec 1'homomorphisme sur-
jectif évident

&) — s ()

et en prenant les invariants par T, on construit 1'homomorphisme o
r /\
ae @ YN — div(S'(F)) .

D'autre part, div(S'(F)) est égal a div(S(F)) et son dual de Pont-
ryagin est canoniquement isomorphe a

Homg_(T,(S(F)) ., Z,)

En partant des suites exactes

“n

0 E 0,
——»E“n—> “n—-’E“m_—’

on montre facilement que les homomorphismes

s ™) — sy _
n

qui s'en déduisent sont surjectifs et de noyau E m(F)/n"E oF). Ils
n n
induisent par passage a la limite projective un homomorphisme surjectif
de noyau fini E(F)(p)
$(F) — T_(S(F)) .
Donc ag peut &tre considéré comme un homomorphisme

T v
Y(N)) —> HomZp (s(F), zp) .

On déduit alors du composé ap © ¢F :

ap o O : E*(F) — HomZp (;(F) . Zp)
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une forme bilinéaire BF,):= BF

v v
S(F) x z*(F) —Z,
(x,¥) == Belx,y) = ap o op(y)(x)

que 1'on peut prolonger a v;(F) x ;*(F) (a valeurs dans Qp). g*(F)
étant d'indice fini dans S*(F). Remarquons que E(F) e 0_ et

E(F) o Op* étant des sous-groupes de g(F) et de g*(F) respective-
ment, BF,p induit une forme bilinéaire {, }F,p

{, }F,p : E(F) 3 Oﬂ x E(F) 3 OF* —_— Qp.
Si P et Q sont deux points de E(F), on posera
{P’Q}F,p = {Pe1,Qe ”F,p'
La construction faite permet de donner des formules "explicites" pour
Bp F(x,y) et en particulier pour {P,Q}F lorsque P appartient 2
E(F) et Q appartient 2 E1(F). Soit p, le composé de ¢ avec la
projection
Hong, (T_,1im € (p)) —> Hom(Enn,In/N; v

et n"(“) 1'ordre de 1'é1ément u de En.
n

Lemme 19. 1 - Pour tout u€E pe ona
n

(12) (P,Q} ju= (o (Q)(u) MNP =P,

si P est un point de E(F) tel que n"P = P.

2 - (Décomposition locale). Soient Sn u(Q) un représentant
de n(Q)(u) dans I et {P,Q}’(‘uz 1'unique €lément de 0/n"'Y0 tel

que

.0 = (s, (@) .M )P) -,

YI,V/NH,V

pour tout u€E n Alors,
n
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(13) 6 P = T {P.o}fl“‘), modulo n"(Y)
’ v £ ]

ou v parcourt les places finies de Nn.

Remarque. On verra par la suite qu'il est possible de choisir Sn u(Q)
de manigre a ce que 1'application Q —-S_ (Q), soit continue sur
E1(F) pour la topologie v-adique (vig).

Démonstration. 1 - La formule (12) provient immédiatement du diagramme
commutatif exact suivant

[
E((F) o 0 5 vk = Homy, (E(F) e D
P

lo o* 1 l . a*0p)

E,(F)/m"E, (F) —> Hom(E n,ln/vnN;)r —> Hom(E(F)/n"E(F),0/n"0).
n

La seconde application de la ligne inférieure est
f > (Pmod n"E(F) —> (ur> (F(u),M /N )(P) =P )

) par

ol 1'on a identifié canoniquement O0/n"0 et Hom(E nE o
n n

B8 > (u —> Bu).

-2 - La formule (13) provient de la décomposition du sym-
bole d'Artin par la théorie du corps de classes

(y,M,/N) = c(yv,Mn'v/Nn,v) si yel.

Propriétés 20. Si o appartient 3 0, on a

ip(a) BF,ﬂ(x.y)= BF’F(ax,y)
BF’p(aX:.Y)= BF’F(X.G*Y) .

Démonstration. La premidre formule se voit immédiatement. La deuxiéme se
déduit du fait que

Ep(x)(Bu) = 2p(B*x)(u)
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v
pour x€ZI*(F), qui provient lui-méme de la propriété analogue de 1'ac-
couplement de Weil

W (u,B*u') = W (Bu,u').

Donnons maintenant une propriété des formes bilinéaires BL P vraie
sans aucune hypothése de Leopoldt. ’

Proposition 21. Les rangs des formes bilinéaires BL . sont bornés lors
- ,
que L parcourt les extensions finies de N_/F.

Démonstration. Le rang de BL,;: est majoré par le Zp -rang de
Y(NN)G“;U. Celui-ci est borné lorsque L parcourt les sous-exten-
sions finies de N_/F : on rappelle en effet que si M est-un Ar-module
compact de type fini et t(M) son Ar-module de torsion, le lp -rang
de MG(N:»/L) est égal au Zp -rang de t(M)G(Nm/L)’ qui est borné pow
L contenu dans N_.

1.3. Hauteur algébrique et série caractéristique.

On suppose dans ce paragraphe que N_ vérifie 1'hypothése
p-adique de Leopoldt. Le A -module Y(N ) est donc de Ap-torsion.
Soit f(N_,T) sa série caractéristique (définie comme toujours a une
unité de A prés). Notons ng le O-rang de E(F) et rg le Z -
rang de T“(ul(F)); c'est aussi le Zp-rang de T..(W(F)) d'apres le
corollaire 16.

Si M et N sont deux Zp -modules de type fini de méme rang et
si B est une forme bilinéaire de MxN a valeurs dans Qp, on dira
par abus de langage que B est non dégénérée si sa restriction 2 des
sous-modules libres M' et N' de rang maximal 1'est. On pose alors

det(B(m},n}));

disc B(M,N) = -Tﬁ?nTTTﬁ%N*T‘J

ou mi (resp. ns.) est une Z_-base de M' (resp. N'). Ce nombre n'est
en fait défini qu'ad une unité prés. Par contre, si P,....,Pn est une
0-base d'un O-module libre E' contenu dans E(F) et de rang maximal,

le nombre

det({P.,P.}- ). .
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a la méme valuation que disc {E(F) @ 0 ,E(F) @ 0 ,}. = mais ne dépend
0 P o F »B
pas du choix de E' et de sa base.
; . "FTE
Théoreme 22. 1- La série f(N@,T) est divisible par T .

N+r
FF si et seule-

2- Elle est exactement divisible par T
ment si la forme bilinéaire BF p est non dégénérée.

3- On a la formule

(18) F,TTT P e @) m i w-N—F(V))d' B _(S(F),S*(F))
R i (1= isc ,S*
® T=0 ? vip P v F.p

#(W(F)(p)/div).

Si W(F)(p) est fini, la formule devient

fnLTTF #(E(F)(p) m (1 "’F(V)w {, ) o« #(L(F) (R))
, ~ (1 - = )disc {, . .
b T=0 g vip ¥ v Fop ’

NN
Démonstration. L'homomorphisme Y(N_ ) —> div(S(F)) étant surjectif et
d1v(S(;)lr étant de Zp -rang nc+rp, f(N,,T) est toujours divisible
par T F F. Soit Z_ le noyau de cet homomorphisme. La suite suivante
est exacte

0> (2)F = YT > dTv(s(F)) - (2,)p = Y(N )~ dTV(S(F)) = 0 .

Mais par la proposition I1.16, le noyau de la derniére fléche est

*(F)/div qui est fini. D'autre part, 1a multiplicité de T dans

f(N ,T) est n_+r. si et seulement si (Z_ ). est fini, ce qui est le
© F F r L e P —_

cas si et seulement si 1'indice de Y(N )" dans div(S(F)) est fini.

Cette derniere condition est équivalente 3 la non-dégénérescence de

BF g Lorsqu'elle est réalisée, comme Y(N_) n'a pas de. Ar—sous-modub

fini non nul, (Zm)r est nul et on a

np+r
fOn,TT T F o~ H B~ HS PV YN
Mais, d'aprés la proposition 11.8 et le lemme II.1, on a

#(S' (F)/div) = #(S(F)/div)(S'(F) : S(F)]
i i WF(V) v‘ .vt -1
~ #(m(F)(n)/d1v)vIl1F1p(1 ai i Ol GO R AL} IR
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D'autre part,

[ETV(S() : YON)T) = [T (S(F)) & o (T*(F))]

v v v v
~ disc BF’p(S(F),S*(F)) - [S*(F) : z*(F)I#(E(F)(p))

v
(on rappelle que le noyau de S(F) —> T“(S(F)) est isomorphe 3
E(F)(p)). En mettant ensemble les trois formules précédentes, on obtiert
(14) et le théoreme 22.

I1 nous restemaintenant & comparer la forme bilinéaire algébrique
{, }F,p que nous venons de construire et la forme bilinéaire analytique
p-adique < ’>K,F construite au chapitre II1 et associée & 1'homomor-
phisme 1ogpn<. C'est ce que nous allons faire dans le paragraphe sui-
vant. Auparavent, donnons quelques exemples en supposant déja démontré
le lien entre les deux formes bilinéaires, c'est-a-dire

_ -1
Uadg g= #EFED RN <O o
Exemples. I1 est fondamental de comparer la fonction f(N_,T) et la sé-
rie d'Iwasawa 81 associée 3 la fonction L p-adique analytique ([3]).
Nous allons donner des exemples ol i1 est possible d'en montrer 1'égali-
té. Les trois premiéres courbes citées ont un O-rang sur K égal a 1.

y2= x3-2x, 11 est montré dans [3] que la composante 5-primaire

de 1i(Q) est nulle. On a alors
f(N_,T)~T (pour p= (2+i)).
I1 en est de méme de G,(x(y)(1+T)-1). On a donc
FN,T) ~6, (c(y)(1+T)-1)

De plus, Jll(Nn)(S) est nul pour toute extension N, contenue dans N_
et le rang de E(Nn) est égal a 1.

y2= 3+ 31x. On ne sait pas ici si lI(K)(5) est fini. Donc, soit 12

divise f(N_,T), soit
f(T)= Tg(T)

avec g(T) une série telle que 52 divise g(0). I1 est démontré dans
[3] que G1(K(Y)(1+T)-1) est de méme €gal 3 T(T+B) avec B divisi-
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ble par 52. Mais,on ne peut prouver 1'égalité de f et de
6, (<(v) (1+7)-1).

y2= x3- 36x. De nouveau, le calcul du second membre de (14) montre que

soit T2 divise f(N_,T), soit f(T) est égal au produit de T par
une série g(T) telle que g(0) est divisible par 5. De plus i1 est
montré dans [3] que G1(K(Y)(1+T)-1) est égal & T(T+B) avec B~5.
On est donc dans 1a méme situation que pour 1'exemple précédent. Cepen-
dant, dans ce cas un &1ément nouveau permet de conclure. I1 est facile
de voir que 2 divise le nombre de classes de K(E ) et que grice aux
minorations d'Odlyzko 5 ne le divise pas. Grace au théoreme de Coates
et Wiles démontré dans [10], on en déduit que f(T) divise
6,(x(y)(14T)-1). Donc f(T) est exactement divisible par T et égal
a une unité prés a G1(K(Y)(1+T)-1). De plus, UI(K)(p) est fini et de
cardinal égal a 1.

ve= x3+tax. Ici, n, est égal a2, W(K)(p) est trivial pour

p= (2+i) toujours d'aprés [3] et f(N_,T) est égal a 1 a3 une unité
pres.

2. Comparaison des deux formes bilinéaires.

Théoreme 23. Les deux formes bilinéaires {, ) p et <,>, p 3
. .

E(F) sont proportionnelles :

_ -1
Codp s 87, o

ou tp(F) est le cardinal de la composante p-primaire de E(F(Ep)).

Démonstration. Les deux formes bilinéaires vérifiant les propriétés (i)
et (ii) du lemme I1.6, i1 suffit de montrer que si P est un point de
E(F), 1'expression tp(F){p’P}F,g est égal 2 hK(P)= <P,P> . On
remarque ensuite qu'il suffit de vérifier cela pour un sous-groupe d'in-
dice fini de E(F), par exemple pour E1(F). On commence alors par cal-
culer {P,Plﬁfv pour toute place v ne divisant pas p. On montre en-
suite que 1'on peut éviter de le calculer pour les places au dessus de
p* puis par un argument différent pour les places au dessus de g.

Rappelons que la fonction fn u est de diviseur

Q"((u) - (0)),
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que g, est de diviseur

T (u'+r)-(r) avec mMu' =y
rek n
“*

et que les deux fonctions sont reliées par
n qn
* -
fn,u(" P) = gn,u(P) .

Lemme 24. Soit P un point de E (F) qui n'est pas de torsion et
h, p le cocycle associé dans H! (F E ). Alors, 1'homomorphisme cor-

an

respondant hn,p dans Hom(E n’ Nn/Nn ) est donné par
N = (P) modulo N9
n,plu) = modulo N ™ .

Démonstration. Soit P; un point de E(F) tel que n*"Pn =P. Ona
alors

hn,P(O) = oPp - PR

et on cherche un élément h_ p(u) de N; tel que si

~

n
q _
at = hn,P(")’
on ait pour oes(?/Nn)
ca/a= “n("’hn,P(U))

Mais, par définition de Hn, on a

Nn(u’hn,P(o)) = gn,u(P;+°Pa - P;)/gn u(P;)

(P*)/g_ . (P*)

= 990 u' 0?9t

et g (P*)q étant égal a fn u(P)’ le Temme est démontré.

n,u 'n
Posons
_ o X(P-u') -x(r
Fn,u(P)' M )= x(r
r
ol le produit est étendu aux classes r de E - {0} modulo+1 et ou

*N
u' est toujours 1'unique élément de E , tel"que ' = u. Cette
n
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fonction ne dépend pas du modele de Weierstrass choisi. Remarquons que
1'on a

12 .
F,ulP) 8 Y p(Peut)/y ((P)
et que 1'on a 1'égalité des diviseurs suivants
: _as n 0.
chv(gn’u)- d1v(Fn’u)+q ((u')-(0)) .
On pose

n
= - q
tn.u' Fn,ufn,u' ’an,u(P)' tn,u(P;) :

On a donc

~ n
hn,P(u) = an,u(P) modulo N:‘q .

Lemme 25. Supposons que v ne divise pas p. Alors

n n
an(an,u(P))/q = )‘Nn,v(P'u) ')‘Nn,v(P) mdq Z .

Démonstration. Soit Qn= Fn(P;). L'extension ﬂn/Nn est non ramifiée
en v d'ou

n n
an(an,u(P))/q = in(Fn,u(P;;)) +in(f"’u.(P;)) mod q Z .
D'aprés (III.3), on a

v

(F, o(P9) = Ay (P-u) =2y (P)
n’ ’

2, n,u’n n
-q"lg (PE-ut) =2 (PR)]
n)

eV n
n
=y ,v(P'") -y ,v(P) mod q Z .
n n
D'autre part, on a

n
fn,u‘(P;)= gn,u'(PEn)q avec n*"P§n= P
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et 1'extension Nn(Pin)/Nn est non ramifiée en v. D'ou
n
vﬂn(fn,u'(P;)) =0mdq Z .

Cela termine la démonstration du lemme.

On considere désormais les expressions {, }’(‘“\)’ (lemme 19) calcu-
lées a partir de 1'idele Sp u(P) vérifiant

1 si vl

(15) Sp.u(P)y =

tn,u(P;,v) si vip

no_.
an(Sn,u(P)v) = VNn(an,u(P))/q sinon

Yund n -
ol P; y est 1'unique élément de E1 v( n, v) tel que n* P* P

(1'existence et 1'unicité viennent de ce que n* est un automorphisme
. s s

1 v( h, v)) L'application P —> Sn,u(P)v

la topolog1e v-adique si v est au dessus de g.

sur E est alors continue pou

Proposition 26. Supposons que v ne divise pas p. Alors, pour P
appartenant 2 E1(F) et qui n'est pas de torsion, on a

(u),, _ ;. =n
(16) {P’P}n,v"' [n )‘Nn.v(P'") 1ogpw~n(v)]u

pour tout u€E
—_ "n

Démonstration. Pour simplifier les notations, on pose y= by - Par dé-
n

finition, si wy est une uniformisante de Nn en v, ona
(u)  _ .~ -
{P,P}n’vu- v~n(a (P)/q ) w,, Ma,v/ )(P )-P,]

ou n"Pn= P. Notons Pl—> P la réduction modulo v sur E(Nn(Pn)v)

Elle induit une injection sur E n’ D'autre part, par définition du
Grossencharakter, on a "

(wgsMy 7y () = w(VIP,.

n

Comme E(Nn) contient E .,y(v) est congru @ 1 modulo w et logpw(v)
w
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est congru a ip(w(v)-1) modulo qZ". D'ou

tp,pyY) U a7y (2, PV H0)-1)F

. -n Y
= [)\Nn’v(P-u) ')‘Nn,v(P)]" logp w(v)p

(1a premigre ligne est en fait vraie dds que v ne divise pas p).
D'autre part, par le lemme III.1, )\N v(P)P est toujours nul de méme
n,

que ANn’v(P-u)(P-u). D'ou

{P,P}'(]l:‘)l’t;= }.Nn’v(P-u)n'" log’ wiv) u

et la proposition.

Lemme 27. Choisissons un entier m tel que n" annule E(Fw)(p) pour
toute place w de F au dessus de gp*. Alors, pour tout n>m et
pour toute place v de Nrl au dessus de p*, on a

(4) n'“{P,P},(“f?, = 0 modulo n"(Y) 0,
(i) )‘Nn,v(P’u) =0 pour tout ueEnn-Enm.

Démonstration. Le début du calcul fait dans la démonstration du lemme
précédent montre que {P, P}(") u est un multiple de P et donc appar-
tient 2 E(F )(p). On en dédu'lt (i). Quant a (ii), i1 se déduit du lem-
me III.1.

On peut réécrire (ii) de 1a maniére suivante

m -
n ANn’v(P-u)u- 0 pour tout ”€E“n

Effectuons maintenant le calcul de {P, P} en utilisant la for-
mule (13). Posons Kk, Pour la restriction de « 2 G(N, /N, ). Ona
alors pour un point P de E (F) :

he (P-u)= b (P)= [Ny :F1 h (P)

= 8q"t ()" h (P

On déduit alors de la définition h"n’ de la proposition 26 et du lemme
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27 la formule
m_.n
Smom {P’P}F,p u

_m (u) __-n
= vfp[{P,P}n,v'-n (logp DNn,v(P'") -ANn,v(P-u)1ognw(v))]u

m-n
+m h. (P-u)u.

n

D'ol une égalité du type

PPY - tp(F)'1hK(P) =D (P)modq"™" z,.

ot D, (P) est une fonction quadratique sur E1(F) a valeurs dans
z /oM os
p/p Zp vérifiant
D,(aP) = N(a)D,(P)

pour o appartenant a 0 et continue pour la topologie induite par
1'inclusion

E,(F) — n E, (F).
1 vig 1,vi v
On en déduit que Dn est nulle et que

(PPl o= (P 'h (P)

et le théoréme 23.
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Chapitre V. Hauteurs algébrique et analytique associées a une Z -
extension contenue dans F, et série caractéristique & 2 variables.

Dans ce chapitre, nous démontrons les théorémes IV.22 et IV.23 pour
une ZZp -extension L, contenue dans F, et donnons une formule analo-
gue a 2 variables pour la série caractéristique de §(Fw) (paragraphe
5). Les formes bilinéaires algébriques ”t‘]i5§E§~ES"t construites a par-
tir d'un pseudo-isomorphisme ¢ (F ) entre S*(F ) et 1'adjoint
=N — g ®
a (S(F))) de S(F,) (le . signifiant que 1'action de © a été chan-
gée par 6 —> 8-1). Ce dernier se démontre a partir de lq’EEjte exac-
te (IV.1). I1 peut étre considéré comme une dualité entre S(F_) et
/\

S*(F_) et 1'on en déduit une équation fonctionnelle entre les séries
caractéristiques. De plus, afin de montrer 1'égalité entre ces formes bi-
linéaires algébriques et les hauteurs p-adiques définies au chapitre III,
nous montrons que les A-homomorphismes

T~ . /\

¢p (F)) : S*(F ) —> aA(S(Fw))
. /\

Qp*(Fm) 2 S (F) — a,(s*(F)))

sont adjoints 1'un de 1'autre.

Cependant, nous n'irons au bout de ce programme qu'en supposant que

les conjectures p-adique et p*-adique de Leopoldt sont vraies pour

toute extension finie de F contenue dans F_, ce qui est par exemple
vérifié deés que F(Ep) est abélien sur K.

1. Equation fonctionnelle.

1.1. Rappels et notations.

On reprend les notations utilisées dans le chapitre IV. On po-
se donc en particulier
F = F(E ), N = F(E ), N*= F(E ).
n qn n .y n -~y

Si L est une extension abélienne de F et M un Zp [[G(L/F)]-module
compact et de type fini, on pose

a (M) = azp[[e(ur)n‘"’ '
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De plus si L est une Zp -extension d'une extension finie F' de F,
M est pseudo-nul s'il est pseudo-nul en tant que AG(L/F‘)'mOdU]e‘

Dans le cas ou L est une extension finie de F contenant Nn,
la suite exacte (1) de IV devient

(1, 0 —> Hom(T ,u p{L)) — 1 Hom(T ,u nlty)) —

q vip q

— Hom(T",X(L)qn) — ()™

,n
n
)%0.

En effet, 1'hypothése p-adique de Leopoldt pour L implique que
E, p/EL F(p) est nul et donc, grdce a la suite exacte (IV.9), que
X(L) p st isomorphe a C(L) p Par 1'homomorphisme d'Artin. Le dernier

q
homomorphisme de (1)L , est noté nn(L).

1.2. Equation fonctionnelle pour N_.

Proposition 1. Soit L une extension finie de F. Les homomorphismes

nn(LNn) permettent de construire un AG(LNm/L) pseudo-isomorphisme
¢F(LN°°) injectif

bg(LN,) = YX(LN,) ELNQ(Y(LNOO)) .

Le dual de Pontryagin de son conoyau T*(LNm) vérifie la suite exacte

N
0 — Hom, (T ,u (LN])) — mHom, (T ,u ((LN_) )) —= T*(LN ) —»=0.
lp mn o) le lp n p \' o

Démonstration. Pour simplifier les notations, on supposera que L eﬁt
*

égale 3 F dans la démonstration. La limite inductive des Z(Nn)(" )

relativement aux homomorphismes induits par les inclusions

E“*n - En*n+1

me I1.11 est encore égale au dual de Pontryagin de Y*(N ). D'autre

et N S N, est égale a Z*(N_) qui grdce au lem-

part, la limite inductive des X(Nn) n relativement aux homomorphismes

de norme est égale a 1imX (Nn)(p). Mais, X(Nn)(p) est exactement
X(Nw)G(Nm/Nn) qui est fini puisque nous avons supposé que Nn vérifie

1'hypothése p-adique de Leopoldt. Donc d'aprés le corollaire 1.13,
1imX (Nn)(p) est égal au dual de Pontryagin de éN (X(N_)). Grace aux

lemmes IV.11 et IV.12, les suites exactes (1)N n entrainent alors par
n,
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passage a la limite inductive la proposition.

1.3. Equation fonctionnelle pour F_.

Proposition 2. Les homomorphismes ¢F(L~“) permettent de construire un
A-pseudo-isomorphisme @p(Fm) injectif

o (F) : Y*(F,) — ‘:‘rm”("m))'

Remarque. La structure du conoyau de QF(Fm) sera donnée au cours de la
démonstration. D'autre part, 1'existence d'un tel A-pseudo-isomorphisme
a été démontrée indépendamment par Greenberg ([13]).

Démonstration. On fait maintenant varier L 1le long d'une Zp -exten-
sion L de F(Ep) différente de Nm(Ep*). On note L~ Tles corps in-
termédiaires. De 1'étude des homomorphismes de transition faite au lem-
me IV.12, on déduit la suite exacte

(2) 0 — Y*(F ) — 1jm aLnNm(Y(LnNm)) — T*(F)) — 0
ou le dual de Pontryagin de T*(Fm) vérifie la suite exacte

0 — Hom, (T_,u ) Homy, (T ,u (F. ) —= T*(F) — 0
—> Hom ,um—>nom sH AF —_— m—-).
Zp Ligs vig Zp LIS ,V
11 reste a comparer le module du milieu de la suite exacte (2) avec
1'adjoint de Y(F_). D'aprés le corollaire I.13, 1'adjoint de Y(F)
peut se calculer par la formule

a,(Y(F)) = 1jm aLnNm(Y(F“)G(Fw/LnNm))‘

Soit M/
LN,

et Jn le composé des sous-groupes d'inertie aux places de Lan

1'extension abélienne maximale de LnNm contenue dans

Mﬁn

divisant p*. Pour n assez grand U\Zno), 1'homomorphisme de pro-
jection ’

Jn —_— G(Fm/LnNm)
est surjectif. Soit Jﬁ son noyau. On a alors la suite exacte

0 — J"‘ —_ X(Fm)G(Fw/LnNm) —_ X<N°°Ln) — 0.
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Le groupe G(M, , /N L ) est produit direct de G(M, , /F. ) et de
Nan o n NﬁLn ©

G(Fw/N“Ln). L 'homomorphisme de transition sur X(Nan) est induit par
la multiplication par la somme des éléments de G(Ln+1Nm/Lan) sur
X(F“)G(Fw/NwLn) et induit la multiplication par q sur G(FE/Nan).

Supposons n>n_ et notons v, o les places de LN, au dessus de p*

et Tin un générateur du groupe d'inertie de Vin se projetant
) )
sur un générateur vy, fixé de G(F@/Ln N_). On vérifie que
)
n-n P

(2 Y; T
o YEG(LN/L N o
[o]

n-n
(o]

avec inX(FQ) et que T est un générateur du groupe

q
o = T.
i,n i,n,

d'inertie de Vine Donc 1'image de Ty PAr 1'homomorphisme de tran-
sition est T,

i,n+1 et 1'homomorphisme de transition
Jrll - Jr'|+1

est un isomorphisme pour n>>0. Posons alors

T(F,) = Homlp (T, 1jm AL“NN(J;,)).

C'est un A-module pseudo-nul et on a la suite exacte de AG(F /F)-modu-
les “

(3) 0 — 1jma , (Y(NL)) = & (Y(F)) — T(F) — 0.
n o ©

On déduit de (2) et (3) la proposition 2.

Remarque. Le premier module de (3) peut aussi étre décrit comme le dual
de Pontryagin de

Hong (Tyo 1im X(Fp)(p)) .

On déduit de ¢’(Fw) un A-homomorphisme injectif et & conoyau
pseudo-nul

€

0 (F) : YH(F) —>a,(Y(F,)).
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Corollaire 3. Pour toute Ep -extension L_ de F contenue dans F_,
il exi;te un pseudo-isomorphisme injectif ¢;(Lm) de AG(L@/F)'MdU]eS

Bl Egr ) = i e )

dés que Y(F»)G(FO/LN) est un AG(LJF)-mdule de torsion.

Rappelons que si L_ est différent de N_ et de N*, ona

Fdg(r ) = YL
Y(F‘”)G(Fw/l.m) BY(LOD) .

Pour la démonstration du corollaire 3, on applique la proposition 1.12
et le théoréme I1.25.

Remarque. La construction de la proposition 2 aurait pu &tre faite a par
tir de n'importe quelle Z_-extension L_ de F contenue ou non dans
F_. En particulier pour toute Z_-extension L_ de F, il existe un
AG(L ”/F)-homomorph'isme injectif de Y*(L ) dans 5LQ(Y(L°°)) A conoyau

pseudo-nul dés que Y(L ) est de AG(Lw/F)-torsion. De méme, la cons-
truction des hauteurs algébriques qui suit est valable pour n'importe
quelle lp -extension de F. Cependant, dans ce cadre général, nous ne
savons pas pour 1'instant lier ces hauteurs algébriques aux hauteurs ana
lytiques définies dans le chapitre III. Aussi, nous limitons-nous dans
1'exposition aux Ep -extensions contenues dans F_.

2. Hauteurs algébriques.

Nous allons d'abord montrer comment 1'on retrouve 2 partir de
%(Nm) la forme bilinéaire BF 8 du chapitre IV. Rappelons que, d'aprés
la proposition 1.14 et le théoréme I11.25, SN o SN (Y(N_)) est canoni-

@

quement isomorphe & Y(N_). En prenant 1'adjoint é(%(Nm)) de 1'homo-
morphisme %(Nw), on obtient la suite exacte

0 — Y(N) — SN (Y*(N_)) — T*(N,)) —0 .

Ce dernier module étant fini, 1'image de Y(N”)r dans  ay (Y*(Nw))r est

d'indice fini. D'autre part, notons Z*(N_ ) 1le noyau de 1'homomorphisme
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canonique
T
Y(N_) — div(S*(F))

et U* son image. Grice au lemme II.17, U* est d'indice fini dans
div(S*(F)). Par passage a 1'adjoint, on obtient un homomorphisme injec-
tif

ay_(Un) —> &y ()T

Ce premier module est isomorphe a3 Hom, (U*,Zp) . Plus précisemment,

comme U* est un ZP -module de type fini sur lequel T agit triviale-
ment, a chaque générateur y de T est associé un isomorphisme

Homlp(u*,lp) — 5N (u*)

déduit de la suite exacte 0 —> Ap i Ap —> Z,—> 0. Considé-
rons alors le diagramme suivant

(4) Homy (u,Z)) =>  F () — &, ()]
T o(S*(F)) ()T
| S
S*(F) Homg_(S(F).Z,) <= Homg_ (T,(S(F)).Z,)

le symbole ~ indiquant que 1'homomorphisme est a noyau et conoyau fi-
nis. On en déduit une forme bilinéaire sur S(F) x S*(F) a valeurs dans

@ que 1'on note pour 1'instant By.

P

Lemme 4. Les deux formes bilinéaires BF P et BY sont proportionnel-
]
les :

log _k(y)

Brn® ’—t"m- By -

Démonstration. La forme bilinéaire BF se calcule a partir de 1'homo-

morphisme

P
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T v
Y(N)" —> I*(F)

qui se décompose ainsi

r % ./\1" ==
YIN) — l-lomZp (lipx (Nn)(-1) . Zp) —> Hom(Z*(F) , Ep)

\ l

v

I*(F)
L' homomorphisme Yy se calcule de 1a maniére suivante : soit un élément

. r

X= (xn) de 1im Hom., (Tn’X(Nn) ") et ¢ .un élément de
——— T P - q
h_;nX(Nn)(-1) . Alors

¥1(x)(6) = q"o(x) mod q"lp.

La forme bilinéaire BY se calcule a partir de 1'homomorphisme
T v
Y(N_ )" —> S*(F)
(diagramme (4)) décomposé ainsi
/\
YT =3, o a, (YIN)T = Hom(Tipx (V) (-1)F ,Z.) B> 5*(F)
* A " A e % *Tp )

L 4
1)

L' homomorphisme v, se calcule de 1a maniére suivante :

-a_a -1 n
wz(xn)(¢? = <1>(xn)am°zdp k(Y)Y (k(y) " y-1) Y=1modq Zp

si p" est le degré de N, sur F(Eﬂ) (on a donc p"= q"tF(F)q).

La comparaison entre ¥y et 123 montre alors que
_ -1
Y= - ]ngK(Y)tF(F) 128

d'ol le lemme.

On peut de 1a méme maniére qu'au début de ce paragraphe associer a

un générateur T d'une Z _-extension L_ de F une forme bilinéaire
v v

BT dépendant de T sur S(F) x S*(F) en utilisant 1'homomorphisme
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¢;',(Lm). Nous allons plutdt faire une construction 1égérement différente
de ces formes bilinéaires algébriques (donnant le méme résultat) qui per
met de comprendre comment elles varient avec la I'Zp -extension.

On fixe une paramétrisation du groupe © c'est-a-dire une ’Ip-
base 6= (y,y*). Il sera commode de supposer que y est un générateur
topologique de G(F_/NX) et y* un générateur topologique de G(F_/N ).
On a vu (I.1.3) qu'un tel choix permet d'associer & tout élément h de
© tel que le quotient de © par le sous-groupe H topologiquement en-
gendré par h soit isomorphe a Zp un générateur T(e)(h) de O/H
vérifiant

T(e)(h)-b = y modulo H
-r(e)(h)a = y*modulo H
. _ .a b .ot
si h= y%y* . Remarquons que si 8= (y*,y), ona
T, y(N) = 1 ()7
(tg) (e) :
Soit de nouveau U* 1'image de Y*(F_ ) dans div(S*(F)). D'aprs
la remarque de la fin du paragraphe 1.2.3, on peut associer 3 (8) un

isomorphisme que 1'on notera H(e)

Heg) “°"'zp(”*'lp) —_— Extﬁ (u*,A).

Notons Z*(F_) 1le noyau de Y*(F_) —> U*. On a donc la suite exacte
0 — Z*(F_) —> Y*(F_) —>U* — 0 .

Comme U* est pseudo-nul et que la dimension projective de Y*(Fw) en
tant que A-module est égale a 1, la suite

0 —> a,(Y*(F,)) —> a,(Z*(F,)) —> Ext(u*,A) — 0

est exacte. Soit H un sous-groupe de © et h un générateur topolo-
gique. On déduit (par exemple du lemme du serpent) la suite exacte

(5) a,(Z%(F )M > ExtZ(Uv,0) » 2, (Y*(F,))y » 2y (Z*(F )+ Ext2(u*,0) +0 .

A
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La seconde fléche dépend du choix de h dans H; on la note s
D'autre part, 1'homomorphisme 5(%(&,)) induit un homomorphisme de Zp-
modules

(6) (V(F ) — (&, (ve(F ) o/

dont on voit facilement que le conoyau et le noyau sont finis d'ordre
borné indépendamment de H. On a le diagramme suivant

H r
(7) Homzzp(tf*.lp) L)y ext?ur,n) —2s (sA(v'irm))H)e’”
O/H
T"*(S%(F)) (Y(FQ)H)

v v ~

S*(F) H°"'Zp (S(F)),Zp)<— "°'“Zp (T“(S(F)).lp) .
On construit alors a partir de (7) une forme bilinéaire

S(F) x $+(F) —> @

que 1'on note pour 1'instant B(e),h'

Lemme 5. La forme bilinéaire B(e) h dépend linéairement de h et on a

B = B .

Démonstration. Soit x un élément de Extﬁ(u*,l\) tel que rh(x) appar
tienne 2 1'image de (Y(Fm)H)e/H par é(op(Fm)) pour tout h (le sous

groupe des éléments de Extz(u*,A) vérifiant cette propriété est d'in-
dice fini) et soient h1 et h2 deux é1éments de ©. I1 existe

zeéA(Z*(Fm)) dont 1'image est x. On a alors

ra(x)= hz-z  dans &,(Y*(F)),.
De 1'6galité

hyhyz -2 = h1(hzz -2) +hyz-2z,
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on déduit alors le premier résultat. Pour montrer 1'égalité de B(e) h

et de B‘l’(e)(h)’ on remarque d'abord que H(e) peut se calculer en
utilisant les homomorphismes et suites exactes suivants

h-1

0 —> A ————p |\ —>) — 0

O/H

T(g (h)-1
0—>AQ/HL>AB/H-—>'ZD -_ 0 .

L'égalité se déduit alors de la comparaison de (7) et du diagramme défi-

nissant B‘t(e)(h) (analogue a (4)).

3. Hauteurs algébriques et séries caractéristiques.

Nous montrerons dans le paragraphe 4 Te lien entre B(e) h et les
hauteurs analytiques définies dans le chapitre III. Auparavant, nous al-
lons lier ces formes bilinéaires et les séries caractéristiques.

3.1. Notations.

Considérons une série caractéristique de Y(Fw). On peut la
voir soit comme une série de deux variables a coefficients dans Z
grdce a 1'identification de A avec Zp [[T1 ,TZI] associée au choix
d'une base (y1,Y2) de © et on la notera alors f(Fw;TPTZ)’ soit
comme fonction sur le groupe des caractéres de © a valeurs dans Z;
(en fait dans 1+plp) et on la notera alors Hp

Hale) = F(F 5 plyy) -1, 0(vp) -1) .

De plus, on appelle fonction d'Iwasawa une fonction analytique g sur

Zg telle qu'il existe une série f appartenant a Zp[[T1,T2]] telle

que

$4 S2
g(s1,52)=f(u -1,u“-1)

pour un générateur u de 1+pZ _. La série caractéristique peut donc
aussi é&tre vue comme une fonction d'Iwasawa :

*
(s,5%) —> HF(.&*S ).
Nous utiliserons 1'une ou 1'autre de ces formulations.
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Posons Lﬂ(p) = Hp(pk-1). La fonction Ly appartient 3 A et est
une série caractéristique du A-module X(F_) X/, Rappelons d'autre part
que si L_ est une Zp -extension de F contenue dans F_, 1la fonc-

tion Hp restreinte aux caractéres de © triviaux sur G(F_/L_) est
une série caractéristique de Y(Fm)G(F AR On introduit de méme la
fonction HF*(D)’ série caractéristique de Y*(F ) et
Le(0) = Houlper™).

Si p est un caractére de O a valeurs dans Z. trivial sur un
sous-groupe H de © tel que O/H Zp et engendré topologiquement
par h, on pose avec = -r(e)(h)

Bpm= -logp p(rh)BTh= -1ogp p(Th)B(e),h .

Cette forme bilinéaire sur §(F) x \S/*(F) ne dépend plus que de p.

3.2. Résultats.

Théoreme 6. Les fonctions Hy et Hll* vérifient 1'équation fonctionnel-
le

=Sy _ s
Hg(o )= u(s)Hp*(p)

ol u est une unité de 1'algébre des fonctions d'Iwasawa a une variable

Corollaire 7. Posons N= kx*; alors
L(p)= u L u(o"'N)
P pR*

avec up unité de Zp.

Démonstration. C'est une conséquence simple de 1'existence d'un pseudo-
isomorphisme entre Y(F_ ) et EA(Y*(F‘”)) et de la proposition 1.8.

Rappelons que ne désigne le O-rang de E(F) modulo torsion et
re le Zp-rang de T (W(F)).

Théoreme 8. 1. La fonction H’(ps) aun zéro en s=0 de miltiplicité
supérieure ou égale a NE+Te.

2. Ce 2éro est de multiplicité exactement NE+TE si et .

seulement si la forme bilinéaire Bp p est non dégénérée.
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3. On a la formule
. sy, FHTE
l},ﬂ Hf(p )/s ~

be(v) be(v)

. . v v .
1F(vr|!):(1 - T)VTF*(‘ e )) disc Bp’F(S(F).S'(F)) # (W(F)(p)/div).

Démonstration. Soit H 1le noyau de p, L_ la Z_-extension fixée par
H et h un générateur topologique de H. Si Y(Fm)H n'‘est pas de
AO/H-torsion, Hn(ps) est nulle et 1a forme bilinéaire Bp est dégé-
nérée. Nous reviendrons sur ce fait dans le paragraphe 5. Supposons main-
tenant que Y(F‘m)H est un Ae/H-module de toriion.

Soit U 1'image de Y(F,) dans Hom, (S(F),lp) et Z(F)) e

re+n

noyau de cet homomorphisme. On vérifie facilement que T FF divise
exactement la série caractéristique f, de Y(Fm)H si et seulement si

1'indice de (Y(F ) )G/Hdans H (g(F),l ) est fini et on a alors
o’H omlp P

£4(T)/

Ne+r
Tr l’|T )~ Hlker((1 )y —> w)u: (Y(F,), %M

~ ¢ tomy (3(F),Z,) : (¥(F,),)°M)
P

ou c¢ est une constante indépendante de H. Calculons maintenant ce
dernier indice.

Lemme 9. Si Bp 8 est non dégénérée, on a

: v V* ] (V . F O/H
disc B(g) (S(F),S*(F)) ~ ¢ [HomZp S(F).Zy ) = (Y(F))™T)

OISR s e T H LT )M LT )M
ol c's=
# (ker(Y(F)p —> &, (Y*(F_).))

est une constante indépendante de H et T(F_) est le conoyau du A-
homomorphisme 5(%(&,)). :
On déduira du lemme 9 que 1'on a

F

Na+r
£ (T/T T ~cc'! gisc B(e)’h(g(F),g*(F)).
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Démonstration. La structure de T(F_ ) est donnée dans la démonstration
de la proposition 2. I1 est facile de voir qu'il vérifie les propriétés
suivantes :

T(F)%= 0 , (T(F) )M fini;
T(FQ)H= 0 si H est différent de G(F_/N_) et de G(F_/N*);

#UTEE M) < #(T(F M) ) independant de H.
D'autre part, de la suite exacte
0 — Y(F,) —a,(Y*(F)) —T(F) =0,
on déduit la suite exacte de AG/H-modu1g§
0 = T(F M = Y(F), == &,(Y*(F)), — T(F), —0 .

Un calcul facile d'indices montre que

#UTCE ™)  #UTr M) )
#lker(Y(F_)g —= &,(Y*(F,)),))

(8) [(éA(v*(r“))H)e/": (Y(Fm)H)G/Hk

D'autre part de la suite exacte (5) et du fait que aA(Z*(Fw))H n'a pas
de sous -AQ/H-modules finis non nuls (prop. 1.12), on déduit que 1'homo-
morphisme rp

Ext2(ur,0) —> (3, (v*(F_)), )%

est un isomorphisme si et seulement si la série caractéristique de
Z*(Fm)H n'est pas divisible par 1(9)(h)- 1 ce qui est vrai si et seu-
lement si la série caractéristique de Y*(Fm)H (et de Y(FQ)H) est
exactement divisible par

ne+r

(1M -1" F
et donc si et seulement si B(e) h est non dégénérée. On en déduit donc
que
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(9) disc 8(9)’h(§(F) LS (F)) ~

#S(F)/T_(S(F)) « THom,, (T_(S(F)), Z.) = (¥(F_), )M
n mlp n *Tplt o’H ]

x [$%(F) £ Ext2(ur A 100E, (v(F )07 < (1(F )0 O7H).

Les formules (8) et (9) donnent le lemme.

On déduit du lemme 11.24 et des suites exactes (I1.14) et (II.15)
le lemme suivant.

n
Lemme 10. Soit p ¥ 1'indice du sous-groupe de décomposition de G(N_/P)
en v dans G(N“/F) et S' 1'ensemble des places v de F au dessus
gdans = ae ay cessus
de p* tel que F,  ontienne E’. On pose r, (T)= (e(y)(1+T))P - 4.
Alors, si f(Nw,T) est une série caractéristique de Y(F_ ), une série

caractéristique de Y(Fw)G(F N) est donnée par
-5 ]

g, m = (1 v M)rmT)

ves' Mv
avec r(T)= (ro(T) si EF:E(F)
1 sinon .
g(N_,T) S MEEID ey )
Corollaire 11. ——= = LE e .
FF g #(E(F)(p)) 1F Flig

On déduit maintenant du théoreme IV.22 et du corollaire 11 que le
théoreme 8 est vrai pour la Zp -extension N_ et que de plus la cons-
tante c/c' vaut

b v) 0%
i (- -r" (1_%_"_ ) 4 (WWF R /div)

vIn

ce qui démontre le théoréme 8 en remarquant que

d 3
gs (e(x)>-1) s=0= logpp(r) .

4. Symétrie et comparaison des hauteurs algébriques et analytiques.

Notons C et C 1les restrictions des formes bilinéaires B et B
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a E(F) 5 Op x E(F) 5 0)1*' Nous avons déja comparé les formes bilinéai-

res C et <,> . On a en effet
K K,B

CK’P= -logpoc(Y)CY (v €G(N_/F))

tp(F)( s }F,p (1emme 4)

= <, >-<,a (théorzme 1v.23).

On désire de méme montrer que 1'on a

(10) C .=¢<,>
pour tout homomorphisme o se factorisant par ©= G(F_/F). Remarquons

d'abord qu'il suffit de le faire pour «*. En effet, on voit facilement
que
C = )‘Cp’p .

I1 suffit donc de montrer (10) pour tout homomorphisme Ph vérifiant
ph(h) =1 et telle que 1ogpph(1(e)(h)) =1, c'est-a-dire

logpph = a(logpnc*(v*) )'1logp|<* - b(1ogpx(y))'1logpx

si h= yay*b. On a alors

cph’p= CT(B)(h)= C(e)nh

= 2C(g),y *PC(0) v

- aCY,, + bCY

wloxyy=1 _ -1
a(logpx (y*)) <o dprg b(long(Y)) <O n

=< '>ph” )

Ceci montre d'ailleurs que Cp p est linéaire en p.

Nous devons donc montrer que

Cer

ks <0 e,

p
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Mais la théorie analogue relative 8 p* et a 1'accoupiement de Weil

t -1
W(,)' :E XxXE =y
n n,,n “n qn

donne une forme bilinéaire CK, p*
’

E(F) 5 0’, x E(F) 3 0’l —_ Qp

qui est égale a < ’>K*,p* = t( ”>K*,F d'aprés 1'analogue :u théoréme

IV.23 (la transposée d'une forme bilinéaire f est notée ~f). Ce qui
conduit 2 penser qu'il y a un lien entre a(¢_(F.)) et ¢g*(Fm). Nous
allons en effet montrer un tel lien. On rappelle que, Y(F ) étant de

dimension projective inférieure ou égale & 1, Y(F_) est canoniquement
isomorphe a &, o &,(Y(F_)).

Théoreme 12. Les deux A-homomorphismes 5(¢F(Fm)) et o.(F,)
Y(F,) — a,(Y*(F.))

sont égaux.

. 273 . t
Corollaire 13. Les de?x formes bilinéaires Bp”* et B, 4

$(F) x $+(F) —> 0

sont égales.

Démonstration du corollaire. 11 suffit de comparer les deux diagrammes de
tBT - et B 8 (ou T est un gé-
nérateur de ©/Kerp). Le passage de 1'un a 1'autre se fait par les ho-

définition des formes bilinéaires

momorphismes du type suivant pour un AG/H-module M
a, M —a
o/H o/H
induit par
N .
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Passons & la démonstration du théoréme. Le noeud de la démonstra-
tion est 1a loi de réciprocité. Nous allons d'abord nous ramener 3 un
niveau fini. Si 2z est un élément de 1lip H,» on note z, un é1ément
de Hn dont i1 provient pour n assez grand.

Lemme 14. Pour démontrer le théordéme, il suffit de montrer que, si 2z
(resp z*) appartient a

Homlp (T 1ipX (Fn)qn)
(resp.

H (T VipX (F) D),

omlp n i nqn

on a pour n assez grand

(11) Wo(u s (2 (28(u*))) = W (n(z8) (2, (u)) 5 )

pour tout u€tE n® u*€E .
n n
On a noté n;" 1'analogue de n relatif 3 la théorie pour p*,

Ecrivons 1'égalité (11) d'une autre manidre. Soit au(zn) un re-
présentant de 1'image de z, dans

Hom(E F‘/r"qn)
om “n’ n“’'n

et idem pour zp (voir paragraphe IV.1.1). On a alors
n n

W, (u,n (2 )(zp(u*))) = z;*‘(u")(q v’au(zn))/q /au(zn) s
n n

W (nx(z8) (2 (u))u) = 2, ()Y Va Tz /% Vaqzd) .

D'autre part, si L est un corps de nombres contenant les racines qm-
iemes de 1'unité, on note

(’)IET\)I:L\:XL;_*uqm
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le symbole de Hilbert de l'v relatif a q"l et

(a.b)lf"')= 5 (av,b)l(_m) pour aeIL,beL'.

La loi de réciprocité affirme que
(a,b)l(_"')= 1 si a,bel™.
Pour simplifier les notations, on pose
o= 3,(z)) 5 vh= a(zp)
(, )Fn v= (, )n,v . an= Vp s Wy uniformisante de F, .
La formule (11) peut s'écrire alors

v, (v*)/q"
(12) LA i r (g o)™

v (v )/q"
n''n (n)
Y, v ’Y;)n,v vrllp* Orps vy n,v

*)(n) =

x N
vip*

Lemme 15. 1 - Si v ne divise pas p*, on a

(n) _,

(Yn")n,v

pour tout ZE€W n-
qQ
2 -5i v divise p* et si n est assez grand (pour que le
groupe de décomposition de G(Fm/Fn) en v soit égal 3 G(Fm/F") pour
m>n), ona

m=-n
(13) ()™ = Lz (M

avec z'= N () pour zeEw .
avec F(u )/F, o &
q
Démonstration. La premiére propriété vient de ce que la valuation de Yn
est divisible par q" et que si v divise p, Yn est une puissance
q"-iéme dans Fn v Si v divise p*, on remarque que Y, est congru -
]
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m-n
a yg modulo F " v L égalité (13) se déduit alors des propriétés

classiques du symbole de Hilbert.

Corollaire 15. Pour n assez grand, Yn et y; sont des normes dans
1'extension Fn(u 2n)/Fn.

Démonstration. I1 suffit de montrer que pour n>>0,

(rpotlp y = 1
pour toute place v de Fn et pour toute racine de 1'unité ¢ de u n
(1'extension Fn(u 2n)= Fn(qn/-;) pour .z d'ordre q" étant cyc]iqge
sur Fn), ce qui se déduit du lemme 1.
Notons & (resp. &*) un élément de Fn(" 2n) de norme vy,
(resp. y;) sur F, et posons pour simplifier encore y= y ., y*= v}.

Alors par la loi de réciprocité,

(2n)

(R )F (W p) ~ =1
q
Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de montrer le lemme suivant.
Lemme 16. L'expression de gauche de (11) est égale a (6,7*)£2?3 ).
n'" 2n
q

Démonstration. Posons L= Fn(u 2n). Si v est une place de Fn, on
pose q

(a b)(Zﬂ) n (a )(Zn)
wlv

ou le produit est pris sur les places de L au dessus de v et ol a
appartient 3 1 L (de composante a).

wiv
La démonstration du lemme 16 se fait par calcul de chacun des com-
posants de (6,6*){2").

*)(zn)

Soit v une place de Fn. Montrons d'abord que (8,y est

une racine q"-iéme de 1'unité. On a en effet

((G.Y*)(Z") (G.Y*)(") (Y,Y*)£T3 s
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et ceci vaut 1 parce que vn(y) = vn(y*) =0mod q"Z et que y ou y*
appartiennent a F;qv si v divise p. On a alors
£ ]

(G,Y*)l(_zc) (t” <S 6*)(2n)
TGG(L/Fn)
= n s, 6*)(2“) (Y,B*)(Z").
TEG(L/Fn)
D' ol
(14) (a,v*)(z“) (y.c*)ffc).

Supposons maintenant que v ne divise pas p. On a alors

v, (y)/q" (n)

o Voly*) (2 ). (a0
(GQY ) n = (6’“’" v u ) n ,wn’v L,V ) n
v. (y*)/q" (n)
v gy (620

v (v*)
avec y*= Wny u*.
i}

Mais u* est une norme dans T L par exemple de u'*. D'ol
wiv

Vp! )/q
(6 - a0 @0 i)

(v,u

= Wy Fin,v

Vn(Y)/q *)(n)

vn(Y)/q" *)(n)
n,v *t n,v

car vn(y*) = 0 mod q"l . Donc

v (y)/q" v (y*)/q"
(15) (& @ M e ().
Si maintenant v divise p*, ona
n n
(16) (G,Y*)l(fc)= (s,9 '/?)l(_’,‘a: (v,9 /7*),(":‘), (vig*)
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et si v divise p, on fait de méme en utilisant (14) :
n
(17) G20 = (@ amin i)

Des égalités (15), (16) et (17), on déduit le lemme 16 et donc le théore
me 12.

5. Conclusion.

Nous allons d'abord réécrire une partie des résultats obtenus sous
une forme qui se préte a une conjecture p-adique & deux variables de
Birch et Swinnerton-Dyer des fonctions L p-adiques de Katz. Nous don-
nerons ensuite quelques conségences sur la croissance du 0-rang du grow
pe des points rationnels de E- le long d'une lp-extension.

Soit toujours p un homomorphisme continu de © dans Zp. Au
chapitre III, nous avons construit une forme bilinéaire p-adique analy-
tique sur E(F) o 0 x E(F) o 0 3 valeurs dans Q que nous avons

noté {,> 0.p° Dans ce chap1tre, nous 1'avons prolongé a S(F) x S*(F)
On note ma1ntenant <, > 0.8 ce prolongement (au lieu de B , ). Rap-
pelons d'autre part que ne est le. 0-rang de E(F), tF le Z_-rang
de T“(u1(F)) (ou qui revient au méme de T",(ul(F))) et que Hp
(resp. Hg*) est une série caractéristique de Y(F_ ) (resp. Y*(F_ )).

On a de plus posé
= -1 = 'k~1
Lp(p) Hp(DK ), LF*(D) HF*(DK ) .

Rappelons d'abord 1'équation fonctionnelle vérifiée par ces fonctions
d'Iwasawa.

Equation fonctionnelle, I1 existe des unités u et u' de 1'algébre
des fonctions d'Iwasawa tels que

- -qk
Ho(kSk*S™) = uls,s*)H_, (k" Sk*x™5") |
P P
-ck®
1-s ).

LF(KSK*S*) = u'(s,s*)Lp*(K1-sK*

Rappelons maintenant une partie du théoréme 8 , c'est-a-dire la
formule :
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H S
(18) lim Hplo™)
s+0 S"F"'F
A l"":(V) IJJF(V)* . .
u, 19(VT’(1~T)VT¢(1-—NV— )) # (W(F)(p)/div)disc <, >0.5

v v
o s o s "
ou disc <, >pm, 1isc <S(F),S (F»D.F .

Théoréme 17. La fonction d'Iwasawa HF(KSK*S*) admet le développement
en s et s* suivant

ve(v) . Pelv)*
(19) HF(KSK*S*)"- vi(n(-F=)n (i- F—))
L vip* v
N as .
x #(W(F)(p)/div)disc(<, >»<,ps +<, >K‘2’Fs )
Ne+r-+1
modulo (s,s*) & © ,
avec u appartenant a I; .
Démonstration. Soit P(s,s*) 1le polyn6me homogéne de degré np+rp tel
Ne+r-+1
que Hp(s,s*) soit congru & P(s,s*) modulo (s,s*) FF et notons

Q(s,s*) e second membre de la formule (19). On a pour le moment montré

que P(s,s*) et Q(s,s*) ont méme valuation p-adique pour tout couple

(s,s*) d'éléments de Z_. Mais les constructions faites s"étendent

par extension des scalaires. Soit R_ 1'anneau des entiers d'une exten-

sion finie de @ . On pose A'= R [[@]]= AeR.. Si M estun A-
P P z P

module, M'= M e Rp est un A'-module et par le lemme 1.9, on a

Zy

aA.(M') = aA(M)Io Rp‘

L'étude de Hp(ps) pour un homomorphisme continu p de ©'= ei Rp
montre alors que P(s,s*) et Q(s,s*) ont méme valuation p-adiqse pow
(s,s*) appartenant 2 RZ. On en déduit que les deux polynémes homogénes
P(s,s*) et Q(s,s*) ont méme factorisation dans une cl6ture algébrique
de Qp et donc différent d'une unité de lp , ce qui termine la démons-
tration.
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Notons L la Z -extension de F telle que le noyau de p soit
€gal & G(F_/L_). La construction de la forme bilinéaire B op 2 été
faite indépendamment de toute hypothése sur le AG(L /F)-rang du module

Y(L).

Proposition 18. Si <,> _ est non dégenérée sur S(F) x $*(F), le
AG(LJF)-module Y(L) est de torsion et E(L_) modulo torsion est un
Z -module de type fini.

Démonstration. Posons H= G(Lm/F) Si <,> 0.8 est non dégénérée sur
S(F) x S*(F), 11 existe un homomorphisme a noyau fini de S(F) dans
Y(L . Donc Y(L, )"I est de rang supérieur 3 nc+rp sur Zp Mais
i1 est de manidre générale inférieur au Z_-rang de Y(L )H qui est
égal @ np+rp. On en déduit que les lp -rangs de Y(L_ ) et de
Y(Lm)H sont €gaux et donc que Y(L_ ) est un Ay-module de A, -torsion.
La derniere affirmation se déduit alors du fait que le lp -rang de

E(L) o OF est alors borné lorsque L parcourt les extensions finies de
0
F contenues dans L_ et que d'autre part E(L_) modulo torsion est un

groupe abélien libre (théoréme 11.4).

Dans le cas ou E est une courbe définie sur @, une des Zp-
extensions de K contenue dans K_= F_ joue un r§le particulier. C'est
1'unique Zp -extension de K galoisienne sur Q et non abélienne sur
Q, appelé anticyclotomique dans [20]. Notons-la K_. Le groupe de Ga-
lois de K; sur Q@ est un groupe diédral. L'extension K_ est aussi
caractérisée par la propriété arithmétique suivante : c'est 1'unique Zp-
extension contenue dans la réunion des extensions abéliennes de K asso-
ciées par la théorie du corps de classes a 1'ordre de K de conducteur
p"  pour n>1 (ring class field). C'est principalement cette propriété
et le fait que E est une courbe modulaire qui permet de montrer que
pour une extension finie convenable F de K, E(FK;) est de rang in-
fini ([18], [20], [16]). Greenberg a récemment obtenu des résultats fom
damentaux sur E(K_ ) par des méthodes différentes. Nous allons nous con
tenter de donner des exemples d'application de la proposition 18.

v
Supposons que E est définie sur Q. Notons S (@) 1la limite
n
projective desgroupes de Selmer S(Q)(p ) pour n>1 relativement a la
multiplication par p. Les isomorphismes suivants sont canoniques

v ~ v ~ v v
S (Q) @ 0 —> S _(K) —> S(K) & S*(K).
P y/d p
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Notons t(resp. t*) 1la projection de gp(K) sur g(K) (resp. \S'*(K))
et choisissons un systeéme libre maximal (x1, “eaXp ) du Z_-module
S (Q) (avec n= n ) Le discriminant de <, >D.F peut étre calculé
a 1'aide des systémes libres t(x1),...,t(xn) et t*(x1),...,t*(xn).
Posons donc

.me= det((<t(x ), t*(xJ)>p n)) .

Comme E est définie sur Q, on a la propriété fonctorielle

2,2z >»<.a: {1z, 12 >K*,F*= {tz', TZ>K',F
ol T est 1'automorphisme non trivial de G(K/Q). Si p-= K)‘x*", on a
donc

D(Au)= D, /= det(AM + utM)

ol M est la matrice ((<t(x )ot*(x, )> )) (c'est une matrice carrée
d'ordre "K*"K)‘ Posons D, = D(0,1) = D(1,0). On peut faire les re-
marques suivantes (essentlel'lement triviales) sur la dégénérescence

de <, .
éventuelle de >p,p

a) Si et g est égal a 1, la seule lp -extension dégénérée
(c'est-a-dire correspondant a une forme bilinéaire <, >p.n dégénérée)
est la Z_-extension anticyclotomique K_ dés que la lp -extension
N_ est non dégénérée. Ainsi, dans ce cas, pour toute Z -extension L
de K différente de K_, E(L_) modulo torsion est de type fini.

Exemples. y2= x3- 2x, p=5

y2= x3+ 9%, p=5

y2= x3-a9x, p=5, 13, 17.

b) De manidre générale, si retng est impair, la Zp -extension
anticyclotomique K est toujours dégénérée.

c) Etudions 'Ie cas particulier ob r +n, est égal a 2. Si M
est 1a matrice (a d) on a

2
D(A,u) = (ad-bc)k2+2)‘u(ad-bc- b-c )+(ad-bc)u2
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Le discriminant de cette équation étant
(b-0)2((b - ¢)? - 4Dy)

(avec Do= ad-bc), on en déduit que
i) si b=c, la seule Zp -extension dégénérée est 1'extension K;;

ii) si (b-c)2= 400, la seule Zp -extension dégénérée est la
lp -extension cyclotomique;

iii) si (b-c)2-400 n'est pas un carré et si b est différent de
C, aucune Zp -extension de K n'est dégénérée;

iv) si (b-c)2-4no est un carré non nul et si b est différent
de ¢, i1y a exactement deux Zp -extensions dégénérées (distinctes).

Les deux exemples que nous avons calculés donnent 1le cas iv) :
_y2= x3+14x s P

y2= x3-17x s P

5

"

5.

n

d) Nous avons encore étudié un cas ou le rang de E(Q) est 3 :
y2= x3—226x , p=5.

On a ici trouvé que
D(Au) = (A+u) (10722 + 53au + 10742) mod 125 .
On en déduit que la seule Z_-extension dégénérée est K; et que pour

toute Zp -extension L, différente de K;, E(Lm) modulo torsion est
de type fini.
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Appendice

Nous allons ici démontrer le théoreme de Cassels énoncé dans le
chapitre II.1.5 en nous bornant au cas de multiplication complexe uti-
lisé ici et en nous inspirant d'une démonstration donnée par Bashmakov

(r11).

1. Accouplement de Weil.

Rappelons la définition de 1'accouplement de Weil utilisé ici

W :E_xE —_—u .
n i " qn

Soient u un élément de E pe v oun élément de E " et u' 1'élé-
n n
ment de E n tel que m"' = u. 11 existe une fonction fn u
n 9
(resp. gn,u) de diviseur
q"((u) - (0))
(resp.

I (u'+r)-(r)),
rek

n*h

et telles que
£ (n*"P) = (P)qn
n,u ® 9nu :
On pose alors
W, (u,v) = gn,u(P+V) /gn’u(P) .

2. Accouplement local de Tate ([35])

Soit k une extension finie de F ou le complété en une place
d'un tel corps. L'accouplement de Weil induit grdce au cup-produit un
accouplement

(), : H'(k,E ) x WKL E ) — Wik ,u )
’ . ’ n ? “‘n 4 n *

n,k n q

Lorsque k est un corps local, le dernier groupe est isomorphe a
Z/q"l et 1'accouplement est non dégénéré. D'autre part, notons i
1'injection canonique

n

121



Bernadette PERRIN-RIOU

i, 1 E() /7w E(k) —> H(KE )
“*

et Pn la projection

- 1
Py ¢ HUKE ) —>HlE)

Si k est un corps local, 1'orthogonal de E(k)/m*"E(k) pour (, )n K
est E(k)/n"E(k) et 1'accouplement qui s'en déduit est 1'accouplement

de Tate T",k

T H(k,E) X E(R)/mPE(k) — Z/q"Z .
? n
On a donc

avec pn(x') =X .

Fixons une extension finie L de F. Si v est une place finie
de L, on pose (, )"’Lv= (, )n,v"" . La théorie du groupe de

),

Brauer montre que si f appartient 2 H'(L,E n) et g a H‘(L,E N
n n

on a
T (f,q) =0
v n,v

ol la somme est prise sur toutes les places de L.

Remarquons d'autre part que si k est un corps local contenant

En, on a

n

1 " b
HU(K,E ) > Hom(G(K*°/K),E )
n w

v n
HU(K,E ) = Hom(E ,,k*/k")
n* n

et que si 1'on identifie Hom(E n’E n) avec l/q"l, on a
n n

(,3), j cu= o0uly)(u) ,k®/k)  pour ue€E
* n

(C, kab/k) désigne le symbole d'Artin de k™ dans le groupe de Galois
de 1'extension abélienne de k maximale k0 sur k).
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3. Théoréme de Cassels.

Soit T un ensemble de places de L que 1'on suppose pour 1'ins-
tant fini. On note R.f. " le noyau de 1'homomorphisme

W(LE ) — 1 H’(LV,E)
n vgT

et Bn,T 1'homomorphisme

n
On définit de la méme maniére R1(.“* ) et B; T Soient maintenant 1“1
le noyau des homomorphismes de restriction

W(LE) — 1 W'(L.6)
VET
et Yn,T 1" homomorphisme

1
(W) —> T H(L,,E) ..
T a" veT Vol

Soit enfin 1'homomorphisme

6*

(n*™) n
A . S —_— ng E(L,)/m E(Lv)

n n
ol 1'on a posé pour simplifier S("' ). S(L)("* ).

L'accouplement somme des accouplements Tn y Ppour VET est exact
et induit par la somme des (, )n y Pour vET. On notera le premier
nT et 1e second ( ,) T Dn identifie a 1'aide de (, ) le dual

de n W (L ,E ) avec T H (L ). De la suite exacte

veT " veTl "

0 —> S("*n) —_— R1(.“*n) — 1 H! (L LE)

veT "

. (m*")
on déduit que le dual de S

R(n*“)

est isomorphe au quotient du dual de

Fel n LN . . . -
par 8"'T(v2T E(Lv)/n E(Lv)) ou Bn,T est 1'application trans
posée de Bn,T'
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Lemme 1. Soit z un élément de 1 H’(LV,E n). 11 est orthogonal 2

(n*ﬂ ) 1 veT n
1'image de S dans nT H (Lv’En*n) si et seulement si il est la
VE

somme d'un élément de 1'image de R%"n) et d'un é1ément de

moE(L)/mE(L,).
veT v v

Démonstration. Soit T' 1la réunion de T et de 1'ensemble des places
de L au'dessus de p. Soit LT' 1'extension de L non ramifiée au
dehors de T' maximale. Les théoreémes de dualité globale de Poitou et
Tate affirment que la suite

\\\\\\\

1 1
H'(Ly /LLE ) =—> T H'(L,,E ) —> H'(Ly./L,E )
T " veT! Vioa® T "

“vk
ment de Weil). On en déduit facilement que la suite

est exacte (si 1'on identifie E p avec Hom(E no n) par 1'accouple-
noq

—
(n") 1 (n*")
RT —_— ng H (LV,E“n) —_— RT

est exacte. Le noyau de

n H‘(LV,E L\ — 5(m")

veT n

n

est donc égal a 1a somme de 1'image de Rg" ) etde T E(Lv)/n"E(Lv).
veT
n

Ce noyau est aussi 1'orthogonal de 1'image de S("* ) dans
n H'(LV,E n)’ ce qui démontre le lemme 1.
veT n*

Théoréme 2 (Cassels). L'image de Yn.T
1
v, 7 (WMg) . —> 1 H(L,,E)
n,T T . veT v

est orthogonal a 1'image de Gn T

WN
:s™) n e )L,
veT

6n,T

ce qui peut encore s'exprimer par : le dual du conoyau de Yn.T est iso-
morphe & 1'image de Gn T

Démonstration. Soit f un élément de (ulT) n et x= (xv) un élément
n
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de 1'image de an T Nous devons d'abord montrer que

Tn,T(Yn,T(f)’X) =0 .

Soient F un élément de R.(r" ) dont 1° image dans H'(L,E) est f et
G un élément de S(" ") dont les composantes locales sont x, pour
VET. On note F, (resp G, ) la composante locale de F (resp. G) dars
1 .

H(L,, “n) (resp. H (L, " n)) Comme F_ (resp. G,) appartient 2

E(Lv)/n"E(Lv) (resp. E(Lv)/n*"E(Lv)) le symbole

(F. ,6.)

v?’ovin,v

est nul pour toute place v n'appartenant pas @ T. On a donc

Tn,T(Yn,T(f)’x) = v): (Fv’xv)n v Z (Fv Gv)n v

et cette dernidre expression est nulle car F et G sont des éléments
globaux. Donc, 1'image de Yn,T annule 1' 1mage de § n,T* Réciproque-

ment, soit f= (fv) un é'lément de n H (L E) annulant 1'image
veT n*0
de 6 et soit F un relévement de f dans T H (L ,E ). It
n.T v€T Ve
. n
est orthogonal a 1'image de S("* ) dans T H (L n) pour 1'accou
veT

plement ( ,) 1- On en déduit par le lemme 1 qu'il est égal a la somme

d'un €lément o3 M E(L,)/mE(L,) et d'un €lement de 1'image de R\™")
veT
dans T H1(Lv, n)' Donc f appartient lui & 1'image de (mT) n
veT n n
par y, 1, ce qui démontre le théoreéme.

Donnons maintenant deux corollaires.

Corollaire 3. Soit Cn(L) le groupe défini par la suite exacte

0 — wit) = H(LE) =z H(L,E) | —C (L) —0.
n n v n

n
Alors, le dual de Cn(L) est_isomorphe 3 S(L)("’"r ).

Démonstration. Le corollaire s'obtient par passage a la limite sur les
ensembles finis T. Si T(L) est 1'ensemble de toutes les places de L,
1" homomorphisme Gn,T(L) est alors injectif et m(L)T(L) est égal 2

126



Bernadette PERRIN-RIOU

HU(L,E).

Corollaire 4. Soit Bn(L) le groupe défini par la suite exacte

0 — s(L)(“n) — S'(L)("n) — n H(L.,E) —>B (L) =0
v? n n *
vig n

n
Alors le dual de Bn(L) est isomorphe 3 1'image de S(L)("* ) dans

noE(L)/mE(L).
vip v v

Démonstration. On prend ici pour T 1'ensemble des places au dessus de
p. I1 est facile de voir que Bn(L) est aussi le conoyau de Yn.T*

La proposition I1.8 s'en déduit, les homomorphismes de transition

B,(L) —=8 (L)

n+1

induites par les inclusions

correspondant par les accouplements Tn T aux homomorphismes de transi-
tion

n+1 n
s ™) ()
induites par les multiplications par n*

E —> E .

“*n+1 -
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