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COUPLAGE ENTRE ELEMENTS FINIS
ET CALCULS ANALYTIQUES
POUR L’EQUATION DE LAPLACE
DANS UN DOMAINE A FRONTIERE ANGULAIRE (*)

par O. TCHA-KONDOR (1)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — Soit 2 un ouvert borné de R* comportant un point anguleux et (p) un probléme
elliptique posé sur ce domaine.

L'’ utilisation de la méthode de Galerkin par approximation polynomiale pour la résolution du
probléme (p) donne parfois lieu a des convergences trop lentes.

Cela rend donc nécessaire la prise en comptes des solutions singuliéres afin d’ améliorer les
résultats.

La méthode utilisée a cette fin dans ce travail consiste a effectuer une décomposition de
domaines en sous-domaines, puis a utiliser des résultats connus sur le comportement de la
solution dans le voisinage du coin.

Abstract. — Consider an open bounded (2 in R? with a corner and (p) an elliptic problem
raised in that domain.

The use of the Galerkin method by polynomial approximation to solve (p) gives sometime bad
convergences.

It is therefore necessary to use singular solutions in order to improve the results.

The method used here for this aim consists in using both a domain decomposition and results
known on the behaviour of the solution near the corner.

INTRODUCTION

La résolution des problémes elliptiques dans un domaine 2 coins pose des
problémes qui sont liés 2 la difficulté de restituer les solutions avec de bonnes
précisions.

(*) Manuscrit recu le 20/12/91 et sous forme révisée le 29 juin 1992.
(" 7, Rue de Russie, Nice 06000.
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498 0. TCHA-KONDOR

L’objet de ce travail est de résoudre un probleme elliptique dans un
domaine a coins en utilisant des résultats connus sur le comportement de la
solution dans le voisinage de coins et une méthode de décomposition de
domaines.

Pour ré:oudre cette question de précision on utilise généralement des
méthodes comme celles de raffinements de maillage qui sont des méthodes
qui ne prennent pas en compte de maniere explicite le comportement
singulier de la solution.

On utilise aussi une méthode qui consiste & introduire dans 1’espace des
éléments finis, des bases singulieres.

Cette derniére méthode a I’avantage de prendre en compte le comportement
singulier mais donne lieu & une matrice pleine donc a de gros calculs.

Dans ce travail, nous décomposons notre domaine en sous-domaines
permettant d’écrire explicitement la solution singuliére dans le sous-domaine
voisin du point singulier ; puis nous imposons sur l’interface qui sépare les
sous-domaines, une condition de couplage non locale.

Ceci donne lieu a un probleme auxiliaire variationnel qu’on peut résoudre
par éléments finis.

On est donc amené a un couplage entre éléments finis et calculs
analytiques.

Des essais numériques effectués avec cette méthode nous donnent de
meilleurs résultats sur le coefficient de singularité et une précision relative-
ment meilleure de la solution du probléme.

Cet article contient 3 étapes :

1. Décomposition du domaine en sous-domaines et mise en évidence d’un
probleme variationnel ou la condition aux limites sur I’interface est exprimée
par un opérateur 7.

2. Calcul explicite de I’opérateur d’interface 7.

3. Quelques essais numériques sur le couplage.

1. DECOMPOSITION DU DOMAINE EN SOUS-DOMAINES ET MISE EN EVIDENCE
D’UN PROBLEME VARIATIONNEL

1.1. Probléme modéle

Soit le probléme suivant de trouver u appartenant 3 H'(£2) telle que :

—Au=0 sur 2
@)u=0 sur I,

u=g sur I'\T,

oll g appartient A H'>(I'); I' = 302.
2 est le domaine représenté ci-dessous et I', = I'; U I', (fig. 1).
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Figure 1.

1.2. Décomposition de domaine et construction d’un probléme variationnel

Pour résoudre (p), nous allons décomposer le domaine (2 en 2 sous-
domaines comme 1’indique la figure suivante (fig. 2) :

A Y

Figure 2.

3 =0nN {r=p} est une interface circulaire.

0;,=0nN {r<p)} est un voisinage de 0 dans lequel on sait décrire la
solution.

N,=02nN {r>p} estle complémentaire de 0, dans 0.

Ayant ainsi décomposé notre domaine, nous obtenons 2 sous-problémes
(p,) et (p,) posés respectivement dans {2; et {2,:

—Au; =0 sur {2
w)u; =0 sur I','NI; ou I';=2042,

u=® sur X

vol. 27, n° 4, 1993



500 0. TCHA-KONDOR

et

—Au, =0 sur {2,

u, = sur I'.NTI,
=g sur I'\TI,
u,= sur X

@)

RS

olt @ est une fonction inconnue et I', = 342,

On commence par résoudre (p;) et ce, par séparation de variables, puisque

£2; se décrit comme un rectangle en coordonnées polaires :
2 . T
u;(r; 0)= —ka(r)sm (ka @) avec a = —.
@ k=1 @

En remplacant cette derniere expression dans (p;), on trouve :

2 . N
u;(r, 0) = \/; Z @, r** sin (ka @) ol «, est une constante .
k=1

Pour o
r=p,ona ui(p,0)=d>(0)=\/EZakpk"sin(kaﬂ)
wkzl
d’ou :
2 1 . .
= _|— D(0)sin (ka6)db = a,p
@ Jo
et:

w(r; 0) = \/% y ck( ,1) )k“ sin (ka )
k=1

D)= \/—- 2 ¢ sin (ka @) .

k=1

De (1), on remarque que

o\ ke
— — ck ) sin (ka9).
>1 p

On définit ainsi un opérateur T comme suit :

 T:HPE)-H (D)
2 . 2 km .
= \/; k; ¢y sin (ka8) - /;,E,Eck sin (kaJB).

Par définition, H'*(2) = {® e H"*(Z); & e H(R)} .

I-1n

ey

)

3
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COUPLAGE ENTRE ELEMENTS FINIS 501

On peut écrire :

k
T: _— .
ey~ {22 a} @
Ainsi, (4) indique que T est un opérateur de multiplication des coefficients de
Fourier ¢, par =7

wp

Les fonctions u; et u, vérifient donc la condition sur I’interface :

- = Tu,-
or
ou
— =Tu,.
or

Finalement u, est solution de :

—Au,=0 sur {2,

®.) u,=0 sur I''NnTrl,
U, =4g sur I'\T,
du,
—=Tu, sur X
or

ou T est défini en (3).
C’est ce probleme (p,) que nous allons résoudre numériquement.
Mais auparavant, nous décrirons quelques propriétés de 1’opérateur T.

1.3. Propriétés de ’opérateur T

T est défini dans ’espace H'2(Z3) a cause du théoréme de trace dans le
secteur ci-dessous (fig. 3) :

Figure 3.
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502 O. TCHA-KONDOR

THEOREME DE TRACE : L’application u — (@, f, g) de H'(2) dans
{(D, f,g)e H"*(Z) x H'"*(I')) x H"*(I";), avec les conditions (R)} est
surjective, ou (R) est tel que :

|f(t)—g(t)|2%< o
(R) |f(RAt)4¢(Rt)|7£<oo
v
|g(R —1)— D R(w — t))|7£< ©

pour un & assez petit.
Pour la démonstration du théoréme de trace, voir Gagliardo [1]. W

COROLLAIRE : Pour f = g = 0, I'application
définie sur {u e H'(2); u|rl =0, ”|r2 = O} a pour image I’ensemble D
défini par
D = [CD e H'(3); J |‘15(I)|2a;—[< oo et J | P (o ~t)|2%< oo}
0 0
D= {®eH"(Z) &eH"™R)} quiestpar définition H'"*(3).

Preuve : On exploite les relations de R avec les conditions f =g =0. H

PROPOSITION : L’espace }~1”2(2) est caractérisé par
H?3)={® = \/z_z ¢, sin (ka @) tel que Z ket <oo) .
. @ k=1 - k=1

Preuve : D’apres ’interpolation linéaire de Lions-Peetre [2], on a:

H'"?(3) = [H)(2); L* (Do,
Or

Hé(Z):{d”:\/%chsin(kaﬂ) tel que Zkzc,2‘<oo} et
= k=1

L*(3) = { \/—ch51n (ka 6) tel que ch<oo}.

k=1
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En utilisant encore les résultats d’interpolation de Lions-Peetre lorsque
H"(3) et L*(3) sont décrits comme ci-dessus, on obtient :

ITII/Z(Z) = {45 = \/% Z cpsin (ka 8) tel que 2 kci<oo} cqgfd. W

k=1 k=1
THEOREME 1 : Posons W = H"2(3) et W' son dual, alors on a :

M TP, )y = AP TH )y -
(ii) Il existe 6 =0 tel que (T®, @), . =8|P|; .

Preuve : C’est une conséquence de la représentation de @ et ¥ en série de
sinus et I’orthogonalité des sinus.

La forme bilinéaire associée au probleme (p,) dans la formulation
variationnelle s’écrit :

a(u,, v,) = j Vu, Vv, dx + J Tu,v,do %)
Q, b

Tu, restreint & 3 appartient 8 W' et v, restreint & 3 appartient a W.
v, appartient a I’espace V = {v € H'({2,) tel que uelr\z = O}.

En utilisant (i) et (ii), on trouve que a(., . ) est bilinéaire continue,
coercitive et le probleme (p,) est variationnel. B
2. CALCUL DU NOYAU DE L’OPERATEUR T

2.1. Calcul du noyau

En écrivant sin (ka 6) = P2 (ika6) — exp (= iked)

et en le remplacant

21
dans (2), on trouve @ (0) = Z veexp(ika 6) ol :
keZ
a 2. —c—k /2— .
= | — - s =1 _— — S k=1. 6
k {Zi\/w k=l = e Y ©

Ou on pose y, = 0.
En faisant pareil pour T@ dont I’expression est explicitée en (3), on trouve :

TP (8)=—— ¥ |k| yiexp(ikab). (7
wp ke?
Posons S, () =Y rI*l |k| exp(ikt) pour r<1.
kel
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504 0. TCHA-KONDOR

LEMME : Soit f(t) = Z v exp (ikt).

keZ
Soit : S:H™(=m, n)»>H V2= m, w )
f@)->Sf@)=Y |k| viexp(ike).

keZ

Alorsona:

Sf()=1m S, *f(t) = %cotg @2y = f

r-1

ou * est la convolution périodique de période 2 m, cette limite étant prise au
sens de D',, D', étant I'espace des distributions périodiques de période
2.

Preuve : S,(t) = ¥ r*kexp(ikt) — y r~*kexp(ikt) et on trouve :

k=1 k=-1
d 2rsint
S,(1) =& {—} ®)
dt {1+ 7r>—2rcost

apres avoir remarqué que :

Z k* = z

(1 -2z

On montre en utilisant la convergence dominée de Lebesgue que
d { 2 r sint sin ¢
dt {1+r2—2rcost 1 —cost
dans I’espace D'.

) s d sin ¢ _d
D’ou S, = f(¢) tend vers Evp(m > * f = Evp(cotg @2)« f)

dans D' lorsque r tend vers 1. W

} converge vers vp ( ) lorsque r tend vers 1

Remarquons que :

Sf(t)zz%vpj cotg (s/2) f'(t —s)ds. . )
THEOREME 2 : L’opérateur T : W — W'

& Td ()= \/% ) %cksin (ka8)
k=1

est défini sous forme intégrale par :

T®(9) = vpjw di’(a)cotg%(é'—a)da.

2wp

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



COUPLAGE ENTRE ELEMENTS FINIS 505

Preuve : En utilisant la relation (9) et en posant f = @@ et s = @0 on a:

Td’(o):%&b(ao):zi,p va‘ D' (6 —o)cotg%ador.

En faisant un changement de variables, on obtient :

T®(0) = 3 i)p vp J (P’(a)cotg% (60 —o)do

d’ou le résultat. W

Remarque : On peut écrire T® de fagon plus explicite comme suit :

TP (6) = 5 i)p vp X

) 0
x U qb'(a)cotgf"z-(o_a)da+J ¢’(a)cotgf‘2-(o_a)da}
0 - w

puis en remarquant que @' est paire a cause de (2), on obtient :

Td(6) =5 ip vp J <D’(0'){cotg% 0 +0)+ cotg-;— 0 — 0')} do

0

(10)

2.2. Forme bilinéaire

Pour expliciter la forme bilinéaire (5), nous avons besoin d’expliciter

I’expression Tu v,do et nous le ferons de deux maniéres.

De Tu,(p, 6) = \/——Z—ck(u)sm (ka 6)
avec c(u,) = \/g Jw ®(0)sin (kab)db ,
@ Jo
ona: JTueveda_ Z—ck(u)ck(v)
z k=1

Puis de la relation (10), en faisant une intégration par parties :

JTuevedo = —lj J In
b T Jo Jo

du,(p;o)ov,(p;0)
X g 00

sin%(0+0)+sin%(0—a') x

de do

vol. 27, n° 4, 1993



506 0. TCHA-KONDOR

On obtient ainsi deux manieres d’expliciter la forme bilinéaire donnée par

):

A) a(ue; ve) = J Vue Vve dx + z 2_7; Ck(ue) Ck(ve) .

2, k=1

ol c;(u,) est donné par la relation (I-1).

Vu, Vo, dx + 1 X
T

B) a(ug;v€)=J

ﬂ?
w w
X J J In
o Jo
On discrétise a( ., . ) dans chacun des cas par une approximation du type
nodal puis on résoud (P,) par éléments finis.

N

Nous examinons a présent I’effet de troncature sur la solution.

ou,(p;o)ov,(p; 0
sini;—(o_o)+sin%(o+o) ‘*(ao ) e(aa )d0da

2.3. Erreur de troncature

Soit le domaine représenté ci-dessous (fig. 4) :

Figure 4.

Nous allons considérer le probléme suivant :
trouver u appartenant 3 H'(£2,) telle que :

—Au=0 sur

e

u=20 sur I',Naf,
@) Yu=g¢g sur - {r =R}

M _Tu sur 3.

or
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Soit @ (6) = \/— Z ¢y sin (ka 6) appartenant 2 H2(1— = ; = ).

Soit I’opérateur T défini par Ty @ (0) = \/— _— cksm (ka 8).
k =1 wp

(Série tronquée a N termes.)

Examinons a présent I’effet de cette troncature lorsque la condition sur
I’interface (2) est décrite par 1’opérateur T).
Pour cela, on construit le probléme (py) a l’inconnue u, suivant:

trouver u, appartenant a H'(£2,) telle que :

—Auy =0 sur {2

e

uy =0 sur I''Nn7r,
@On) juy =9 sur  {r =R}

—=Tyu sur Y.
or NN

Notre but est de majorer u — uy.
On a la proposition suivante :

PROPOSITION : Soit Uy, la solution du probléeme (py) et u solution de
(p); alors il existe une constante C (a, R) dépendant de «a et R (R étant le
rayon délimitant le domaine) telle que :

lu—uy|l, <C(a,R)p"*"|gll, 2 (p étant le rayon de I’interface X).

Preuve : Nous représentons Uy comme suit :
N
Uy(r, 0) =Y (apr* + byr*)sin (ke 6) +
k=1

+ ¥ (@ + ber ") sin (ka ).

k>N

On applique T comme opérateur de dérivation par rapport a r, puis on tronque
TUy a N termes pour trouver :

(TUy)y (0) = % (a, p*— by p ") sin (ka8).
Cela revient a: -
(@) a, p** —bp % =0 pour k=N .
On identifie (TUy )y a ’expression Ty uy pour obtenir :
(b) b,=0 pour k<N .
En représentant g par :

g = Z g, sin (ka 8) etpuisque Uy = g pour r =R,

k>1

vol. 27, n° 4, 1993



508 0. TCHA-KONDOR

on obtient :
9i

Tka
©) a, = R

pour k<N

9

R_—_"“ +p2kaR—Im pour k=N +1.

D’ol en utilisant (a), (b), (c),

N
)
Un(r, 6)= Y P“;r"“ sin (ka 6) +
=1
9
+ Z Rka+p2kaR—ka

k=N +1

** + p** r %) sin (ka9).
La fonction # harmonique et vérifiant la condition u = g pour r = R se

représente par :

u(r, 0)="Y% I%r’“' sin (ka 6).

k>N

2ka «
W —uy)(r, 0)= ¥ ——t Ik (’Jk

— ka .
—r sin (ka @) .
R Rka + p2ka R——ka RZka )

En écrivant ||u — uy||,, et majorant, on obtient :
lu — uy ||y < C (@, R)p" *'l|g]l,» CQFD. m

Remarque : La majoration ainsi obtenue est faite sur le domaine particulier
ci-dessus.

Mais elle nous donne une idée sur l’erreur de troncature dans une
géométrie quelconque. H

3. RESULTATS NUMERIQUES
3.1. Probléme auxiliaire

On rappelle ici que le probleme dont les résultats numériques sont donnés
dans la suite est le probléme suivant :

—Au,=0 sur 2

u,=0 sur I'.N7T,
@) {u.=g sur I',— 3

ou,

i Tu, sur

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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12, est le domaine ci-dessous (fig. 5) :

AY Ue=8

due |
n =Tue

Figure 5.

3.2. Discrétisation de a(.,.)

Une triangularisation du domaine {2, est donnée par la figure suivante

(fig. 6) :

¢; et ¢; sont des fonctions nodales.

\\
KE
- S A
avdy 5 >
/}d;—.f
N

Figure 6.
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510 O. TCHA-KONDOR

c(p;) = \/—3: J: ¢; sin (ka0)do lorsque le point nodal définissant la
fonction nodale ¢ ;j est sur I’interface % et
i (¢;)=0 sinon.
La matrice élémentaire s’écrit :
Y kw
A" a; = JH Ve, Ve, dx+k21;;Ck(¢i)Ck(¢j)

dans le cas ou la condition sur l’interface 3 est décrite par 1’opérateur
Ty.

BY) a;; = J Vo; Ve, dx —
0

e

——Jw Jmln |sin 7 [(0 + o)2 w] +sin 7 [(6 — 0)2 w]| x

T Jo Jo
dp,(pio)dp;(p;0)
i loa 06

dé do

dans le cas ou la condition sur l’interface X est décrite par 1’expression
intégrale.

Cela correspond au cas B).

Ici, la contribution sous forme d’intégrale double n’a pas lieu lorsque le
point nodal définissant la fonction nodale ¢; n’appartient pas a I’interface 3.

L’approximation de I’intégrale a été faite par une méthode de Gauss avec
des précautions aux points singuliers.

3.3. Quelques résultats numériques

Le tableau 1 correspond a la situation ou T est remplacé par Ty défini sous
forme de série tronquée :
PR ,
Tyu0)= [= 3 X7 ¢ sin (kat).
w ko1 wp

Le tableau 2 est la situation ol T est écrit sous forme intégrale :

Tu,(0) =

3 (lvp vp L dﬁ’(cr){cotg% 0+ o)+ cotg% 6 — a)} do .
Ce qui correspond aux formes bilinéaires des relations A) et B).

p est le rayon de l'interface, i le pas du maillage.

Les erreurs sont des erreurs en norme du maximum.

Solution test : ¥ sin (2 6/3).

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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TABLEAU 1.
0,5 0,25
h
0,25 5,7 x 1072 |5,43 x 102
0,125 5,6 x 1072 | 5,6 x 102
0,0625 5x 1072 4,7 x 102

Ce tableau étant celui qui correspond au cas ou l’on utilise la série
tronquée, on fait remarquer que la convergence vers la solution a lieu au bout

de 3 ou 4 harmoniques.

TABLEAU 2.
0,5 0,25
h
0,25 6,8 x 10-2 | 5,8 x 102
0,125 6,9 x 10-2 | 5,6 x 102
0,0625 5,3 x 1072 | 4,5 x 1072

A la comparaison des deux tableaux, on obtient les mémes précisions
numériques.

En écrivant I’opérateur T sous forme de série tronquée, on rejoint la
méthode utilisée dans Masmoudi [3] pour résoudre les probléemes extérieurs
pour 1’équation des ondes.

A p fixé, on n’obtient pas dans les deux cas un ordre de convergence
significatif en h.

a) Calcul numérique de la solution a partir du coefficient de singularité.

On considére le probleme (p,) avec la condition sur ¥ sous la forme
intégrale précédente.
On sait que la solution dans le voisinage de 0 est analytique et que sur 3,

u,(0) = \/22)— Z c,p*sinkad .

k=1

vol. 27, n® 4, 1993



512 O. TCHA-KONDOR

Si C est le coefficient de singularité,

=3p—ﬂj u, sin a6 do . (11)
@ 0
D’out C,, valeur approchée de C, est:
2 . |° .
Cy==p J Uy sin a6 db (12)
g 0

u,, solution approchée de u,.

Nous comparons ici deux situations :

Dans la premiére situation, nous résolvons le probléme (p,) posé sur le
domaine avec interface (voir paragraphe 2, section I), puis en utilisant (12),
nous calculons C;. On obtient le tableau 3.

TABLEAU 3.
Valeur Val
Rayon p | approchée aleur
de C, exacte C
0,25 1,0062 1
0,125 1,0034 1

Dans la deuxi¢me situation, nous résolvons (p) posé sur le domaine sans
interface (voir paragraphe 1, sectionI), puis en localisant r = p, nous
calculons C,. On obtient le tableau 4.

Solution test : ¥ sin (2/3) 6 + r?sin 2 6.

TABLEAU 4.
Valeur
Rayon p | approchée Valeur
de C, exacte C
0,25 1,146 1
0,125 1,086 1

On observe qu’en imposant sur 3, une condition du type intégral
conformément a ce qui a été fait en II, on obtient de meilleurs résultats sur C.

En variant le rayon p pendant les essais numériques, on obtient des
résultats similaires.
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Par exemple ici, on obtient une erreur de I’ordre de 6 %o sur le tableau 3,
alors qu’il est de 14 % sur le tableau 4 pour p = 0,25.

3 %o au lieu de 8 % pour p = 0,125.
En multipliant les essais, on remarque qu’on a de meilleurs résultats sur C
avec la méthode intégrale.

b) Calcul de la solution u a partir du probléme (p,).

De (p.), on effectue d’apres (12) un calcul approché de C.
Puis on en déduit ¥ en remarquant que :

U =uy+ Ccug, ug=r"sin a6 (13)

et Uy la partie réguliere de la solution U et Uy appartient 2 H*(£2), voir
Grisvard [4] pour cette décomposition.
Le probléeme (p) va se ramener au probléme :

—Aug =0 sur {2
®,) {up=0 sur I,
up =g — Cug sur I'\T,.

Connaissant C et ug, on en déduit u.
Nous comparons ici deux situations :

une premiére situation donnée par le tableau 5 dans laquelle on résout le
probléeme (p) directement par éléments finis.

Dans la deuxiéme situation donnée par le tableau 6, on résout (p,) puis on
calcule C avant de déduire u par la relation (13).

Solution test : 7% sin 2 6 + 3 sin (2/3) 6.

TABLEAU 5. TABLEAU 6.
Pas h F;::;r Pas h Er':;exu'r
0,25 1,9 x 10-2 0,25 8,7 x 1073
0,125 1,4 x 102 0,125 7,8 x 1073
0,0625 | 8,7 x 102 ' 0,0625 4 x 103
0,031 |1,86 x 10-3

A la comparaison, on voit que le tableau 6 donne globalement de meilleurs
résultats et un ordre de convergence de 1 au lieu de 0,66 prévu par la théorie
(voir Tcha-Kondor [5]).
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Bien que la méthode ne donne qu’une légére amélioration des résultats,
elle a I’avantage de garder globalement la structure creuse de la matrice et de
ne pas induire de gros calculs par rapport a la méthode qui consiste a inclure
la base singuliere en augmentant ainsi la dimension de la matrice de rigidité.

D’autre part, avec cette méthode, on voit comment on peut décrire une
condition d’interface en utilisant I’analycité de la solution dans un voisinage
de coins.

Il faut noter aussi que la fagon dont est écrite la condition d’interface

dépend de 1’angle aux coins qu’on traite et des conditions sur les bords aux
coins.
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