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Composition d’applications quasi-polynomiales

par Razika NIBOUCHA et ALaiN SALINIER

RESUME. L’objet de ce travail est I’étude de la composition des
applications quasi-polynomiales de Z dans 7Z, et plus particulie-
rement des applications quasi-affines, définies comme les appli-
cations quasi-polynomiales de degré au plus 1. On montre que
les applications quasi-affines correspondent aux endomorphismes
continus de 1’algebre des suites reconnaissables indexées par Z. On
représente les applications quasi-affines par des suites finies d’en-
tiers, et on donne les formules explicites sur ces suites traduisant
la composition ou la réversion des fonctions quasi-affines. Enfin,
est étudié un probléme de coloriage équivalent a la caractérisation
de telles suites pour des bijections quasi-affines.

ABSTRACT. Composition of quasi-polynomial maps.

The aim of this work is to study compositional properties of quasi-
polynomial maps from Z to Z, and more particularly of quasi-
affine maps, namely quasi-polynomial maps of degree at most 1.
We show that quasi-affine maps correspond to continuous endo-
morphisms of the algebra of recognizable bi-infinite sequences. We
represent quasi-affine maps by means of finite sequences of in-
tegers, and we give explicit formulae on these sequences which
translate composition or reversion of quasi-affine maps. Finally,
we consider a coloring problem equivalent to the characterization
of such sequences for quasi-affine bijections.

Introduction

Les applications quasi-polynomiales sont les applications de Z dans C
qui sont combinaisons linéaires & coefficients périodiques des fonctions puis-
sances d’exposant entier naturel. Ce type d’applications semble étre apparu
dans les travaux de Cayley [7], qui a en substance observé que le dénumé-
rant [9, p. 120] d’un entier naturel n par rapport a une suite strictement
croissante a = (a1, ag, . ..) d’entiers naturels non nuls, c’est-a-dire le nombre
de solutions en entiers naturels de ’équation a1x1 + asxo+ - - - = n, est une
fonction quasi-polynomiale de I'entier n. Ehrhart [10] en a mené une étude
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plus systématique dans le cadre de ses recherches relatives au nombre de
points a coordonnées entieres dans certains polytopes.

L’objet de ce travail est 1’étude des propriétés de ces quasi-polynoémes
relativement & 'opération de composition des applications. Aucun des tra-
vaux qui nous sont connus n’avait envisagé ces propriétés. Bien siir, pour
pouvoir définir cette composition, il convient de se restreindre aux appli-
cations quasi-polynomiales a valeurs entieres, pour lesquelles nous réser-
vons le nom de quasi-polynémes arithmétiques. (Ehrhart [10, p. 12] les
dénommait plus brievement des polars ou des polynémes arithmétiques).
Le fait fondamental dans notre étude est la stabilité de I’ensemble des quasi-
polynoémes arithmétiques pour la composition (théoreme 1.6). Nous nous
intéressons aux éléments inversibles du monoide ainsi défini, c’est-a-dire
aux quasi-polynémes arithmétiques qui induisent des bijections de Z dans
Z, en montrant qu’ils sont tous quasi-affines (théoréme 1.10), c’est-a-dire
combinaisons linéaires a coefficients périodiques des deux fonctions 1 et Idy.

Le reste de cet article est consacré aux propriétés de ces fonctions quasi-
affines, qui constituent un sous-monoide QA du monoide de tous les quasi-
polynémes arithmétiques (théoréme 2.9). Nous représentons chacune de ces
fonctions ¢ par un triplet (d,a,b), appelé présentation de ¢, ot d > 1 est
un entier période des coefficients, et ou a et b sont deux suites d’entiers,
chacune de longueur d, et nous explicitons les régles de calcul sur ces objets
qui correspondent a la composition des fonctions, a I’égalité des fonctions
et a la réversion d’une fonction bijective. Ceci revient a décrire le monoide
QA comme le quotient d’'un monoide PQA, dont I’ensemble sous-jacent est
la réunion disjointe [];~; Z2?, et dont 'opération est celle donnée par les
formules de notre proposition 2.10. La relation d’équivalence par laquelle
on quotiente le monoide PQA pour obtenir QA est précisée par I’énoncé de
la proposition 2.13.

Cette étude des fonctions quasi-affines de Z dans Z est inspirée de la
notion d’application purement semi-affine de N dans N introduite dans [1],
elle-méme cas particulier des applications semi-affines de N dans N défi-
nies dans [3]. En effet, de méme que [3] interprétait les applications semi-
affines comme endomorphismes continus de ’algebre des suites indexées par
I’ensemble N récurrentes linéaires sur un corps commutatif de caractéris-
tique nulle, les applications quasi-affines correspondent exactement, d’apres
notre théoreme 3.19, aux endomorphismes continus de ’algebre des suites
indexées par ’ensemble Z reconnaissables sur une QQ-algebre commutative
complétement intégralement close. La possibilité d’une telle description ex-
plique l'intérét particulier qui s’attache au monoide QA.

On aimerait donc décrire le groupe QA* de ses éléments symétrisables,
c’est-a-dire des quasi-polynomes arithmétiques bijectifs. En préalable a
cette question, nous cherchons dans la derniére section du présent article
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A caractériser les suites finies a € Z¢ telles qu’il existe une bijection quasi-
affine de rapport a, c’est-a-dire représentée par un triplet (d,a,b) pour un
certain b € Z4. Pour ce faire, nous associons & la suite a le multiensemble
d’entiers naturels obtenu en prenant pour multiplicité d’un entier le nombre
d’occurrences de cet entier dans la suite des valeurs absolues des termes de
a; en effet, I’existence d’une bijection quasi-affine de rapport a ne dépend
que du multiensemble ainsi associé a la suite a (proposition 5.1). On cherche
donc a caractériser les multiensembles associés aux rapports des bijections
quasi-affines, dénommés multiensembles idoines. La question de la carac-
térisation des multiensembles idoines est ramenée par la proposition 5.2 a
un certain probleme de coloriage qui, & notre connaissance, n’avait pas été
abordé jusqu’a présent. On montre ainsi qu’une condition suffisante pour
qu’un multiensemble donné soit idoine est que tous les plus grands divi-
seurs communs de deux éléments distincts du support sont égaux entre eux
(proposition 5.3) et on étudie quelques exemples de multiensembles idoines
ou non (exemples 5.5 et 5.6).

Les remarques qui suivent pourront éclairer le lecteur sur la termino-
logie et les méthodes de démonstration utilisées. En premier lieu, notons
que l'appellation d’application semi-affine précédemment utilisée [1, 3] a
été ici écartée pour étre remplacée par celle d’application quasi-affine. Plus
que par le fait que sont ici considérées des applications de Z dans Z, et
non de N dans N, ce changement est motivé par le fait que ces applica-
tions sont des cas particuliers de quasi-polynémes. Dans I’étude des quasi-
polynémes arithmétiques bijectifs, nous utilisons la notion (analytique) de
densité d’une partie de ’ensemble Z. Il aurait été aussi possible d’utiliser
cette notion dans I’étude faite dans la section 4 des bijections quasi-affines,
la condition 1 de la proposition 4.4 ayant une interprétation directe a ’aide
des densités. Cependant, nous avons préféré justifier cette condition par
des arguments purement combinatoires, en introduisant une notion appe-
lée empreinte, qui est une application & valeurs dans un groupe, et dont la
source est une réunion disjointe de groupes.

Dans la section 3 du présent travail, nous nous conformons, pour alléger
I’expression, a l'usage, inauguré dans le contexte des suites indexées par
I'ensemble N par G. Hansel [13], consistant & utiliser le vocable de « recon-
naissable » comme synonyme de « récurrente linéaire ». La démonstration
de la caractérisation des applications quasi-affines au moyen des endomor-
phismes continus de ’algebre des suites reconnaissables est tres proche de
celle de [3] : ¢’est pourquoi nous avons omis de reprendre un certain nombre
d’arguments en renvoyant pour leur exposé a la littérature existante lorsque
cela nous a paru possible. Notons que cette caractérisation peut se com-
prendre comme une solution, dans un cas particulier, du probleme général
de la théorie des bigebres concernant le rapport susceptible d’exister entre
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les endomorphismes de I’algeébre duale finie et ceux de 1’algebre duale : en
effet, Larson et Taft [14] ont observé, tout au moins lorsque ’anneau de base
A est un corps, que 'algeébre des suites reconnaissables r7(A) dont nous dé-
terminons les endomorphismes continus, s’identifie au dual fini de ’algebre
de Hopf dont 'algébre sous-jacente est 1'algebre A[X, X ~!] des polynémes
de Laurent et dont la comultiplication est donnée par A(X") = X" @ X"
pour tout n € Z, alors que 'algebre Sz(A) de toutes les suites s’interprete
comme son dual tout entier. Ainsi notre résultat revient, pour cette bigebre
particuliere, a décrire les endomorphismes continus du dual fini en tant que
sous-ensemble des endomorphismes continus du dual.

Notation. Etant donnés deux nombres réels = et y, la notation [z..y] dé-
signe U'intersection [z, y] NZ. Méme convention pour des intervalles ouverts
ou semi-ouverts.

1. Les quasi-polyn6mes

1.1. La notion de quasi-polynéme. La définition suivante des quasi-
polyndémes est celle donnée dans 'ouvrage [18] de R. Stanley.

Définition 1.1. Etant donné un entier naturel £, un quasi-polynome de de-
gré £ est une fonction f :7Z — C telle qu’existent £+ 1 fonctions périodiques
ao, . ..,ap de Z dans C satisfaisant I'identité
(1.1) VmeZ, f(m) = ag(m) + ay(m)m + - - - + ag(m)m?,
avec ag # 0. Un entier non nul période de toutes les fonctions a; pour
j € [0..4] est alors appelé une quasi-période de f.

On convient que la fonction nulle est 'unique quasi-polynéme de de-
gré —oo. La notation deg(f) = ¢ signifie que le quasi-polynéome f est de
degré /.

Pour pouvoir définir la composition de quasi-polyndémes, on se restreint
au cas particulier de fonctions a valeurs entieres. Dans ce cas, E. Eh-
rhart [10] a employé les vocables de polynéme arithmétique ou de polar.
Ceci nous conduit a la définition suivante.

Définition 1.2. Si f est un quasi-polynoéme tel que f(m) € Z pour tout
m € Z, application de Z dans lui-méme induite par f est appelée un
quasi-polynéme arithmétique.

Lemme 1.3. Les fonctions périodiques aj : Z. — C figurant dans l’écri-
ture (1.1) sont déterminées de fagon unique par le quasi-polynome f: 7 — C.

Démonstration. Sila combinaison linéaire ag(m)+a1(m)m-+- - -4ap(m)m?,
ou £ € N et ou chaque coefficient a;(m) est périodique de période T, re-
présente la fonction nulle, alors, pour tout entier r € [0..T, la fonction
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m = ag(r) + ai1(r)(r +Tm) + -+ + ap(r)(r + Tm)* est une fonction po-
lynomiale ne prenant que la valeur zéro; par conséquent, tous ses coefli-
cients Zk = ak(r )( ) k=3T3, pour j € [0. E] sont nuls, ce qui nécessite que
a;j(r) = 0 pour tout indice j € [0..4] et pour tout r € [0..T[. Par périodicité,
il s’ensuit que les coefficients a;(m) sont nuls sur Z. O

Lemme 1.4. Soit f : Z — Z un quasi-polynome arithmétique de degré ¢
et de quasi-période T € Z \ {0}, donné par £ + 1 fonctions a;,0 < j < {
satisfaisant ’identité (1.1). Alors, pour tout indice j € [0..4], on a

YmeZ,  TYaj(m)eZ.

Démonstration. Envisageons d’abord le cas ou T' = 1, c’est-a-dire celui ou
les fonctions a; sont constantes. On sait [16] qu’alors f(m) est combinaison
Z-linéaire des polynoémes () = m(m=1)- (m "1 “avec k € [0..£]. Donc le
polynéme /! f(m) est a coefficients entlers ce qui montre le résultat dans
ce cas.

Dans le cas général, on se ramene au cas 7' = 1 en définissant, pour tout
entier r € [0..7[, un polynéme f, par

VmeZ, fr(m)=f(r+mT) = ZAm

avec Aj =TI Yk _j ( “)ag(r)r*=J. Comme f, est un polyndme de degré £ a
valeurs entieres, on a (!A; € Z pour tout indice j € [0..f]. En particulier
A, = Tgﬂag(r) est entier. Supposons qu'il existe un indice j € [0..4] tel
que T*la;(r) ¢ Z. On peut choisir j le plus grand possible satisfaisant cette
condition, de sorte que T*/la(r) est entier pour tout indice k € ]j..¢]. Alors

¢
T 0a;(r) =T 704; — Y <k> (T Cag.(r))r*
J

k=j+1

est entier, contrairement a 'hypotheése. O
1.2. Composition de quasi-polynémes arithmétiques.

Lemme 1.5. Si f est un quasi-polynome arithmétique non nul de degré £
et de quasi-période T', et si g est un quasi-polynome de degré au plus zéro
et de période P # 0, alors go f est un quasi-polyndme de degré au plus zéro
et de période L = T™ax1LOg1p.

Démonstration. On remarque que L = T x1LOJIP est un multiple com-
mun des entiers 17" et P. Par hypothese, il existe £+ 1 fonctions a; : Z — C,
j =0...¢ de période T satisfaisant l'identité (1.1). On va vérifier que go f
est périodique de période L : il suffit pour cela de montrer que la différence
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f(m+ L) — f(m) est un multiple de P. Or

(T (fm + L) — fm) = LY ag(m)er® | 5 (; ) b

j=1 k=0

Comme les nombres a;(m)¢!T* sont entiers pour tout indice j € [1../]
par le lemme 1.4, on voit que les entiers /T*(f(m + L) — f(m)) sont des
multiples de L. Par division par £!T, on en déduit que f(m + L) — f(m)
est divisible par P. O

Théoréme 1.6. Le composé de deuz quasi-polynéomes arithmétiques est un
quasi-polynome arithmétique. De plus, si ces deux quasi-polynomes arith-
métiques sont non nuls, le degré de leur composé est au plus égal au produit
de leurs degrés. Si T est une quasi-période du quasi-polynéme arithmétique
f#0 de degré €, et si P est une quasi-période du quasi-polynome arithmé-
tique g, alors L = T™*1D0 P est une quasi-période de g o f.

Démonstration. On sait [10] que les quasi-polynoémes forment un anneau
quand on les munit de I'addition et de la multiplication usuelles; en parti-
culier, le produit de deux quasi-polyndémes admet pour quasi-période tout
multiple commun des quasi-périodes des deux facteurs; de plus, on a évi-
demment deg(f + g) < max(deg(f), deg(g)) et deg(fg) < deg(f) + deg(g).

L’anneau des quasi-polynomes est, au vu de la relation (1.1), engendré
par les quasi-polynomes de degré au plus zéro (les fonctions périodiques) et
la fonction identique de Z. Soit f un quasi-polynéme arithmétique. L’en-
semble de tous les quasi-polynémes g tels que g o f soit un quasi-polynéme
est un sous-anneau de 'anneau des quasi-polynémes, qui comprend les fonc-
tions périodiques d’apres le lemme 1.5, et qui comprend évidemment la
fonction identique de Z. Par conséquent, cet ensemble est celui de tous les
quasi-polyndémes. Ainsi nous avons montré que, si g est un quasi-polynéme
et f un quasi-polynéme arithmétique, alors le composé g o f est un quasi-
polyndéme. Si g est supposé étre de plus un quasi-poyndéme arithmétique, on
a en outre les inclusions (go f)(Z) C ¢g(Z) C Z, de sorte que le composé de
deux quasi-polynémes arithmétiques est un quasi-polynoéme arithmétique.

De plus, si g est non nul, de sorte que son degré d est un entier naturel,
il existe d + 1 fonctions périodiques bj, avec j € [0..d], telles que g(m) =
bo(m) + by (m)m + - - - 4 bg(m)m? pour tout m € Z, et donc

vmeZ, (gof)(m)=Dbo(f(m))+0bi(f(m))f(m)+---+ba(f(m))f(m)".

Comme les fonctions b; o f sont périodiques de période L d’apres le
lemme 1.5, et que les quasi-polynémes arithmétiques f7 sont de quasi-
période L, on voit que, si f # 0, le degré de g o f est au plus df et que L
en est une quasi-période. O
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1.3. Les quasi-polyndmes bijectifs. On va maintenant préciser quels
sont les quasi-polynoémes bijectifs. Nous nous appuierons pour cela sur la
notion de densité naturelle d’'une partie de Z, qui est une variante simple
de la notion bien connue de densité naturelle d’une partie de N [15].

Définition 1.7. Soit A une partie de Z. On dit que la partie A a une
densité si la suite de terme général
card(A N [—n,+n])

2n+1
admet une limite pour n tendant vers l'infini. Lorsque A a une densité, la
densité (naturelle) de A, notée dens(A), est la limite de la suite (1.2).

(1.2)

On a évidemment 1’énoncé suivant.

Lemme 1.8. Si A et B sont deuz parties disjointes de 7, ayant toutes deuz
une densité, alors AUB a une densité, et la densité de AU B est la somme
des densités de A et de B.

Lemme 1.9. Soit f un polynome de degré € tel que f(Z) C Z. Si € > 2,
alors la densité naturelle de l’ensemble f(Z) est nulle.

Démonstration. 11 est clair qu’il suffit de montrer que la densité naturelle
de 'ensemble f(N) est nulle, et qu’on peut pour cela se restreindre au cas
ot le coefficient dominant de f, noté cd(f), est positif. Dans ce cas il existe
un nombre réel p > 0 tel que f est strictement croissante sur [p, +-o00[. Et,
puisque f(x) tend vers l'infini avec x, on voit qu’il existe un entier N > p
tel que f(N) > f(k), pour tout entier naturel k < p.

L’ensemble des valeurs prises par la suite croissante (f(N + n))pen est
alors identique a ’ensemble de tous les éléments de f(N) au moins égaux a
f(IN). Rangeons tous les éléments de I'ensemble f(N) N N* dans une suite
strictement croissante (ay,),>1. Il résulte de ce qui précede I’équivalent

an ~ cd(f)n®  pour n — 400,

d’olt, comme ¢ > 2, 'on déduit lim, 4 % = 0. Par une propriété connue
de la densité naturelle des ensembles d’entiers naturels [15], on aboutit au
résultat voulu. g

Théoréme 1.10. Un quasi-polynome arithmétique bijectif est de degré 1.

Démonstration. Soit f un quasi-polyndéme arithmétique bijectif; il existe
un entier naturel 7" > 0 qui est une quasi-période de f.
Pour r € [0..T], définissons f, l'application de Z dans Z telle que

VmeZ, fr(m) = f(r +Tm).

Alors, f, est un polynéme de degré < ¢ qui induit une application injective
de Z dans lui-méme. Comme les fonctions constantes ne sont pas injectives,



576 Razika NIBOUCHA, Alain SALINIER

le degré de f, est nécessairement > 1. On introduit ’ensemble A dont les
éléments sont les entiers r € [0..7] tels que le polynéme f, est de degré 1.
Pour r € A, il existe deux entiers a, # 0 et b, tels que f.(m) = a,m + by,
ce qui montre que f,(Z) a une densité |Tlr\

On a évidemment

T—-1 T-1
7= f(Z) :f<U(r+TZ)> = U #@)
r=0

r=0

Comme les f,(Z) sont deux & deux disjoints et ont chacun une densité, on
a par les lemmes 1.8 et 1.9 :

1 = dens(Z Z dens(f,(Z Z

reA‘ T|

Posons N = ppcm{a,, r € A} et soit 'ensemble X = UJ,c4 fr(Z). On
observe que X est réunion de classes modulo N : en effet, soit z € X
et un entier m € Z, tel que m = x + Nz pour un certain entier z. Par
définition de X, il existe r € A et y € Z tels que = = f,(y) = a,y + by,
dout m =2+ Nz = a,(y + ¢2) + by, ot ¢, = N/a, € Z. Par conséquent
m = fr(y+ cr2) est élément de X. D’autre part, ’ensemble X a, d’apres le
lemme 1.8, la densité

dens(X Z dens(f(Z Z

reA reA | T|

ainsi on a nécessairement X = Z.
Par conséquent, A = [0..T[, de sorte que, pour tout r € [0..T], on a
deg(fr) = 1, ce qui montre que f est de degré 1. O

2. Présentations d’une application quasi-affine

2.1. Applications quasi-affines. On sait que les applications affines ¢ :
Z — 7 sont les solutions de la récurrence ¢(m+1) —2¢(m)+p(m—1) = 0.
Ceci suggere de généraliser la notion d’application affine de la maniere
suivante.

Définition 2.1. Soit ¢ une application de Z dans Z et d > 1 un entier
naturel. On dit que ¢ est quasi-affine de largeur d si elle satisfait la récur-
rence

(2.1) VmeZ, e(m—+d) —2p(m) +p(m—d)=0.
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On note QA, 'ensemble des applications quasi-affines de largeur d, et
on pose
QA = U QA, .
a>1
On appelle application quasi-affine tout élément de QA.

Remarque 2.2. Cette définition est ’analogue, pour les applications de 7Z
dans Z, de celle des applications purement semi-affines donnée par [1].

Proposition 2.3. Soit ¢ une application de Z dans Z et d > 1 un entier
naturel. Les quatre assertions suivantes sont équivalentes.
(i) L’application ¢ est quasi-affine de largeur d.
(i) Pour tout couple d’entiers (m,k) € Z2, on a
(2.2) p(m + kd) —p(m) =k (p(m +d) — p(m)).
(iii) L’application ¢ : Z — 7Z est un quasi-polynome arithmétique de
degré au plus un et de quasi-période d.

(iv) Sim et n sont deux entiers rationnels tels que m = n mod 2d alors
on a

23 o (mm) — etm o),

2 2

Démonstration. L’implication (i) = (ii) résulte d’une simple récurrence sur
Pentier naturel |k|.

Pour montrer I'implication (ii) = (iii), étant donné un entier m € Z, on
écrit par division euclidienne m = dg+r, ou g € Z et r € [0..d]. On a alors
par hypothese ¢(m) — p(r) = q (¢(r + d) — ¢(r)) . Il vient alors :

p(r+d)—e(r r
plm) = EDZ 0 1y 4 o) 2+ ) — ()
et on conclut en remarquant que les deux fonctions m +— M et
m > @(r) — 5(¢(r +d) — ¢(r)) sont toutes deux de période d.

Pour montrer que (iii) implique (iv), on écrit n = m + (2k)d, d’ou
MR — m + kd, on exprime @(m + (2k)d) et ¢(m+ kd) et p(m) & I'aide de
I’hypothese, et on combine les trois équations ainsi obtenues.

Enfin, l'implication (iv) = (i) résulte de la congruence m + d =
m — d mod 2d. 0

Les deux lemmes suivants sont des conséquences immédiates des rela-
tions (2.2) et (2.3).

Lemme 2.4. Soitd > 1 et k > 1 deux entiers naturels. Alors QA; C QA,-

Lemme 2.5. Si Uapplication ¢ : Z — Z est quasi-affine de largeur d, alors
pour tout couple d’entiers (m,k) € Z*, on a

o(m + kd) = ¢o(m) mod k .



578 Razika NIBOUCHA, Alain SALINIER

Notation. Si x est un nombre réel, nous utiliserons le symbole usuel |z ]
pour désigner la partie entiere de x, c’est-a-dire le plus grand entier ration-
nel qui minore z, et le symbole {x} = x — |z pour la partie fractionnaire
de .

La proposition suivante précise comment on peut donner sous forme
explicite les applications quasi-affines de largeur d donnée.

Proposition 2.6. Soit d > 1 un entier naturel, et p une application de Z
dans 7Z.. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe deuz suites finies d’entiers rationnels a = (a;)o<i<a € Z2,
b = (bi)o<i<d € Z2, telles que

m m
VmeZ, p(m)=apm {dJ + br(m), avec r(m)=d {d} € [0..d[.
(2) L’application ¢ est quasi-affine de largeur d.

Démonstration. On montre d’abord I'implication (1) = (2). En utilisant le
fait que = — {x} est périodique de période 1, on a r(m + d) = r(m) =
r(m — d), donc I'identité

Vm € 7Z, (M) = ay(m) V;LJ + br(m)

entraine que p(m + d) — 2¢p(m) + p(m —d) = 0.
Réciproquement, on va montrer I'implication (2) = (1). Pour r € [0..d],
on pose
(r) -

ar =@(r+d)—o@(r) et b =(r
2]+ {%}, on en déduit
2) :

Soit m un entier rationnel. Comme on a %

!
m = d|%] +r(m), d'olt en vertu de I’équation (2.

plm) = (r(m) + | 2| ) = olr(m) + | | (olr(m) + ) = olr(m))

ce qui est bien I'égalité p(m) = a,(y) [ |+0b, (m) Qu'on désirait montrer. [

Définition 2.7. Pour toute application quasi-affine ¢, le triplet (d,a,b)
constitué de la largeur d et des suites finies a = (a;)o<i<q € Z% et b =
(bi)o<i<d € Z% de la proposition 2.6, est appelé une présentation de . La
suite finie a € Z? est appelée le rapport de la présentation.

Remarque 2.8. Il est important de remarquer qu’il n’y a pas unicité de la
présentation d’'une application quasi-affine ¢ fixée, car, ainsi que le fait voir
le lemme 2.4, la largeur de ¢ n’est pas déterminée par 'application elle-
méme. Par contre, si on se donne une largeur d de ¢, alors les deux suites
a et b de la proposition 2.6 sont uniquement déterminées : en effet, on a
toujours a, = @(r + d) — p(r) et b, = ¢(r) quelque soit 'entier r € [0..d].
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2.2. Composition d’applications quasi-affines.

Théoréme 2.9. L’ensemble QA de toutes les applications quasi-affines
est un sous-monoide du monoide des quasi-polynomes arithmétiques pour
la composition. Plus précisément, si p € QAy et ¢ € QAy, alors leur
composé p o ¢’ appartient a QA 4.

Démonstration. Cas particulier du théoréme 1.6. O

La proposition suivante explicite le calcul de la composée de deux appli-
cations quasi-affines.

Proposition 2.10. Soit ¢ et ¢’ deuz applications quasi-affine, de présen-
tations respectives (d,a,b) et (d',a’,b"). Alors une présentation de appli-
cation quasi-affine ¢" = p o ¢ est le triplet (dd',a"”,b"), ou a" € 744" et
b” € Z% sont les suites, indexées par l’ensemble des entiers naturels plus
petits que dd’, données par

(2.4) Vkel[0.dd],

+ bu(k)')

dyy ||+ Vi
Ak = Qu(r) @y et %:%wl(mg <

avec

(25) VEke[0.dd[,
s@gzd{g} et u%):d{%wﬂéi+%w}.

Démonstration. D’aprés le théoréme 2.9, I'application ¢” est quasi-affine

de largeur dd’ . La proposition 2.6 montre qu’il existe deux suites a’ =

(@})o<reaq 6 D" = (Ug)g<peqe dentiers rationnels telles que

VmeZ, ¢"(m)=ajm, MZ,J + bgm)

ot k(m) = dd' { 77 }. 1l en résulte que, pour tout k € [0..dd'[, on a

(2.6) a’k’ = go”(/f + dd’) — <p"(k)
et
(2.7) 1= (k).

En appliquant la formule (2.2) a application quasi-affine ¢’, de largeur d’,
ona:

' (k+dd) — ¢ (k) = d(¢'(k+d) — ¢'(k)) .
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Par hypothese

k
(2.8) (k) = ay Ll’J + by -
D’autre part, puisque d’ {k?:,d/} =d {%} = s(k), on a
k+d
¢'(k+d) = ayy, 7 J + b

Donc ¢'(k + d') — ¢'(k) = a,, dou :
o'(k+dd) = ¢'(k) + da;(k).

On utilise alors la formule (2.2) pour 'application quasi-affine ¢ de largeur
d, en posant m = ¢'(k). On obtient :

o'k + dd') — " (k) = ¢ (' (k) + dalyy ) — o (¢ (R))
= gy (¢ (P (k) +d) — ¢ (¢'(K))) -
Pour tout m € Z, on note r(m) = d {%}. Par hypothese, on a

(2.9) v (#'(k) = ar(p vy V C(Zk)J + br(er ()

et o (¢'(k)+d) = (! (k)+d) V (Z)erJ + by (! (k)+a)- Comme r(¢(k)+d) =

r(¢'(k)), et que I'équation (2.8) montre que 7(¢'(k)) = u(k), on en déduit
que

P (¢'(k) +d) — ¢ (¢ (k) = auw),
ce qui donne, d’apres la relation (2.6), I'égalité a} = au(k)a; (k) qu’on voulait
montrer. En outre, la relation (2.9) donne " (k) = ¢ (¢'(k)) = aym, L@J +
bu(k)- En reportant dans cette derniere relation la valeur de ¢'(k) donnée

par ’équation (2.8), on obtient, compte tenu de (2.7), '’expression voulue
de 0. O

Remarque 2.11. On pourra comparer notre résultat a I’énoncé donné
par [2, Proposition 2.3] pour les applications purement semi-affines de N
dans N, qui est entaché d’une imprécision dans la définition du parametre
r qui y prend la place de notre nombre u(k), et qui est erroné en ce qu'il
introduit un nombre d parasite dans Iécriture de bj.

Remarque 2.12. Introduisons le magma PQA, dont I’ensemble sous-jacent
est [[4>1 7% = Ugs1{d} x Z*?, et ou la loi de composition est donnée par

les applications Z2¢ x 724 — 7244" données par les formules (2.4) et (2.5).
En notant N* le monoide multiplicatif des entiers naturels non nuls, ’ap-
plication de PQA dans N* qui associe l’entier d & tout élément de Z2¢ est
un morphisme de magmas, et la proposition 2.10 signifie que 'application
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de PQA dans le monoide QA des applications quasi-affines qui au couple
(a,b) € Z9x 7% = 72? associe 'application ¢ définie par la condition (1) de
la proposition 2.6 est aussi un morphisme de magmas. Par conséquent, on
a un morphisme de PQA dans N* x QA. Ce morphisme est injectif d’apres
la remarque 2.8 ; en particulier, le magma PQA est un monoide qui admet
QA comme un quotient.

2.3. Changement de présentations. Nous allons maintenant explici-
ter la relation d’équivalence sur le monoide PQA par laquelle on quotiente
pour obtenir QA, c¢’est-a-dire caractériser sous quelles conditions deux pré-
sentations d’applications quasi-affines de différentes largeurs sont en fait
présentations d’une méme application.

Proposition 2.13. On se donne deuz entiers naturels d > 1 et d > 1,
et des suites finies a € Z% b € Z% a' € Z¥ b’ € Z¥. On note q le plus
grand commun diviseur des entiers d et d'. Pour que les triplets (d,a,b) et
(d',a’,b’) soient deux présentations d’une méme application quasi-affine,
il faut et il suffit que, pour tout couple (r,r') d’entiers naturels tel que
r<d,r’ <d etr=r"modgq, on ait les égalités

da. =da,, et d(b.—b.)=a.(r—1").

T

Démonstration. Vérifions d’abord que cette condition est suffisante. Soit
¢ Papplication quasi-affine de largeur d et de présentation (d,a,b), et ¢’
l'application quasi-affine de largeur d’ et de présentation (d’,a’, b’). On note
r:Z — [0..d[ (vesp. ' : Z — [0..d'[) Vapplication telle que r(m) = d {2}
(resp. /(m) = d' {%}) pour tout entier m € Z. Comme d est un diviseur
de m — r(m), et que d’ est un diviseur de m — 7’(m), on voit que r(m) =
r’(m) mod ¢ pour tout entier m € Z.

11 s’agit de vérifier qu’on a ¢ = ¢’ sous la condition donnée dans I’énoncé.
Or, pour tout entier m € Z, on a alors :

m
gp(m) = Qr(m) LdJ + br(m)

= vy (5 = {5 ) # Vo + 252 ) = 1" (m).

Comme 7(m) = d {%}, cette expression se simplifie en

m — 1’ (m) m — 1’ (m)
P(m) = rm) ==+ bys(m) = oy~ T vy »
ce qui donne finalement
m
p(m) = Gy () LZ’J + by (my = ¢/ (M)

Montrons réciproquement que la condition indiquée est nécessaire. On
suppose donc que les triplets (d,a,b) et (d’,a’,b’) sont deux présentations
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d’une méme application quasi-affine @. Alors, d’apres la proposition 2.3, on
sait que d et d’ sont deux quasi-périodes du quasi-polynéme ¢. Comme le
plus grand commun diviseur g des entiers d et d’ est de la forme g = ud+vd',
ou u et v sont deux entiers, on voit que g est aussi une quasi-période de
¢, et donc p appartient a QA,. Par la proposition 2.3, il existe donc deux
fonctions ¢ : Z — Cet ¢ : Z — C de période q telles que p(m) = ¢1(m)m+
cp(m) pour tout entier rationnel m. Considérons deux entiers naturels r et
'’ tels que r = r’ mod ¢, de sorte que ¢;(r+d) = ¢;j(r' +d') = ¢j(r) = ¢;(1")
pour tout indice j € {0,1}. On a donc

da, = d (p(r +d) — ¢(r)) = c1(r)dd’
=dci(r)d =d (p(r' +d') — (1)) = da. .
D’autre part :
d(by = by) = d(p(r) — @(r")) = dea (r)(r —17)
= (Gl +d) = o) =) =arlr—r). D

2.4. Forme réduite d’une application quasi-affine. Soit ¢ une appli-
cation quasi-affine; I’ensemble des entiers d > 1 tels que ¢ est de largeur
d admet un plus petit élément, que nous appelons la largeur minimale de
I’application quasi-affine .

Définition 2.14. Pour toute application quasi-affine ¢ : Z — Z de largeur
minimale dy > 1, la donnée des deux suites a = (a;)o<i<d, €t b = (bi)o<i<d,
éléments de Z% de la proposition 2.6 est appelée la forme réduite de .

Puisque Z est un anneau principal, la proposition 2.3 montre que, si dg
est la largeur minimale de ¢, alors ¢ est élément de QA si et seulement si
d est un multiple de dy.

Proposition 2.15. Soit (d,a,b) une présentation de l’application quasi-
affine p. Pour que cette présentation ne soit pas la forme réduite de o, il
faut et il suffit qu’il existe une factorisation de l’entier d en deux facteurs
d = qd' telle que q > 1 soit un diviseur commun d tous les termes a, de la
suite finie a et vérifiant de plus :

Vre [Od — d/[7 Qryqg = Qp et b?“-‘rd’ = b?“ + % .
q

Si cette condition est satisfaite, alors une autre présentation de lapplication
e est (d',a’',b), en posant, pour tout entier naturel v’ tel que r' < d’,

(o]
! T
a,.r =

q

T
Démonstration. Supposons que le triplet (d, a, b) ne soit pas la présentation
réduite de I’application ¢, et soit d’ la largeur minimale de ¢. Ainsi, il existe
une autre présentation (d',a’,b’) de ¢ telle que d = ¢d’, ot ¢ > 1.

et b//: .

T
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Selon la proposition 2.13 , pour tout couple (r,7’) d’entiers naturels tel
quer < d,r <d et r=r"modd, on a les égalités
da, =da,, et db.—b.)=a(r—1").
En particulier, pour tout entier naturel r < d, on peut choisir ' = d’ {%},
de sorte qu’on ait r = 7’ mod d’ et ' < d’, d’olt a, = gal,, ce qui montre
que ¢ est un diviseur commun & tous les termes a, de la suite a.
Si maintenant I'entier naturel r satisfait I'inégalité r < d — d’, alors
r+d <d, r+d =r'modd, et par conséquent on a aussi
Apyd = qa;ﬂ/ = Qp .
D’autre part :
dlbp =) =a(r—7") et dpra —b.)=ara(r+d —1').
Par différence entre ces deux derniéres égalités, et en tenant compte que
d = qd’ et que a, = a,,4, on obtient
Ay
b Fd = b, + —.
T T q

Réciproquement, on suppose I’existence d’une factorisation d = gd’, q > 1
telle que ¢ divise tous les termes a, (0 < r < d), et que soient vérifiées les
égalités

a
Vrel0.d-d, Urypqr = Qr €t bopg =b, + —.
q
Soit le triplet (d’,a’,b’) ot on a posé, pour tout entier naturel ' < d',
a, = % et b/, = by. On se donne deux entiers naturels r et r’ tels que
r—r! Q.

r = r’ mod d'. Par hypothese, ceci entraine que a, = a,s et b, = b+ 5~ ==

q
On voit donc que
dal, = d'qal, = d'a,, = d'a,
et que
d(by — b)) = d(by — by) = d%“f’“ = (r—1")a,.
q
Ainsi selon la proposition 2.13, le triplet (d’,a’, b’) est une autre présen-
tation de 'application . O

Exemple 2.16. Soit la présentation (6,a,b) avec a = (4,8,8,4,8,8) et
b = (0,1,3,2,5,7). En prenant ¢ = 2 et d = 3, on a une factorisation
de d qui satisfait la condition indiquée. Donc cette présentation n’est pas
forme réduite d’une application quasi-affine. La proposition 2.15 montre
qu’une présentation de largeur 3 de cette méme application est donnée
par les triplets a’ = (2,4,4) et b’ = (0,1, 3). Cette deuxiéme présentation
est d’ailleurs de forme réduite puisque le plus grand commun diviseur des
éléments du triplet a’ est 2 qui est premier a d’ = 3.
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3. Endomorphismes continus de I’algébre des suites bi-infinies

Dans cette section, le terme anneau est utilisé pour « anneau commutatif
unifere ». On réserve le nom de morphisme d’anneaux pour les morphismes
envoyant ’élément unité de la source sur I’élément unité de la cible. Nous
commencons par décrire la structure de I’ensemble de toutes les suites in-
dexées par I’ensemble Z des entiers rationnels.

3.1. L’algébre des suites bi-infinies. Soit A un anneau. On identifie le
produit A% & I’ensemble de toutes les applications de Z dans A : une telle
application est appelée une suite bi-infinie sur A. On note Ty 'application
décalage de A% dans A% telle que

Yue ALYmelZ, Ta(u)(m) =u(m+1).

Notation. On note Sz(A) 'anneau produit A%, muni de I’automorphisme
Ty.

La loi multiplicative de ’anneau Sz(A) est donc celle du produit d’an-
neaux, c’est-a-dire la multiplication terme & terme, analogue au produit de
Hadamard des suites [4]. Son élément unité est la suite bi-infinie dont tous
les termes sont égaux a l'unité de A. L’anneau Sz(A) est, en tant qu’anneau
produit, muni naturellement des morphismes d’anneaux i, o : Sz(4) — A
définis pour tout entier m € Z par

Vue Sz(A), Km,A(u) = u(m) .

La proposition suivante énonce une propriété universelle de ’anneau

Sz (A).

Proposition 3.1. Soit R un anneau et 7 un automorphisme de R. Pour
tout morphisme d’anneaux v : R — A, il existe un unique morphisme
d’anneauzr ¥ : R — Sz(A) tel que Tyo UV =WorT et koaoW =1).

En particulier, en prenant R = A et 7 = Id4, on obtient 'existence et
I'unicité d’un morphisme d’anneaux t4 : A — Sz(A) tel que Ty o1a = ta
et ko4 014 = Ida. Explicitement, on a pour tout a € A I'égalité t4(a) =
(@)mez. Ceci permet de voir Sz(A) comme une A-algebre de morphisme
structural ¢4.

Nous appellerons Sz (A) Palgébre des suites bi-infinies sur A. Cette al-
gebre sera munie de la topologie initiale définie par les applications
km,A(m € Z) de Sz(A) dans A, 'anneau A étant supposé muni de la topo-
logie discrete. Notons que cette topologie produit est compatible avec les
opérations algébriques de Sz(A) et fait de Sz(A) un anneau topologique
complet et métrisable [11, Theorem 8.3.9] [17, Théoréme VII, 1; 1, p. 61].
Par ailleurs, puisque K, 4 0 T4 = Km41,4, il est immédiat de vérifier que
I’automorphisme décalage T'4 est bicontinu.
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3.2. Suites récurrentes linéaires. La notion de suites récurrentes li-
néaires indexées par N est connue [12], de maniére analogue on va définir
les suites récurrentes linéraires indexées par Z. Pour cela, on commence par
définir sur le A-module Sz(A) une structure de A[z]-module en faisant agir
x comme le décalage T4.

Définition 3.2. Soit u € Sz(A), on appelle annulateur de u 'idéal de A[z]
dont les éléments sont les polynémes P € A[z] tels que P(T4)(u) = 0.

Définition 3.3. Une suite bi-infinie u élément de Sz(A) est dite récurrente
linéaire sur A ou reconnaissable sur A, si son annulateur comprend un
polyndéme unitaire a coefficients dans A. L’ensemble des suites récurrentes
linéaires éléments de Sz (A) sera noté rz(A).

Par un raisonnement analogue au cas classique des suites indexées par N
[5, proposition 5.1, p. 11], on peut caractériser les suites reconnaissables
comme les éléments des sous-A-modules de Sz(A) qui sont de type fini et
stables par T'4.

Théoréme 3.4 (Schiitzenberger). Soit A un anneau commutatif unifére.
L’ensemble r7(A) des suites bi-infinies reconnaissables sur A est une sous-
algébre de l'algébre des suites Sz(A), qui est stable par l’automorphisme
décalage T4.

Démonstration. Identique a [5, pp. 14-15] qui traite le cas de suites indexées
par un monoide libre sur un alphabet. O

Nous appelons cette sous-algebre rz(A) algébre des suites bi-infinies
reconnaissables sur A.

Proposition 3.5. Pour tout anneau A, la sous-algébre rz(A) des suites
bi-infinies reconnaissables sur A est dense dans l'algébre Sz(A) des suites
bi-infinies sur A.

Démonstration. Soit u élément de S7z(A). Pour tout voisinage V' de u dans
Sz (A), il existe une partie finie non vide F' de Z telle que

Vve Sz(A), (Vm € Fyu(m) =v(m)) =veV.

Soit alors entier naturel 7' = max F — min F' + 1 > 1. Il existe une suite
périodique v = (v(m)),,,c7 de période T' telle que u(m) = v(m) pour tout
entier m € [min F, max F'], donc en particulier pour tout m € F', de sorte
que v € V. Puisque 'annulateur de v contient alors le polyndéme unitaire
zT — 1, le résultat s’ensuit. O

Remarque 3.6. Cette preuve montre en fait un énoncé plus fort : 'en-
semble des suites bi-infinies périodiques est dense dans Sz(A).
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Lorsque 'anneau A est un corps K algébriquement clos de caractéris-
tique nulle, les éléments de 77(K) ont la méme description que dans le cas
classique des suites indexées par N.

Proposition 3.7. Soit K un corps algébriguement clos de caractéristique
nulle et uw une suite élément de Sz(K). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(1) la suite bi-infinie u est récurrente linéaire ;

(2) il existe un entier naturel d, d éléments a,...,aq non nuls de K,
et d polynomes p1,...,pq a coefficients dans K, tels que
d
(3.1) Vm e Z, u(m) = Zpi(m)azm.
i=1

Démonstration. Complétement identique & la démonstration usuelle [12,
pp. 3-4]. O

3.3. Constructions préservant la reconnaissabilité.

Lemme 3.8. Soit u une suite bi-infinie reconnaissable sur un anneau A.
Alors, pour tout entier b € Z, la suite bi-infinie Tqu = (u(m + b)) ez €st
reconnaissable.

Démonstration. Comme T4 est bijective, les deux suites u et T zu ont le
méme annulateur. O

Lemme 3.9. Soit A un anneau intégre et u € rz(A). S’il existe un entier
naturel N tel que pour tout n > N,u(n) =0, alors u = 0.

Démonstration. Raisonnons par 'absurde; supposons u # 0; alors l’en-
semble {n € Z,u(n) # 0} est non vide et majoré par N. Donc il existe
un plus grand élément ng tel que u(ng) # 0 et un élément unitaire X" +
a X"+ ...+ ¢, de degré minimal h dans 'annulateur de u. On a u(ng +
h)+ qu(ng+h—1)+ -+ quu(ng) = 0, c’est-a~dire gpu(ng) = 0 par défi-
nition de ng. Or g;, # 0 par minimalité du degré h. Comme u(ng) # 0, on
a une contradiction avec I’hypothese d’intégrité de 'anneau A. O

Lemme 3.10. Soit u = (u(m)),, o, une suite bi-infinie reconnaissable sur
un anneau complétement intégralement clos A [6, p. 16]. Alors la suite bi-
infinie U = (u(—m)),,c; est reconnaissable.

Démonstration. Soit K le corps des fractions de 'anneau intégre A. Un
polynéme P € K[z] de degré d € N est élément de I'annulateur de la
suite bi-infinie @ si et seulement si son polynéme réciproque de(w_l) est
élément de ’annulateur de u. Si donc P(x) est un polynéme unitaire de A[z]
de degré minimal d dans annulateur de u, on a P(0) # 0 par minimalité
du degré d, et le polynéme P(0)~'2¢P(z~!) est un polynéme unitaire de
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K|z] élément de 'annulateur de la suite u. Il en résulte que @ appartient a
lalgebre rz(K).
Soit par ailleurs Q(z) un polynéme unitaire de K [z| vérifiant

VmeN,  Q(Ta)@)(m)=0.

Comme @ est élément de 'algebre r7(K), le lemme 3.9 entraine alors que
Q(T4) (@) = 0. Ainsi un polynéme unitaire P(z) € K[z] de degré minimal
dans l'annulateur de @ est aussi un polynéme unitaire de K[z] de degré
minimal tel que P(T4)(@)(m) = 0 pour tout entier m € N. On sait par un
théoréme de Chabert [8] que 'anneau complétement intégralement clos A
est un anneau de Fatou au sens de Benzaghou ; comme la suite (@(m)),,, o
prend ses valeurs dans A, on en déduit que le polynéme unitaire ]S(a:) est
élément de A[x]. Comme il est élément de I'annulateur de @, on conclut que
la suite U est élément de r7(A). O

Définition 3.11. Soit un entier naturel d > 1. On appelle :
e d-décimation 1'application ¥4 de Sz(A) dans S7z(A) qui a la suite bi-
infinie u = (u(m)),,,c7 associe la suite bi-infinie Vg (u) = (u(dm)),,cz
e d-emboitement I'application E; de Sz(A)? dans Sz(A), telle que,
pour tout d-uplet u = (u;)o<;<q de suites bi-infinies sur A, on a :

m

V'm € Z, Ey(u)(m) = Ugqmy (LJ) .

Remarque 3.12. On vérifie immédiatement que T4 0¥y = ﬁdoTﬁ. D’autre
part, si u = (u;)o<j<a est élément de Sz(A)?, alors il est facile de vérifier
que (T4oEg)(u) = E4(uq, ..., uqg—1, Taug), d’ot résulte aussi que TgoEd =
E o T;fd, ol Tjd est Papplication de Sz(A)? dans lui-méme telle que

Vu = (uj)ocjca € Sz(A)% T5%a) = (Taw;)o<j<a-

Lemme 3.13. Soit d > 1 un entier naturel. Si u est une suite bi-infinie
reconnaissable sur un anneau A, alors sa d-décimée ¥4(u) est reconnaissable
sur A. Siug,...,uq_1 sont des suites bi-infinies reconnaissables sur A, alors
leur d-emboitement Eq(ug,...,uq—1) est une suite reconnaissable sur A.

Démonstration. Compte tenu de la remarque 3.12, elle est identique a celle
de [3] qui traite le cas des suites indexées par N. O

Proposition 3.14. Soit ¢ une application quasi-affine de Z dans Z, A un
anneau complétement intégralement clos, et u une suite bi-infinie recon-
naissable sur A. Alors la suite bi-infinie u o @ est reconnaissable.
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Démonstration. Soit une présentation (d, a = (a,)o<r<d, b = (br)o<r<d)
de I'application quasi-affine ¢. La suite bi-infinie u o ¢ est alors le d-emboi-
tement des d suites u,, ou r € [0..d[, définies par u,(m) = u(a,m +b,). Par
les lemmes 3.8, 3.10 et 3.13, chaque suite u, est reconnaissable, donc aussi
leur emboitement u o ¢. g

3.4. Endomorphismes continus d’algebres de suites bi-infinies. Si
l'anneau A est integre, les endomorphismes continus de 'algebre Sz(A)
des suites bi-infinies ont été caractérisés dans [3], ou se trouve démontré
I’énoncé suivant.

Proposition 3.15. Soit A un anneau intégre. Le monoide End®(Sz(A))
des endomorphismes continus de l'algébre Sz (A) est isomorphe d l’opposé
du monoide Z% de toutes les applications de Z dans Z quand on associe
@ € ZF l’endomorphisme u + u o ¢ de Sz(A).

On s’intéresse maintenant aux endomorphismes continus de la sous-
algebre r7(A) lorsque A est un anneau de caractéristique nulle : dans ce
cas, on identifie Z au sous-anneau de A engendré par I’élément unité de A
et on note n4 le plongement de Z dans A tel que n4(m) = m pour tout
m dans Z. Alors la suite n4 est élément de r7(A), puisque le polynéme
unitaire (z — 1)? appartient & son annulateur.

Proposition 3.16. Soit A un anneau intégre de caractéristique nulle. L’ap-
plication f —— ¢ déterminée par la relation f(na) = na o ¢ est un anti-
morphisme injectif du monoide End®(rz(A)) de tous les endomorphismes
continus de la A-algébre rz(A) dans le monoide des applications de Z dans
Z. Son image est précisement l’ensemble des applications ¢ : 7. — 7, véri-
fiant la condition :

(3.2) Vuerg(A), uop €ry(A).

Démonstration. Puisque r7(A) est dense dans S7z(A) par la proposition 3.5,
tout endomorphisme continu de 77(A) se prolonge en un unique endomor-
phisme continu de Sz(A) en vertu du théoréme de prolongement des ap-
plications uniformément continues [17, Théoréeme XI, 3; 1, p. 132]. Par la
proposition 3.15, on en déduit que tout endomorphisme continu f de r7(A)
est de la forme f = f, oli pour toute application ¢ : Z — Z, f,(u) =uop.
Puisque 'image de f est contenue dans rz(A), il est patent que 'application
© satisfait la condition (3.2). Il est simple de vérifier que, réciproquement,
si ¢ vérifie la condition (3.2), alors I’application f, : Sz(A) — Sz(A) induit
un endomorphisme continu de ’algebre 77(A). En particulier, on doit avoir
f(na) =na o, ce qui, puisque 74 est injective, détermine une unique ap-
plication ¢ : Z — Z. Enfin, la relation évidente fy, 0, = fs, © f,, entraine
que l'application f — ¢ est un antimorphisme. O
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3.5. Quelques lemmes.

Lemme 3.17. Pour tout corps commutatif K et pour toute K-algébre com-
mutative L, on a rz(L) N Sz(K) = rgz(K).

Démonstration. Identique au cas des suites indexées par N, traité dans [3,
Lemme 2.4]. O

Lemme 3.18. Soit K une Q-algébre commutative complétement intégra-
lement close, et @ une application de Z dans Z. Si pour toute suite u €
r7(K), uwoy est un élément de rz(K), alors I’ensemble {@, meZ\ {0}}
est une partie bornée de Q.

Démonstration. Considérons les deux suites géométriques bi-infinies go . €
r7(K) telle que ga (m) = 2" pour tout entier m € Z et pour € € {—1,1}.
Par hypothese, les suites g2 o ¢ sont toutes deux reconnaissables sur K,
donc reconnaissables sur Q par le lemme 3.17, donc aussi reconnaissables
sur C. Puisque de plus elles sont évidemment non nulles, on voit par la
proposition 3.7 que, pour tout € € {—1,1}, il existe un entier d. > 0, une
suite (pie); <<y de polynomes a coefficients dans C, et une suite (@i ¢), ;4.
d’éléments de C tels que : o

de
VmeZ, 2ee(m) — Zpiye(m)azng.
i=1

Posant ¢; = max (maxj<j<g, |®i1|, maxi<i<q_, |, —1|), on en déduit pour
tout entier n € N* et pour tout ¢ € {—1,1} Dinégalité 20 <
&4 3% | |pic(n)|. En prenant le logarithme en base 2 , on en tire

logy (S | pic(n) )

n

Vn>1, 6M§10g201+
n

,oue e {—1,1}, convergent
n>1
vers 0 quand n tend vers l'infini, elle sont bornées. On en déduit que les

deux suites (e%")) o ou e € {—1,+1}, sont majorées, c’est-a-dire que
n>

(n) )

I’ensemble des valeurs prises par la suite ( “DT n>1 est borné.

D’autre part, soit ¢ lapplication de Z dans Z telle que ¢(m) = p(—m)
pour tout entier m € Z. Si u o ¢ est reconnaissable sur K, il résulte du
lemme 3.10 que w o @ 'est aussi. Donc @ satisfait la méme hypothese que

Comme les deux suites

(bgz(zfypi,amn)

p, et donc 'ensemble des valeurs prises par la suite (@) o est borné,
nz

ce qui achéve la démonstration. O
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3.6. Caractérisation des endomorphismes continus de I’algébre
des suites bi-infinies reconnaissables sur une Q-algebre. Nous al-
lons déterminer completement les endomorphismes continus de l’algebre
rz(A) dans le cas o A = K est une Q-algebre commutative complétement
intégralement close en montrant qu’il n’y a pas d’autre endomorphisme
continu que les applications u — u o ¢, ou ¢ : Z — Z est une application
quasi-affine. D’apres les propositions 3.14 et 3.16, on sait en effet déja que
ces applications sont des endomorphismes continus de l'algebre r7(K), et
tout revient & montrer que toute application ¢ : Z — Z satisfaisant la
condition (3.2) est quasi-affine.

Théoréme 3.19. Soit K une Q-algébre commutative complétement inté-
gralement close, et f une application de rz(K) dans rz(K). Les assertions
susvantes sont équivalentes :

(1) Uapplication f est un endomorphisme continu de rz(K) ;
(2) il existe une application quasi-affine ¢ de Z dans Z telle que, pour
tout u dans rz(K), on ait f(u) =uo p.

Démonstration. Il ne reste a démontrer que I'implication (1) = (2). Soit
donc f un endomorphisme continu de l'algebre 77(K). En vertu de la
proposition 3.16, il existe une application ¢ de Z dans Z satisfaisant la
condition (3.2) telle que, pour tout u € rz(K), on ait f(u) = u o ¢.
En particulier, pour le plongement d’anneaux ng : Z — K, on voit que
f(nx) = nx o ¢ = (p(m)),,cz est une suite bi-infinie reconnaissable sur K.
D’apres le lemme 3.17, la suite (¢(m)),,c, d’entiers rationnels, étant re-
connaissable sur K, lest aussi sur Q, et donc sur la cléture algébrique Q?#
de Q dans C. A partir de la proposition 3.7, il existe un entier d € N, une
suite (o)i1<j<q4 de nombres complexes algébriques non nuls, et une suite
(pj)i<j<a de polynomes a coeflicients algébriques, tels que

d
Vm e Z, p(m) = ij(m)agn.
j=1

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que a; # o pour @ # j.
La suite (¢(n))nen est une suite d’entiers rationnels telle que WTM) -
nz

est bornée et s’exprime sous la forme
d
VneN, e(n) = ij(n)a’;.
j=1

La démonstration de [3, pp. 18-19] s’applique sans modification, et montre
que tous les nombres «; sont des racines de 'unité, et que tous les poly-
nomes p; sont de degré au plus un.
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Soit ¢ une racine de I'unité dans Q2 d’ordre égal au plus petit commun
multiple N des ordres des racines a;, 1 < j < d. Pour tout j € [1..d], il
existe un entier naturel k; tel que a; = £ki. D’autre part, pour tout j €
[1..d], il existe deux nombres algébriques A; et B; tels que pj(z) = Ajz+B;.
On a alors, pour tout entier m € Z :

d
p(m) =Y (Ajm+ Bjehm .
j=1
On en déduit que (zV — 1)? est un polynéme annulateur de la suite recon-
naissable . Par conséquent, la suite ¢ vérifie la récurrence p(m + 2N) —
2p(m+N)+p(m) = 0 pour tout entier m € Z, elle est donc quasi-affine. [

4. Bijections quasi-affines

4.1. Empreinte d’une présentation d’une application quasi-affine.
Soit ¢ une application quasi-affine de présentation (d,a,b). On note N le
plus petit commun multiple de tous les termes non nuls de la suite a s’il
en existe, et N = 0 si au contraire tous les termes de la suite a sont nuls.
Pour tout entier naturel r tel que r < d, on pose

N .
(4.1) CT:{M star #0

0 si a, =0
Soit, pour tout entier naturel r tel que r < d, ’application p, de Z dans le
quotient Z/NZ définie par
Vm e Z, @,.(m)=9(md+r)+ NZ=am+b.+NZ.

On remarque que, si m et n sont deux entiers congrus modulo ¢,, alors
@,(m) =p,(n). Il en résulte qu’il existe une unique application f, de Z/c,Z
dans Z/NZ telle que

fr(m+ ¢ Z) =, (m) .
Définition 4.1. On appelle empreinte de la présentation (d,a,b) de lap-
plication quasi-affine ¢ I'application

d—1
7, 7,
72Nz

r=0 T

canoniquement associée a la suite (f;)o<r<d-

Proposition 4.2. Une application quasi-affine est injective si et seulement
st 'empreinte d’une quelconque de ses présentations est injective.

Démonstration. Soit ¢ une application quasi-affine, et f 'empreinte d’une
des présentations (d, a, b) de ¢. Pour tout entier naturel r tel que r < d, on
note ¢, I'application de Z dans Z définie par ¢,(m) = @(md+r) = a,m-+b,
pour tout entier m € Z. On remarque que ’application ¢ est injective si
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et seulement si les images ¢, (Z) sont deux a deux disjointes et toutes les
applications ¢, sont injectives. De méme, 'application f est injective si et
seulement si les images f, (C%Z) sont deux a deux disjointes et toutes les
applications f, sont injectives.

Supposons que l'application quasi-affine ¢ est injective. Chacune des
applications ¢, est alors injective, donc chaque terme de la suite a est
non nul. Soit un entier naturel r < d et deux entiers m et n tels que
frim+c2Z) = f.(n+c¢,.Z), c’est-a-dire tels que a,m+b, = a,n+b, mod N.
Puisque a, # 0, on peut diviser cette congruence par a,, ce qui conduit
a 'égalité m + ¢,Z = n + ¢.Z, de sorte que 'application f, est injective.
Supposons maintenant ’existence de deux entiers naturels r # s plus petits
que d tels que les images de f, et de fs ne soient pas disjointes. Alors il
existe deux entiers m et n tels que fr.(m + ¢,Z) = fs(n + ¢sZ), c’est-a-dire
tels que ¢r(m) = @s(n) mod N. Puisque as # 0, ceci entraine 'existence
d’un entier k € Z tel que ¢r(m) = @s(n) + ask. Or s(n) + ask = asn +
bs + ask = ps(n + k), ce qui est exclu puisque l'application ¢ est injective.
Cette contradiction montre que les images des applications f, sont deux a
deux disjointes, ce qui montre que I'empreinte f est injective.

Réciproquement, supposons f injective. On observe d’abord que ceci
empéche que tous les termes de la suite a soient nuls. En effet, si on avait
a, = 0 pour tout entier naturel r < d, on aurait aussi ¢, = 0 et N = 0,
donc I'application f, serait une application constante et injective de Z dans
Z, ce qui est absurde. Donc I'ensemble Z/NZ est fini, et donc la source
de l'application injective f doit également étre finie, ce qui impose que
tous les termes de la suite a sont non nuls. Donc toutes les applications
(- sont injectives. D’autre part, s’il existait deux entiers m et n tels que
or(m) = ps(n) pour deux indices r # s, on en déduirait @, (m) = g,(n), ce
qui impliquerait que les images f; (c%z) et fs (CSLZ) ne soient pas disjointes,
ce qui est exclu si f est injective. On en conclut que @ est alors injective. [

Proposition 4.3. Si une application quasi-affine ¢ est surjective, alors
l’empreinte d’une quelconque de ses présentations est surjective. Récipro-
quement, si l'empreinte d’une de ses présentations (d,a,b) est surjective,
et si aucun des termes de a n’est nul, alors 'application ¢ est surjective.

Démonstration. L’application ¢ est surjective si et seulement si la réunion
des images ¢, (Z) pour r € [0..d[ est égale a Z, c’est-a-dire si et seulement si,
pour tout entier n € Z, il existe un entier naturel r < d et un entier m € Z
tels que n = a,m—+b,. De méme 'empreinte f est surjective si et seulement
si la réunion des images f; (c%) pour r € [0..d[ est égale & Z/NZ, donc si
et seulement si, pour tout entier n dans Z, il existe un entier naturel r < d
et un entier m € Z tels que n = a,m + b, mod N. Il est donc évident que
la surjectivité de ¢ entraine celle de f. D’autre part, si a, # 0, on sait que
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N est un multiple de a,, donc la congruence n = a,m + b, mod N entraine
que n = a,m’ + b, pour un entier m’ € Z, ce qui établit que, si tous les
termes de la suite a sont non nuls, alors la surjectivité de f entraine celle

de ¢. 0
4.2. Caractérisation des bijections quasi-affines.

Proposition 4.4. Une application quasi-affine de présentation (d,a,b) est
bijective si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) on a a, # 0 pour tout r € [0..d[ et Y92} ﬁ =1.
(2) pour tout couple (r,s) d’entiers naturels plus petits que d, et tel que

r # s, le plus grand commun diviseur de a, et as ne divise pas la

différence bg — b,..

Démonstration. Soit (d,a,b) une présentation de I'application quasi-affine
p, d’empreinte f.

Montrons d’abord la nécessité des conditions (1) et (2). On suppose que ¢
est bijective, il résulte des propositions 4.2 et 4.3 que f est bijective. Comme
© est injective, on voit que tous les entiers a, sont non nuls. Comme f est
bijective, le nombre d’éléments de la soulcrlce de f est égal a N, de sorte que

-1 1

N = Zf;(l] cr, relation équivalente a > 1 "5 Gl = 1. Soit (7, s) un couple

d’entiers naturels plus petits que d tel que r # s. Puisque f est injective,
les images f; (C%) et fs ((33%) sont disjointes, ce qui signifie que, pour tout
couple (m,n) d’entiers, on a a,m + b, #Z asn + bs mod N. Or on sait que
I’ensemble des entiers a,m — asn est précisément ’ensemble des multiples
du plus grand commun diviseur de a, et as. Comme N est un multiple
commun a a, et a ag, on en déduit que bs — b, n’est pas divisible par le plus
grand commun diviseur de a, et as.

Réciproquement, supposons vérifiées les hypotheses (1) et (2). Montrons
d’abord l'injectivité de f. Soit deux entiers naturels r et s plus petits que
d, et m+c,Z € L) e, et n+csZ € L] csZ tels que f(m~+c,Z) = f(n+csZ).
On a donc

arm + b, = agn + bs mod N .
Si on avait r # s, cela entrainerait que le plus grand commun diviseur de
a, et ag diviserait bs — b,, contrairement a I’hypothese (2). Donc s = r, ce
qui conduit par division par a, a la congruence m = n mod c¢,, c’est-a-dire
que m + ¢, Z = n + csZ. Ainsi f est injective.

Comme la source et la cible de 'application f ont le méme nombre
d’éléments par I'hypothese (1), on voit que f est bijective, ce qui implique
que @ est une bijection en vertu des propositions 4.2 et 4.3. 0
4.3. Réciproque d’une bijection quasi-affine. Nous allons montrer

que la bijection réciproque d’une bijection quasi-affine est aussi quasi-affine
et en expliciter une présentation.
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Proposition 4.5. Soit (d,a,b) une présentation d’une bijection quasi-
affine . On considére le plus petit commun multiple N des termes de la

suite a, et, pour tout entier naturel r < d, on note ¢, = Tar]"
T

Alors la bijection réciproque 900(_1) de ¢ est quasi-affine de présentation
(N,a’,b’) avec, pour tout entier naturel s < N :
dN s—b
al, = et b.=w(s)+d - IO)
o (s) Qo (s)

N L)) . . . , .
ot v(s) = d{‘p (S)} est lunique entier naturel plus petit que d vérifiant
la congruence s = by () mod a,(y)-

Démonstration. Soit m un entier, n = ©°=1(m), et v(m) = d {2}. Alors,

d’apres la proposition 2.3, on a ¢ (
valent & p°CD(m+ N) =n =+ daj(v :

proque ¢°(=1) est quasi-affine de largeur N.
Une présentation de ¢°(=1) est donc (N, a’,b’) ot les suites a’ et b’ se
calculent au moyen des formules

Vse[0.N[  af=¢CV(s+N) () et b =" (s).

a](v)) = m £ N, ce qui est équi-

Comme on I'a vu, °("Y (s 4+ N) = ©°(=D(s) 4 ad—J(V), d’ott on déduit al, =
dN

Ay (s) ’
On a d’autre part @(p""D(s)) = s = ay(s) | ] +bugs), avee {5} = 22,
relations d’ou 'on tire la valeur de b’ =d { J + d{ } O

A partir du théoréme 2.9 et de la proposition 4.5, nous pouvons énoncer
le résultat suivant :

Corollaire 4.6. L’ensemble QA* des applications quasi-affines bijectives
est un groupe non abélien pour la composition.

5. Caractérisation des rapports des bijections quasi-affines

Le probleme que nous allons maintenant étudier est celui de caractériser
les suites finies a € Z? qui interviennent comme les rapports des présen-
tations des bijections quasi-affines de largeur d. La proposition 4.4 nous
fournit la condition nécessaire qu’aucun terme de la suite a ne soit nul et
que fo é T 1 = 1. Il est immédiat que cette condition n’est pas suffisante :
si par exemple deux termes d’une suite a € Z% sont premiers entre eux, alors

quelque soit le choix de la suite b € Z¢, la méme proposition 4.4 montre
que (d,a, b) ne pourra jamais étre présentation d’une bijection quasi-affine.
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5.1. Multiensembles. Soit a une suite élément de Z¢. La premiére obser-
vation concernant la propriété de a, d’étre rapport dans une présentation
d’une bijection quasi-affine de largeur d, est qu’elle ne dépend en fait que
du multiensemble associé a la suite des valeurs absolues des éléments de
la suite a. Pour expliciter ce point, nous définissons un multiensemble fini
(d’entiers naturels) [18, p. 25] comme une application « multiplicité » de
N dans N nulle en dehors d’une partie finie; on appelle support d’un tel
multiensemble ’ensemble, nécessairement fini, des entiers naturels de mul-
tiplicité non nulle. A la suite finie a € Z% nous associons le multiensemble
a — ng tel que, pour tout « € N, on a

(5.1) ne = card{r € [0..d[, |a,| = a} .

On remarque que le cardinal ),y 7q [18, p. 25] de ce multiensemble o —
ne n’est autre que 'entier d.

Proposition 5.1. Soita et a’ deuz suites appartenant ¢ Z¢ associées a un
méme multiensemble o — n,. Alors a est le rapport dans une présentation
d’une bijection quasi-affine de largeur d si et seulement si a’ ’est aussi.

Démonstration. Les conditions caractéristiques de la proposition 4.4 sont
clairement stables par toute permutation de ’ensemble [0..d[ des indices
des suites a et b. O

Dans le reste de cette section, nous conviendrons pour abréger d’appeler
multiensemble idoine tout multiensemble o — n, d’entiers naturels qui est
associé par la formule (5.1) au rapport d’une présentation d’une bijection
quasi-affine. Dans la suite, nous étudions le probléme suivant : comment
déterminer si un multiensemble donné est idoine ?

5.2. Un probléme de coloriage. On commence par réduire le probleme
a la construction d’une certaine application.

Proposition 5.2. Soit n : a +— n, un multiensemble fini d’entiers naturels
de support I, avec 0 € F', et N un multiple commun de tous les entiers
appartenant a F. Pour que le multiensemble n soit idoine, il faut et il suffit
qu’il existe une application € : Z/NZ — N* telle que :

(i) Va e N*, card (€7 1)) = no 2 ;

(i) Vm € Z/NZ, &(m+ &¢(m)+ NZ) = &(m).

Démonstration. Sile multiensemble n est idoine, en notant d son cardinal,
on sait qu’il existe une bijection quasi-affine ¢ de présentation (d,a,b)
telle que, pour tout o € N, lentier n, est donné par la formule (5.1).
Soit Ny = % le plus petit commun multiple des éléments de F'. Par les
propositions 4.2 et 4.3, nous savons que ’empreinte f de la présentation
(d,a,b) est une bijection de ’ensemble ]_[f;é Z/c,Z sur 7/ NyZ, ot on a posé
¢, = No/|ar| pour tout entier r € [0..d[. Nous considérons I’application w,
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définie sur la réunion disjointe ]_[ff;é Z]c,Z et a valeurs dans N*| telle que
w(m + ¢ Z) = l|a,| pour tout (m,r) € Z x [0..d[. Notons également w
le morphisme naturel de Z/NZ dans Z/NyZ. Soit alors 'application € =
w o f°=1) o . Alors, pour tout entier naturel o # 0, on a € (a) =
w H(f(wl(a))), de sorte que le nombre d’éléments de €!(a) est égal au
produit de I'entier k = N/Ny par le cardinal de w™!(a) = e, |=a (Z/c:Z)
qui est précisément nqcq = 1o 2. D’autre part, soit (M, a) € (Z/NZ) x N*
tel que €(m) = «, c’est-a-dire tel qu’il existe un entier r € [0..d| vérifiant
d’une part |a,| = «a, de sorte que « est élément de F, et donc diviseur de
N, et d’autre part fo1(w(m)) € Z/c,Z. Par définition de empreinte f,
ona f (fo(*l)(w(m)) + %+ CTZ) = w(m) + a+ NyZ, par ot 'on voit que

o (@ () +a+NoZ) est élément de w™! (). On a donc €(+a+NZ) =
a. L’application € : Z/NZ — N* satisfait donc les conditions voulues.
Supposons réciproquement qu'il existe une application € : Z/NZ — N*
satisfaisant les conditions (i) et (ii). Si on note encore d le cardinal du
multiensemble n, il existe une application r — a, de l'intervalle [0..d[ dans
Z reliée par la formule (5.1) au multiensemble n. La condition (ii) nous
montre que, pour tout a € N*, la partie € !(a) du groupe Z/NZ est
réunion d’orbites {m + oo + NZ,{ € Z} sous l'action par translation du
sous-groupe engendré par a + NZ. Soit B, une partie de €~!(a) telle que
chacune de ces orbites contient exactement un élément de B,. Compte tenu
de la condition (i), on voit que B, est de cardinal ny, de sorte qu’il existe
une bijection r — b, + NZ entre '’ensemble des indices r € [0..d[ tels que

la,| = « et 'ensemble B,. On définit ainsi un entier rationnel b, pour
tout entier naturel r < d. Soit maintenant deux entiers naturels r # s,
avec r < d et s < d. Si |a,;| = |as| = a, on sait que b, et bs sont dans deux

orbites différentes sous I'action par translation du sous-groupe engendré par
a+ NZ, et ceci montre que « ne divise pas bs — b,.. Si par contre |a,| # |as],
alors la fonction € est constamment égale a |a,| (resp. & |as|) sur l'orbite O,
de b, (resp. O de bs) sous ’action par translation du sous-groupe engendré
par a, + NZ (resp. as + NZ). Donc O, N O = &, ce qui prouve que le plus
grand commun diviseur de a, et as ne peut diviser bs — b,. Dans tous les
cas, I’hypothese r # s suffit a obtenir que le plus grand commun diviseur
de a, et as ne divise pas bs — b,. Par ailleurs, comme Z/NZ est la réunion
disjointe des €~ (a) pour a décrivant F, on a

N card(€~
Zw yie_Lls, N Sapare)

aeF aEF

On en conclut que la présentation (d, a, b) satisfait les conditions (1) et (2)
de la proposition 4.4, et est donc la présentation d’une bijection quasi-
affine. O
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Cette proposition 5.2 nous apprend que, étant donné un multiple com-
mun N des éléments du support d’un multiensemble n : a — n,, avec
ng = 0, le caractere idoine de n est équivalent a l'existence d’un coloriage
des éléments du groupe Z/NZ, dont ’ensemble des couleurs est en bijection
avec le support F' de n, de telle sorte que I’ensemble des éléments de Z/NZ
qui sont de la couleur correspondant a I’élément a € F' a exactement na%
éléments, et est stable par la translation m — m + a + NZ; autrement dit,
si on fait correspondre les éléments de Z/NZ aux sommets d'un polygone
régulier & N cotés, on doit obtenir un coloriage des sommets du polygone
ou ’ensemble des sommets de la couleur correspondant & a est réunion
disjointe de n,, polygones réguliers a N/« cotés.

Remarquons d’ailleurs que l’entier N peut étre choisi arbitrairement
parmi tous les multiples communs des entiers éléments de F. On aurait
donc pu imposer dans cet énoncé que N soit exactement le plus petit com-
mun multiple. Cependant, il est souvent plus simple de vérifier I’existence
d’un coloriage € : Z/NZ — N* pour un multiple commun N qui n’est pas
forcément le plus petit.

5.3. Une condition suffisante. Nous allons voir qu’un multiensemble
d’entiers naturels non nuls est idoine des qu’il y a unicité du pged de deux
quelconques éléments de son support.

Proposition 5.3. Soit n : a +— n, un multiensemble fini d’entiers naturels
de support F, avec 0 ¢ F et > cp "> = 1. On suppose qu’il existe un
entier naturel D tel que D = pged(a, B) pour tout couple («, ) d’éléments
distincts de F. Alors le multiensemble n est idoine.

Démonstration. Soit N le plus petit commun multiple des éléments de F'.
Comme ’entier naturel D divise tous les éléments de F', pour tout a € F,
il existe un entier naturel k, tel que o = ko D. Soit a # § deux éléments
de F'; on remarque que, puisque D est le plus grand commun diviseur de
a et de 3, l'entier k, est premier a l'entier kg. En multipliant la relation
> acr & =1 par Uentier D [[gcp kg, on obtient

DIl ks=2 na II ks
BEF aEF  BeR\{a}
entier k, divisant évidemment les entiers D [[gcp kg et [Igepm (o) ks POUT
o # v doit aussi diviser l'entier ny [[5¢ 4y kg ; Puisqu’il est premier a tout
kg pour B # v, on en conclut que pour tout v € F,n, est multiple de k.,
ce qui nous permet d’écrire I'entier D comme la somme d’entiers

Ng
D:Z?.

acF ¢
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De cette décomposition additive de l’entier D, on peut tirer 'existence
d’une application ¢’ : Z/DZ — F C N* telle que

D
VaeF, card Qﬁ'_l(a):n—a:na
ko «
On définit alors 'application € de Z/NZ dans N* par € = ¢’ o w ol @
est la projection de Z/NZ dans Z/DZ, de sorte que

_NnoD N
D o Mo

Pour tout m € Z/NZ, 'entier naturel €(m) est un multiple de D, donc
w(m+ &€(m) + NZ) = w(m), d’ou €(m + €(m) + NZ) = €(m). D’apres la
proposition 5.2, on en déduit que le multiensemble n est idoine. O

VaeF, card ¢ (o)

Corollaire 5.4. Soit n : a — n, un multiensemble fini d’entiers natu-
rels de support F', avec 0 € F et 3 ,cp > = 1. Sicard F' < 2, alors le
multiensemble n est idoine.

5.4. Exemples. Nous illustrons les résultats de cette section en étudiant
deux exemples particuliers.

Exemple 5.5. Considérons le cas du multiensemble n de support F =
{4,6,8,12,24} avec multiplicités respectives ny = 1, ng = 2, ng = 1, nj2 = 3
et noy = 1. Montrons que ce multiensemble n n’est pas idoine : soit en effet
un coloriage de ’ensemble des sommets d’un tétraicosagone régulier en cing
couleurs, disons bleu, rouge, noir, vert et jaune, tel que les sommets bleus
forment un hexagone régulier, les sommets rouges deux carrés, les sommets
noirs un triangle équilatéral, les sommets verts trois diametres, avec un
unique sommet colorié en jaune. Alors les sommets de couleur bleue, rouge
ou verte recouvrent dix diametres, et ainsi ne laissent que deux diametres
pour les sommets coloriés en noir ou en jaune (voir Figure 5.1). Or il est
clairement impossible de former un triangle équilatéral constitué de trois
des quatre sommets de ces deux diametres. Par conséquent, un tel coloriage
ne peut exister, et donc la proposition 5.2 montre que le multiensemble n
n’est pas idoine. Ainsi il ne peut exister de bijection quasi-affine de rapport
(4,6,6,8,12,12,12,24).

Exemple 5.6. Considérons un multiensemble n de support {4,6,12} tel
que 7t + € + 42 = 1. On va montrer qu'une condition nécessaire et
suffisante pour que n soit idoine est que nis # 1.

En effet, si nio # 1, la multiplicité nio peut se mettre sous la forme
ni2 = 2a+ 3b, ou a et b sont éléments de N. On a donc ”4T+b + ”GT*'“ =1, de
sorte que le multiensemble n’ de support {4,6} donné par les multiplicités
ny = ng+b et nf = ng + a est idoine par le corollaire 5.4 : on peut donc
colorier les 12 sommets d’un dodécagone régulier de sorte que les sommets
bleus recouvrent n4 + b triangles équilatéraux et les sommets rouges ng + a
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FI1GURE 5.1.

diametres. On préleve alors b triangles équilatéraux parmi les ns+b bleus et
a diametres parmi les ng+ a rouges, et on colorie les sommets ainsi prélevés
en vert : on obtient un coloriage des sommets du dodécagone en n4 triangles
équilatéraux bleus, ng diametres rouges et 2a + 3b = nio sommets verts.
L’existence de ce coloriage montre que le multiensemble n est idoine.

Réciproquement, si n1o = 1, montrons par ’absurde que n ne peut étre
idoine. Si en effet on avait un coloriage en trois couleurs des sommets d’un
dodécagone régulier tel que les sommets coloriés en bleu recouvrent ng
triangles équilatéraux, ceux coloriés en rouge recouvrent ng diametres et
un seul sommet V est colorié en vert, alors le sommet V'’ diamétralement
opposé au sommet vert est forcément bleu, alors que les sommets Wy et Wy
formant avec ce sommet vert un triangle équilatéral sont forcément rouges.
Or le sommet diamétralement opposé au sommet rouge Wy forme avec le
sommet bleu V' la base d’un triangle équilatéral, donc il serait & la fois bleu
et rouge (voir Figure 5.2), ce qui est absurde.

Ainsi, il existe des bijections quasi-affines de largeur 6 et de rapport
(4,4,6,6,12,12), mais pas de bijection quasi-affine de largeur 5 et de rap-
port (4,4,4,6,12).
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