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Nombres de q-Bernoulli–Carlitz
et fractions continues

par Frédéric CHAPOTON et Jiang ZENG

Résumé. Carlitz a introduit vers 1950 des q-analogues des nom-
bres de Bernoulli. On obtient une représentation de ces q-analogues
(ainsi que de variantes décalées) comme moments de certains po-
lynômes orthogonaux. Ceci donne aussi des factorisations des dé-
terminants de Hankel des nombres de q-Bernoulli, ainsi que des
fractions continues pour leurs séries génératrices. Certains de ces
résultats sont des q-analogues d’énoncés connus pour les nombres
de Bernoulli, mais d’autres sont sans version classique.

Abstract. q-Bernoulli–Carlitz Numbers and continuous fractions.

Carlitz introduced q-analogues of the Bernoulli numbers around
1950. We obtain a representation of these q-Bernoulli numbers
(and some shifted version) as moments of some orthogonal poly-
nomials. This also gives factorisations of Hankel determinants of
q-Bernoulli numbers, and continued fractions for their generating
series. Some of these results are q-analogues of known results for
Bernoulli numbers, but some are specific to the q-Bernoulli set-
ting.

Introduction
Les nombres de Bernoulli ont une longue histoire, et sont utiles dans

divers domaines des mathématiques. Leur apparition dans les valeurs prises
aux entiers par la fonction ζ de Riemann est sans doute une des principales
raisons de leur importance.

Un aspect apparemment assez peu connu est l’existence de plusieurs frac-
tions continues simples pour des séries génératrices faisant intervenir des
nombres de Bernoulli ou des polynômes de Bernoulli. On trouve déjà un
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exemple de ce type pour les polynômes de Bernoulli dans les travaux fon-
dateurs de Stieltjes sur les fractions continues [20, §86]. D’autres exemples
pour les nombres de Bernoulli sont présentés dans l’appendice par Zagier du
livre [3]. Sans aucune exhaustivité, on trouve notamment de telles fractions
continues dans les articles [19, §6], [12, §5] et [21, §13 et 14].

Le contexte naturel pour ces fractions continues (du moins pour celles
qui font intervenir des séries génératrices ordinaires) est la théorie des poly-
nômes orthogonaux. Les nombres ou polynômes de Bernoulli apparaissent
dans ce cadre comme les moments de familles de polynômes orthogonaux en
une variable. On peut citer notamment Carlitz [5] pour une interprétation
en ces termes des résultats de Stieltjes pour les polynômes de Bernoulli.
Ces travaux sont brièvement décrits dans [10, p. 191-192].

Une conséquence de cette réalisation comme moments de polynômes or-
thogonaux est l’existence de formules closes pour les déterminants de Han-
kel des nombres de Bernoulli. En particulier, de telles formules sont démon-
trées dans [1, 17] pour les déterminants de Hankel des nombres de Bernoulli
avec indices décalés de 0, 1 ou 2. Un résultat plus général, qui contient ces
trois cas, a également été obtenu par Fulmek et Krattenthaler dans [17].

Notre objectif dans cet article est d’obtenir des résultats similaires (frac-
tions continues pour les séries génératrices, factorisations des déterminants
de Hankel, expressions comme moments de polynômes orthogonaux) pour
les q-analogues des nombres de Bernoulli et des polynômes de Bernoulli
introduits par Carlitz dans [4].

Ces nombres de q-Bernoulli–Carlitz, qui sont des fractions rationnelles
en la variable q, semblent assez naturels. Ils sont apparus récemment dans
l’étude de certaines séries formelles en arbres [6], ainsi que dans la théorie
des q-polynômes d’Ehrhart [8], et sont fortement liés avec un q-analogue
de la fonction ζ [7]. Les résultats du présent article sont un autre signe de
leur intérêt potentiel.

L’article est organisé comme suit. Après une section d’introduction des
notations, on obtient d’abord des expressions des nombres de q-Bernoulli–
Carlitz (éventuellement décalés) comme moments de polynômes orthogo-
naux de type q-Hahn ou q-Legendre. On formule ensuite les récurrences
explicites pour ces polynômes orthogonaux. Par la théorie générale, ceci
donne des fractions continues de Jacobi pour les séries génératrices des
moments et des factorisations de déterminants de Hankel des moments. On
transforme ensuite ces fractions continues en fractions continues de Stieltjes.
Enfin, on obtient dans la dernière section un résultat plus général, qui est
un q-analogue du théorème de Fulmek et Krattenthaler. Ceci fait intervenir
les polynômes orthogonaux de type q-Jacobi.

Dans la plupart de nos résultats, on peut faire q = 1 et retrouver de
manière transparente les résultats classiques. Il y a deux exceptions : les
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fractions continues pour la série génératrice décalée de deux crans, et la
formule pour le déterminant de Hankel décalé de trois crans, qui n’ont pas
de limite classique et sont donc des formules complètement nouvelles.

Le lecteur intéressé pourra trouver beaucoup d’informations historiques
sur le cas classique dans l’introduction de l’article [16]. Un q-analogue de la
série génératrice exponentielle des nombres de Bernoulli a été étudié sous
un angle similaire dans [2].

On présente en appendice un q-analogue simple de la formule classique
de Faulhaber qui exprime les sommes de puissances d’entiers consécutifs en
termes de polynômes de Bernoulli.

1. Notations
Les nombres de q-Bernoulli–Carlitz, notés βn pour n ≥ 0, sont définis

par les relations

(1.1) q(qβ + 1)n − βn =


q − 1 si n = 0,
1 si n = 1,
0 si n > 1,

où on convient de transformer les exposants de β en indices après avoir
développé le binôme.

Ce sont des fractions rationnelles en la variable q, dont les valeurs en
q = 1 sont les nombres de Bernoulli usuels. Pour illustration, voici les
premières fractions :

β0 = 1, β1 = −1
q + 1 , β2 = q

(q + 1) · (q2 + q + 1) ,

β3 = −q · (q − 1)
(q + 1) · (q2 + q + 1) · (q2 + 1) ,

β4 = q · (q4 − q3 − 2q2 − q + 1)
(q + 1) · (q2 + q + 1) · (q2 + 1) · (q4 + q3 + q2 + q + 1) .

Leur série génératrice exponentielle est notée

(1.2) B(x) =
∑
n≥0

βn
xn

n! .

Des relations (1.1), on déduit qu’elle satisfait l’équation fonctionnelle

(1.3) qexB(qx)−B(x) = q − 1 + x.

Leur série génératrice ordinaire est notée

(1.4) B̂(x) =
∑
n≥0

βnx
n.
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On déduit des relations (1.1) l’équation fonctionnelle

(1.5) q

1− xB̂
(

qx

1− x

)
− B̂(x) = q − 1 + x.

On considère aussi les séries génératrices ordinaires décalées de un ou
deux crans définies par

(1.6) B̂1(x) = 1
β1

∑
n≥0

βn+1x
n et B̂2(x) = 1

β2

∑
n≥0

βn+2x
n.

On note Ψ la forme linéaire sur les polynômes en une variable x à coef-
ficients dans Q(q) définie par

(1.7) Ψ(xn) = βn

pour n ≥ 0.
Les polynômes de q-Bernoulli–Carlitz sont les polynômes en une variable

z à coefficients dans Q(q) définis pour n ≥ 0 par

(1.8) βn(z) = Ψ((z + (z(q − 1) + 1)x)n),

et leur valeur en z = 0 est le nombre de q-Bernoulli–Carlitz βn. Ce sont des
q-analogues des polynômes de Bernoulli usuels. Les trois premiers sont

1, 2z − 1
q + 1 ,

3(q + 1)z2 − 2(2q + 1)z + q

(q + 1)(q2 + q + 1) .

Ces polynômes de q-Bernoulli–Carlitz sont reliés aux polynômes introduits
initialement par Carlitz dans [4] par un changement de variable simple. Plus
précisément, si on note β̃n les polynômes originaux de Carlitz, il résulte de
la comparaison entre la formule (5.5) de cette référence et (1.8) que

(1.9) βn ((qy − 1)/(q − 1)) = β̃n(y).

Pour n ∈ Z, on note [n]q le q-entier (qn−1)/(q−1). Pour n ∈ N, on note
[n]!q la q-factorielle [1]q[2]q . . . [n]q. Pour 0 ≤ m ≤ n dans N, on note

[n
m

]
q

le q-analogue habituel des coefficients binomiaux, défini par

(1.10) [n]!
[m]!q[n−m]!q

.

Pour des entiers positifs ou nuls i, d, on pose

(1.11)
[i, x

d

]
q

= 1
[d]!q

i∏
j=i−d+1

([j]q + qjx).

C’est un q-analogue du polynôme binomial
(i+x

d

)
.

On a alors les évaluations suivantes (voir [8, Prop. 3.3 et 3.5]).
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Lemme 1.1. Pour des entiers 0 ≤ i ≤ d, on a

(1.12) Ψ(
[i, x

d

]
q
) = (−1)d−iq−(d−i

2 )

[d+ 1]q
[d

i

]
q

.

Lemme 1.2. Pour des entiers 0 ≤ i ≤ d et 0 ≤ j ≤ e, on a

(1.13) Ψ(
[i, x

d

]
q

[j, x
e

]
q
) = (−1)d−i+e−jq−(d−i

2 )+(d−i)(e−j)−(e−j
2 )

[d+ e+ 1]q
[ d+e
d−i+j

]
q

.

On utilise le q-symbole de Pochhammer défini par

(1.14) (a; q)k = (1− a)(1− qa) . . . (1− qk−1a),

ainsi que la notation abrégée (a, b, . . . ; q)k pour le produit de plusieurs tels
symboles.

On introduit les notations

(1.15) Asc(x, 0) = 1, Asc(x, a) =
a∏

i=1
([i]q + qix)

et

(1.16) Desc(x,−1) = −1/x, Desc(x, 0) = 1, Desc(x, a) =
a∏

i=1
([i]q−x).

Remarque. Pour n entier positif, [−n]q + q−nx = −q−n([n]q − x).

On peut exprimer Asc et Desc en fonction des q-symboles de Pochham-
mer :

Asc(x, a) = (1− q)−a(q(1 + (q − 1)x); q)a,

Desc(x, a) = (1− q)−a(1 + (q − 1)x)a(q/(1 + (q − 1)x); q)a.

L’introduction des notations Asc et Desc permettra d’écrire des formules
plus concises.

On a besoin du lemme suivant (voir [10, p. 25]).

Lemme 1.3. Soit (qn(x))n≥0 une famille de polynômes orthogonaux définis
par

(1.17) qn+1(x) = (an + x)qn(x)− bnqn−1(x),

avec les conditions initiales q−1(x) = 0 et q0(x) = 1. Soit (pn(x))n≥0 les
polynômes définis par le changement de variables pn(x) = qn(Ax + B)/An

(A 6= 0). Alors les pn sont une famille de polynômes orthogonaux vérifiant
la récurrence

(1.18) pn(x) = ((an +B)/A+ x)pn(x)− bn/A
2pn−1(x).
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Si on note νn les moments de la famille qn, alors les moments de la famille
pn sont

(1.19) µn = A−n
n∑

k=0

(
n

k

)
(−B)n−kνk.

2. Polynômes orthogonaux et moments
2.1. Polynômes orthogonaux de type q-Hahn. On considère les po-
lynômes en x définis par la formule

(2.1) PHn (x) = 3φ2

(
q−n, qc+d+n+1, q(1 + (q − 1)x)

qc+1, qd+1 ; q, q
)

où 3φ2 est la fonction hypergéométrique basique usuelle [14, 15]. Les para-
mètres c et d sont des entiers positifs ou nuls.

Ces polynômes sont l’évaluation en q(1 + (q− 1)x) de polynômes QHn de
type q-Hahn, qui forment une famille classique de polynômes orthogonaux.
Ce sont encore des polynômes orthogonaux (voir le lemme 1.3).

Théorème 2.1. Les nombres de q-Bernoulli–Carlitz (βn)n≥0 sont les mo-
ments des polynômes orthogonaux PHn de paramètres c = d = 0.

Démonstration. Il suffit de montrer que Ψ s’annule sur les polynômes PHn
pour ces paramètres lorsque n ≥ 1 et vaut β0 = 1 lorsque n = 0. Ceci
caractérise l’application moment pour cette famille de polynômes, voir par
exemple la preuve du théorème de Favard dans [10, p. 21-22].

L’expression hypergéometrique (2.1) donne la formule explicite

(2.2) PHn (x) =
n∑

k=0

(q−n, qn+1; q)k(q(1 + (q − 1)x); q)kq
k

(q, q, q; q)k

en termes de q-symboles de Pochhammer.
Le symbole (q(1 + (q − 1)x); q)k vaut

(2.3) (1− q)k(1 + qx)([2]q + q2x)([3]q + q3x) . . . ([k]q + qkx),
ce qu’on peut encore écrire, avec la notation introduite dans (1.11),

(2.4) (1− q)k[k]!q
[k, x

k

]
q

= (q; q)k

[k, x
k

]
q
.

Un cas particulier du lemme 1.1 donne que

(2.5) Ψ(
[k, x

k

]
q
) = 1

[k + 1]q
.

Par conséquent,

(2.6) Ψ(PHn (x)) =
n∑

k=0

(q−n, qn+1; q)kq
k

(q, q; q)k[k + 1]q
=

n∑
k=0

(q−n, qn+1; q)kq
k

(q, q2; q)k
.
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On reconnaît 2φ1

(
q−n,qn+1

q2 ; q, q
)
, qui est nul par la formule de q-Van-

dermonde lorsque n ≥ 1. �

Remarque. Par le lemme 1.3, en modifiant ces polynômes orthogonaux par
le changement de variables affine X = z + (z(q − 1) + 1)x, on obtient
une famille de polynômes orthogonaux en X dont les moments sont les
polynômes de q-Bernoulli–Carlitz définis par (1.8).
Théorème 2.2. Les fractions (βn/β1)n≥1 sont les moments des polynômes
orthogonaux PHn de paramètres c = 0 et d = 1.
Démonstration. Il suffit à nouveau de montrer que la forme linéaire f 7→
Ψ(xf) s’annule sur les polynômes PHn pour ces paramètres lorsque n ≥ 1
et vaut β1 lorsque n = 0.

L’expression hypergéometrique (2.1) donne la formule explicite

(2.7) PHn (x) =
n∑

k=0

(q−n, qn+2; q)k(q(1 + (q − 1)x); q)kq
k

(q, q, q2; q)k
.

L’expression x(q(1 + (q − 1)x); q)k vaut [k + 1]q(q; q)k

[k, x
k+1
]
q
.

Un cas particulier du lemme 1.1 donne que

(2.8) Ψ(
[k, x
k+1
]
q
) = −1

[k + 1]q[k + 2]q
.

On en déduit alors que

Ψ(xPHn (x)) = −
n∑

k=0

(q−n, qn+2; q)kq
k

(q, q2; q)k[k + 2]q
= − 1

[2]q

n∑
k=0

(q−n, qn+2; q)kq
k

(q, q3; q)k
.

On reconnaît la somme comme 2φ1

(
q−n,qn+2

q3 ; q, q
)
, qui est nul par la for-

mule de q-Vandermonde lorsque n ≥ 1. �

Théorème 2.3. Les fractions (βn/β2)n≥2 sont les moments des polynômes
orthogonaux PHn de paramètres c = 1 et d = 1.
Démonstration. Il suffit à nouveau de montrer que la forme linéaire f 7→
Ψ(x2f) s’annule sur les polynômes PHn pour ces paramètres lorsque n ≥ 1
et vaut β2 lorsque n = 0.

L’expression hypergéometrique (2.1) donne la formule explicite

(2.9) PHn (x) =
n∑

k=0

(q−n, qn+3; q)k(q(1 + (q − 1)x); q)kq
k

(q, q2, q2; q)k
.

L’expression x2(q(1 + (q − 1)x); q)k vaut [k + 1]q(q; q)k

[0, x
1
]
q

[k, x
k+1
]
q
. Un cas

particulier du lemme 1.2 donne que

(2.10) Ψ(
[0, x

1
]
q

[k, x
k+1
]
q
) = q

[k + 2]q[k + 3]q
.
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On en déduit alors que

Ψ(x2PHn (x)) = q
n∑

k=0

(q−n, qn+3; q)k[k + 1]qqk

(q2, q2; q)k[k + 2]q[k + 3]q

= q

[2]q[3]q

n∑
k=0

(q−n, qn+3; q)kq
k

(q, q4; q)k
.

On reconnaît la somme comme 2φ1

(
q−n,qn+3

q4 ; q, q
)
, qui est nul par la for-

mule de q-Vandermonde lorsque n ≥ 1. �

2.2. Polynômes orthogonaux de type q-Legendre. On introduit une
autre famille de polynômes en x définis par la formule

(2.11) PLn (x) = 3φ2

(
q−n, qn+1, q(1 + (q − 1)x)

q, q(1 + (q − 1)z) ; q, q
)
,

où le paramètre z est une variable.
Ces polynômes sont l’évaluation en q(1 + (q − 1)x) de polynômes QLn de

type “grand q-Legendre”, qui forment une famille classique de polynômes
orthogonaux (voir [15, §14.5.1]).

Lorsque z = 0, on retrouve le cas c = d = 0 de type q-Hahn considéré
précédemment.

On va calculer leurs moments en termes de polynômes en z obtenus par
intégration des polynômes de q-Bernoulli–Carlitz définis par (1.8).

Pour simplifier les notations, on pose c = 1 + (q− 1)z dans cette section.
On rappelle que la q-intégrale de Jackson est définie par

(2.12)
∫ b

a
f(t)dqt = b(1− q)

∞∑
k=0

f(bqk)qk − a(1− q)
∞∑

k=0
f(aqk)qk.

Lemme 2.4. Les moments des polynômes PLn sont donnés par

µn = 1
(q − 1)n

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k [k + 1]c

[k + 1]q
.(2.13)

Démonstration. On sait (voir [15]) que les polynômes de type “grand q-
Legendre” QLn de paramètre c sont orthogonaux pour les moments

(2.14) νn = 1∫ q
cq x

0dqx

∫ q

cq
xndqx = qn(1− cn+1)(1− q)

(1− c)(1− qn+1) = qn [n+ 1]c
[n+ 1]q

.
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Cette égalité résulte du calcul suivant :∫ q

cq
xndqx = q(1− q)

∑
k≥0

(qk+1)nqk − cq(1− q)
∑
k≥0

(cqk+1)nqk

= qn+1(1− q)

∑
k≥0

(qn+1)k − cn+1 ∑
k≥0

(qn+1)k


= qn+1(1− q) 1− cn+1

1− qn+1 .

Par le lemme 1.3, les moments des polynômes PLn sont donc

µn = q−n(q − 1)−n
n∑

k=0

(
n

k

)
(−q)n−kνk,

ce qui donne le résultat voulu. �

Lemme 2.5. Soit c = 1 + (q − 1)z, alors

1
z

∫ z

0
βn(y)dy = 1

(q − 1)n

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k [k + 1]c

[k + 1]q
.(2.15)

Démonstration. On note que 1− c = (1− q)z et que

(2.16) d

dz

(
1− ck+1

)
= (1− q)(k + 1)ck.

En multipliant (2.15) par z, puis en dérivant par rapport à z, on obtient

βn(z) = 1
(q − 1)n

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k (k + 1)

[k + 1]q
(1 + (q − 1)z)k.(2.17)

Cette équation est exactement la formule (5.3) de [4], modulo le changement
de variables (1.9). Il reste à vérifier que (2.15) est vraie en z = 0, ce qui
résulte aussi de (2.17) en z = 0. �

Théorème 2.6. Les polynômes (1
z

∫ z
0 βn(y)dy)n≥0 sont les moments des

polynômes orthogonaux PLn .

Démonstration. Ceci résulte des deux lemmes précédents. Il n’est pas né-
cessaire de normaliser les moments, car β0(z) = 1. �

On introduit la série génératrice des moments

(2.18) B̂z(x) =
∑
n≥0

(1
z

∫ z

0
βn(y)dy

)
xn.



356 Frédéric Chapoton, Jiang Zeng

3. Récurrences
Chaque famille de polynômes orthogonaux (supposés unitaires) vérifie

une récurrence à trois termes, de la forme

(3.1) pn+1 = (an + x)pn − bnpn−1,

pour deux suites de coefficients an et bn. On va calculer ces récurrences pour
les familles de polynômes considérées, en partant de la récurrence générale
connue pour les polynômes de type q-Hahn et de type “grand q-Legendre”.

3.1. Récurrences pour le type q-Hahn. Selon [15, §14.6], la version
unitaire qn des polynômes QHn définis par la formule (2.1) (avec x au lieu
de q(1 + (q − 1)x)) vérifie la récurrence

(3.2) qn+1 = (An + Cn − 1 + x)qn −An−1Cnqn−1,

où

(3.3) An = (1− qn+d+1)(1− qn+c+1)(1− qn+c+d+1)
(1− q2n+c+d+1)(1− q2n+c+d+2)

et

(3.4) Cn = −q
n+c+d+1(1− qn)(1− qn+c)(1− qn+d)

(1− q2n+c+d)(1− q2n+c+d+1) .

On utilise ensuite le lemme 1.3 pour le changement de variables x 7→
q(1 + (q − 1)x). On obtient la récurrence

pn+1 = ((An + Cn − 1 + q)/(q(q − 1)) + x) pn −An−1Cn/(q(q − 1))2pn−1,

pour les versions unitaires pn des polynômes PHn définis par (2.1).
Considérons les trois cas particuliers qui nous intéressent.
• Pour (c, d) = (0, 0), on obtient

(3.5) An = (1− qn+1)3

(1− q2n+1)(1− q2n+2)
et

(3.6) Cn = − qn+1(1− qn)3

(1− q2n)(1− q2n+1) .

La récurrence est donc donnée par

pn+1 =
( [2n+ 1]q + [n+ 1]q − 3[n]q

(1 + qn)(1 + qn+1) + x

)
pn+

qn−1[n]6q
[2n− 1]q[2n]2q [2n+ 1]q

pn−1.

• Pour (c, d) = (0, 1), on obtient

(3.7) An = (1− qn+1)(1− qn+2)2

(1− q2n+2)(1− q2n+3)
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et

(3.8) Cn = −q
n+2(1− qn)2(1− qn+1)
(1− q2n+1)(1− q2n+2) .

La récurrence est donc donnée par

(3.9) pn+1 = (an + x) pn +
qn[n]3q [n+ 1]3q

[2n]q[2n+ 1]2q [2n+ 2]q
pn−1,

où le coefficient an = (An + Cn − 1 + q)/(q(q − 1)) ne se simplifie pas
spécialement.
• Pour (c, d) = (1, 1), on obtient

(3.10) An = (1− qn+2)2(1− qn+3)
(1− q2n+3)(1− q2n+4)

et

(3.11) Cn = −q
n+3(1− qn)(1− qn+1)2

(1− q2n+2)(1− q2n+3) .

La récurrence est donc donnée par

pn+1 =
((q − 1)[n+ 1]q[n+ 2]q

(1 + qn+1)(1 + qn+2) + x

)
pn +

qn+1[n]q[n+ 1]4q [n+ 2]q
[2n+ 1]q[2n+ 2]2q [2n+ 3]q

pn−1.

3.2. Récurrence pour le type grand q-Legendre. Selon le §14.5.1
de [15], la version unitaire qn des polynômes QLn définis par la formule (2.11)
(avec x au lieu de q(1 + (q − 1)x)) vérifie la récurrence
(3.12) qn+1 = (An + Cn − 1 + x)qn −An−1Cnqn−1,

où

(3.13) An = (1− qn+1)2(1− (1 + (q − 1)z)qn+1)
(1− q2n+1)(1− q2n+2)

et

(3.14) Cn = −q
n+1(1− qn)2(1− qn + (q − 1)z)

(1− q2n)(1− q2n+1) .

On utilise ensuite comme précédemment le lemme 1.3 pour le changement
de variables x 7→ q(1 + (q − 1)x).

La récurrence pour la version unitaire pn des PLn définis par (2.11) est
donc donnée par

(3.15) pn+1 =
( [2n+ 1]q + [n+ 1]q − 3[n]q − 2qnz

(1 + qn)(1 + qn+1) + x

)
pn

+
qn−1[n]4q([n]q − z)([n]q + qnz)

[2n− 1]q[2n]2q [2n+ 1]q
pn−1.
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4. Déterminant de Hankel et fractions continues
La théorie générale des polynômes orthogonaux donne des informations

précises sur les déterminants de Hankel des moments, et sur certaines frac-
tions continues pour la série génératrice ordinaire des moments. Les ré-
sultats dont nous aurons besoin se trouvent dans [17, §2.7] et [18, §5.4],
où le lecteur peut trouver d’autres références. On les rassemble dans le
théorème-omnibus suivant.

Théorème 4.1. Soit (pn)n≥0 une famille de polynômes orthogonaux uni-
taires vérifiant la récurrence

(4.1) pn+1 = (an + x)pn − bnpn−1,

avec les conditions initiales p−1 = 0 et p0 = 1. Soient µn les moments
de cette famille, qu’on normalise en supposant µ0 = 1. Alors on a un
développement en fraction continue

(4.2)
∑
k≥0

µkx
k =

1

1 + a0x−
b1x

2

1 + a1x−
b2x

2

1 + a2x− . . .
et une factorisation du déterminant de Hankel

(4.3) d(0)
n := det (µi+j)0≤i,j≤n−1 =

n−1∏
k=1

bn−k
k .

Si (qn)n≥0 est la suite définie par la récurrence

(4.4) q0 = 1, q1 = −a0 et qn+1 = −anqn − bnqn−1,

alors on a aussi une factorisation du déterminant de Hankel décalé

d(1)
n := det (µi+j+1)0≤i,j≤n−1 = qn

n−1∏
k=1

bn−k
k .(4.5)

Démonstration. On renvoie aux références citées pour la preuve des princi-
paux résultats énoncés. On se contente ici d’une esquisse de preuve de (4.5).

En comparant (4.4) et (4.1), on voit que qn = (−1)npn(0). Par ailleurs,
il existe une formule déterminantale pour pn(x) en fonction des moments :

pn(x) = 1
d

(0)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1
...

...
...

...
µn−1 µn . . . µ2n−1

1 x . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.(4.6)
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En posant x = 0 dans (4.6), on obtient pn(0) = (−1)nd
(1)
n /d

(0)
n , ce qui

équivaut à (4.5). �

On obtient ainsi des fractions continues pour B̂(x), B̂1(x), B̂2(x) et
B̂z(x), de la forme donnée par (4.2) dans le théorème 4.1, ayant pour coef-
ficients ceux des récurrences (3.1), (3.9), (3.1) et (3.15).

On obtient aussi les formules suivantes de factorisation des déterminants
de Hankel.

Théorème 4.2. On a, pour les matrices d’indices 0 ≤ i, j ≤ n− 1,

det (βi+j)i,j = (−1)(
n
2)q(

n
3)

n−1∏
i=1

[i]!6q
[2i]!q[2i+ 1]!q

,(4.7)

det (βi+j+1)i,j = (−1)(
n+1

2 )
[2]q

q(
n+1

3 )
n−1∏
i=1

[i]!3q [i+ 1]!3q
[2i+ 1]!q[2i+ 2]!q

,(4.8)

det (βi+j+2)i,j = (−1)(
n
2)

[2]q[3]q
q(

n+2
3 )

n−1∏
i=1

[i]!q[i+ 1]!4q [i+ 2]!q
[2i+ 2]!q[2i+ 3]!q

,(4.9)

(4.10) det (βi+j+3)i,j

= (−1)(
n+1

2 )
[3]2q [4]q

q(
n+2

3 ) (q(n+2
2 ) + (−1)n

) n−1∏
i=1

[i+ 1]!3q [i+ 2]!3q
[2i+ 3]!q[2i+ 4]!q

et

(4.11) det
(1
z

∫ z

0
βi+j(y)dy

)
i,j

= (−1)(
n
2)q(

n
3)

n−1∏
i=1

[i]!4q Asc(z, i) Desc(z, i)
[2i]!q[2i+ 1]!q

,

avec les notations (1.15) et (1.16).

Démonstration. Les formules (4.7), (4.8), (4.9) et (4.11) s’obtiennent direc-
tement en appliquant (4.3) aux quatre récurrences obtenues dans la sec-
tion 3. Il faut tenir compte de la normalisation des moments pour (4.8)
et (4.9).

On pose
dn(k) = det (βi+j+k)0≤i,j≤n−1 .

On utilise (4.5) pour montrer successivement les trois implications sui-
vantes.

(4.7) ⇒ (4.8) : Les polynômes orthogonaux unitaires associés aux
(βn)n≥0 sont

pn(x) = (q; q)2
n

(qn+1; q)n

1
qn(q − 1)n

n∑
k=0

(q−n, qn+1; q)k(q(1 + (q − 1)x); q)kq
k

(q, q, q; q)k
.
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Par conséquent, à l’aide de l’identité de q-Vandermonde,

pn(0) = (q; q)2
n

(qn+1; q)n

q(
n
2)

(1− q)n
= q(

n
2) [n]!3q

[2n]!q
.

Il en résulte que dn(1) = dn(0)(−1)npn(0), ce qui donne une autre
preuve de (4.8).

(4.8) ⇒ (4.9) : Les polynômes orthogonaux unitaires associés aux moments (βn+1/β1)n≥0
sont

pn(x) = (q, q2; q)n

(qn+2; q)n

1
qn(q − 1)n

n∑
k=0

(q−n, qn+2; q)k(q(1 + (q − 1)x); q)kq
k

(q, q, q2; q)k
.

Par conséquent, via q-Vandermonde,

pn(0) = (q; q)2
n

(qn+2; q)n

q(
n+1

2 )
(1− q)n

= q(
n+1

2 ) [n]!2q [n+ 1]!q
[2n+ 1]!q

.

Donc dn(2)= dn(1)(−1)npn(0), ce qui donne une autre preuve de (4.9).
(4.9) ⇒ (4.10) : Les polynômes orthogonaux unitaires associés aux moments (βn+2/β2)n≥0

sont

pn(x) = (q2, q2; q)n

(qn+3; q)n

1
qn(q − 1)n

n∑
k=0

(q−n, qn+3; q)k(q(1 + (q − 1)x); q)kq
k

(q, q2, q2; q)k
.

dont la valeur en x = 0 est

(4.12) pn(0) = (q2, q2; q)n

(qn+3; q)n

1
qn(q − 1)n

n∑
k=0

(q−n, qn+3; q)kq
k

(q2, q2; q)k
.

La somme qui intervient peut se simplifier comme suit (par q-Van-
dermonde) :

n∑
k=0

(q−n, qn+3; q)kq
k

(q2, q2; q)k

= (1− q)2q−1

(1− q−n−1)(1− qn+2)

(
−1 + 2φ1

(
q−n−1, qn+2

q
; q, q

))

= (−1)n qn(1− q)2

(1− qn+1)(1− qn+2)
[
(−1)n + q(

n+2
2 )] .

On obtient donc l’égalité

pn(0) = (q2, q2; q)n

(qn+1; q)n+2

1
(1− q)n−2

[
(−1)n + q(

n+2
2 )]

=
[n]!q[n+ 1]!2q

[2n+ 2]!q

[
(−1)n + q(

n+2
2 )] .

Il s’ensuit que dn(3) = dn(2)(−1)npn(0), ce qui donne (4.10). �
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L’expression (4.10) est à rapprocher de la fraction continue simple pour la
série B̂2 obtenue dans la section 5, qui fait intervenir des facteurs similaires.

Pour les décalages k ≥ 4, le nombre βk lui-même a des racines en dehors
du cercle unité, donc il est impossible que les déterminants de Hankel dn(k)
soient encore des produits de polynômes cyclotomiques.

5. Autres fractions continues
On obtient dans cette section d’autres fractions continues pour les mêmes

séries génératrices. Les fractions continues du type donné par (4.2) sont tra-
ditionnellement nommées des J-fractions continues ou fractions continues
de Jacobi. On les transforme ici en des fractions continues de Stieltjes ou
S-fractions continues.

On a besoin du lemme de transformation suivant (voir [19, Lemma I],
[9, Lemme 5.3] et [11]), qui permet de relier S-fractions continues et J-
fractions continues.

Lemme 5.1. On a l’égalité entre les deux développements en fractions
continues

1
1+

c1x

1+
c2x

1+
c3x

1+ · · · =
1

1 + c1x−
c1c2x

2

1 + (c2 + c3)x−
c3c4x

2

1 + (c4 + c5)x− . . .

Théorème 5.2. On a le développement en fraction continue

(5.1) B̂(x) =
1

[1]q +
x

q+1
[1]q −

x

[3]q +
q[2]qx

q2+1
[2]q −

[2]qx

[5]q +
q2[3]qx

q3+1
[3]q −

[3]qx
. . .

Démonstration. En termes du lemme 5.1, ce développement revient à mon-
trer que

(5.2) c2n−1 =
qn−1[n]2q

(qn + 1)[2n− 1]q
, et c2n = −

[n]2q
(qn + 1)[2n+ 1]q

,

pour n ≥ 1. Il reste donc à vérifier par un simple calcul que

(5.3) a0 = c1, an = c2n + c2n+1, bn = c2n−1c2n,

pour les coefficients an et bn de la récurrence (3.1). �
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Théorème 5.3. On a le développement en fraction continue

(5.4) B̂1(x) =
1

1 +
q

[3]q x

1−
[2]2q

[3]q [4]q x

1 +
q2[2]2q [3]q
[4]q [5]q x

. . .

dont les coefficients alternent entre qn[n]2q [n+1]q
[2n]q [2n+1]q et −[n]q [n+1]2q

[2n+1]q [2n+2]q .

Démonstration. En termes du lemme 5.1, ce développement revient à mon-
trer que

(5.5) c2n−1 =
qn[n]2q [n+ 1]q
[2n]q[2n+ 1]q

, et c2n = −
[n]q[n+ 1]2q

[2n+ 1]q[2n+ 2]q
,

pour n ≥ 1. Il reste donc à vérifier par un simple calcul que
(5.6) a0 = c1, an = c2n + c2n+1, bn = c2n−1c2n,

pour les coefficients an et bn de la récurrence (3.9). �

On peut en déduire facilement un développement du même type pour la
fonction 1/B̂, en utilisant la relation B̂ = 1 + β1B̂1.

Une formule de ce type existe aussi pour la série B̂2 avec un décalage de
deux crans.

Théorème 5.4. On a le développement en fraction continue

(5.7) B̂2(x) =
1

1 +
c1x

1 +
c2x

1 +
c3x

. . .
dont les coefficients alternent entre

c2n−1 =
[n]q[n+ 1]2q

[2n+ 1]q[2n+ 2]q
(q(

n+2
2 ) + (−1)n+2)

(q(
n+1

2 ) + (−1)n+1)
(5.8)

et

c2n =
−qn+1[n+ 1]2q [n+ 2]q

[2n+ 2]q[2n+ 3]q
(q(

n+1
2 ) + (−1)n+1)

(q(
n+2

2 ) + (−1)n+2)
,(5.9)

pour n ≥ 1.
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Démonstration. Il suffit de vérifier par un simple calcul que

(5.10) a0 = c1 = q − 1
q2 + 1 , an = c2n + c2n+1, bn = c2n−1c2n,

pour les coefficients an et bn de la récurrence (3.1). �

On observe qu’il apparaît des facteurs cyclotomiques d’ordre n(n + 1)
ou n(n + 1)/2. Cette expression est à rapprocher du comportement des
déterminants de Hankel pour le décalage de 3, voir section 4. Par ailleurs,
les coefficients ont des pôles en q = 1, de sorte que ce développement n’a
pas de version classique.

Théorème 5.5. On a le développement en fraction continue

(5.11) B̂z(x) =
1

[1]q +
([1]q − z)x

q+1
[1]q −

([1] + qz)x

[3]q +
q([2]q − z)x

q2+1
[2]q −

([2]q + q2z)x

[5]q +
q2([3]q − z)x

q3+1
[3]q −

([3]q + q3z)x
. . .

Démonstration. En termes du lemme 5.1, ce développement revient à mon-
trer que

(5.12) c2n−1 = qn−1[n]q([n]q − z)
(qn + 1)[2n− 1]q

, et c2n = − [n]q([nq + qnz)
(qn + 1)[2n+ 1]q

,

pour n ≥ 1. Il reste donc à vérifier par un simple calcul que

(5.13) a0 = c1, an = c2n + c2n+1, bn = c2n−1c2n,

pour les coefficients an et bn de la récurrence (3.15). �

6. Théorème général de type Fulmek-Krattenthaler
On considère les polynômes en x définis par la formule

(6.1) PJn (x) = 3φ2

(
q−n, qn+a+b+c+d−1, qa(1 + (q − 1)x)

qa+c, qa+d
; q, q

)
où 3φ2 est la fonction hypergéométrique basique usuelle. Les paramètres c
et d sont des entiers positifs ou nuls. Les paramètres a et b sont des entiers
strictement positifs.

On retrouve les polynômes de type q-Hahn considérés précédemment
lorsque a = b = 1.
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Ces polynômes sont l’évaluation en qa(1 + (q − 1)x) de polynômes QJn
de type “grand q-Jacobi” pour les paramètres (qa+c−1, qb+d−1, qa+d−1). Ce
sont encore des polynômes orthogonaux (voir le lemme 1.3).

On pose

Ca,b,c,d = Ψ
(
x2 Asc(x, a− 1) Asc(x, b− 1) Desc(x, c− 1) Desc(x, d− 1)

)
.

Théorème 6.1. Les nombres

Ψ
(
xn+2 Asc(x, a− 1) Asc(x, b− 1) Desc(x, c− 1) Desc(x, d− 1)

)
/Ca,b,c,d

sont les moments des polynômes orthogonaux PJn de paramètres a, b, c, d.

On peut noter la remarquable symétrie par échange de a et b ou de c
et d, qui n’est pas immédiatement visible dans (6.1). Ce résultat est un
q-analogue du théorème 23 de [13], dont la preuve utilise des expressions
intégrales des nombres de Bernoulli et des moments de polynômes de Hahn
continus.

Démonstration. Il suffit à nouveau de montrer que la forme linéaire

f 7→ Ψ
(
x2 Asc(x, a− 1) Asc(x, b− 1) Desc(x, c− 1) Desc(x, d− 1)f

)
s’annule sur les polynômes PJn lorsque n ≥ 1.

L’expression hypergéometrique (6.1) donne la formule explicite

(6.2) PJn (x) =
n∑

k=0

(q−n, qn+a+b+c+d−1; q)k(qa(1 + (q − 1)x); q)kq
k

(q, qa+c, qa+d; q)k
.

En considérant l’expression

(6.3) x2Asc(x, a− 1)Asc(x, b− 1)
Desc(x, c− 1)Desc(x, d− 1)(qa(1 + (q − 1)x); q)k,

on observe qu’on peut associer ensemble les facteurs pour former d’une part

(6.4) Desc(x, c− 1)xAsc(x, a− 1)(qa(1 + (q − 1)x); q)k

= (1− q)k(−1)c−1q(
c
2)[a+ k − 1 + c]!q

[a+k−1, x
a+k−1+c

]
q

et d’autre part

(6.5) Desc(x, d− 1)xAsc(x, b− 1) = (−1)d−1q(
d
2)[b+ d− 1]!q

[ b−1, x
b+d−1

]
q
.

Au complet, l’expression (6.3) vaut donc

(6.6) (q−1)k(−1)c+dq(
c
2)+(d

2)[a+k−1+c]!q[b+d−1]!q
[a+k−1, x
a+k−1+c

]
q

[ b−1, x
b+d−1

]
q
.
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Le lemme 1.2 donne que

(6.7) Ψ(
[a+k−1, x
a+k−1+c

]
q

[ b−1, x
b+d−1

]
q
) = (−1)c+dq−(c

2)+cd−(d
2)

[a+ b+ c+ d+ k − 1]q
[a+b+c+d+k−2

b+c−1
]
q

.

On en déduit alors que

Ψ(x2 Asc(x, a− 1) Asc(x, b− 1) Desc(x, c− 1) Desc(x, d− 1)PJn (x))
= qcd[b+ d− 1]!q[b+ c− 1]!q

×
n∑

k=0

(q−n, qn+a+b+c+d−1; q)kq
k(1−q)k[a+c+k−1]!q[a+d+k−1]!q

(q, qa+c, qa+d; q)k[a+ b+ c+ d+ k − 1]!q

= qcd [b+ d− 1]!q[b+ c− 1]!q[a+ c− 1]!q[a+ d− 1]!q
[a+ b+ c+ d− 1]!q

×
n∑

k=0

(q−n, qn+a+b+c+d−1; q)kq
k(qa+c; q)k(qa+d; q)k

(q, qa+c, qa+d; q)k(qa+b+c+d; q)k
.

On reconnaît la somme comme 2φ1

(
q−n,qn+a+b+c+d−1

qa+b+c+d ; q, q
)
, qui est nul par

la formule de q-Vandermonde lorsque n ≥ 1. �

Comme sous-produit de cette preuve, on obtient une expression pour la
constante de normalisation Ca,b,c,d :

(6.8) Ca,b,c,d = qcd [b+ d− 1]!q[b+ c− 1]!q[a+ c− 1]!q[a+ d− 1]!q
[a+ b+ c+ d− 1]!q

.

On peut alors en déduire un énoncé sur la factorisation des déterminants
de Hankel.

Selon [15, §14.5], la version unitaire qn des polynômes QJn définis par la
formule (6.1) (avec x à la place de qa(1 + (q − 1)x)) vérifie la récurrence

(6.9) qn+1 = (An + Cn − 1 + x)qn −An−1Cnqn−1,

où

(6.10) An = (1− qn+a+d)(1− qn+a+c)(1− qn+a+b+c+d−1)
(1− q2n+a+b+c+d−1)(1− q2n+a+b+c+d)

et

(6.11) Cn = −q
n+2a+c+d−1(1− qn)(1− qn+b+d−1)(1− qn+b+c−1)

(1− q2n+a+b+c+d−2)(1− q2n+a+b+c+d−1) .

On utilise ensuite le lemme 1.3 pour le changement de variables x 7→
qa(1 + (q − 1)x). Dans la récurrence obtenue pour les versions unitaires pn
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des polynômes PJn définis par (6.1), les coefficients bn sont donc

(6.12) − qn+c+d−1[a+b+c+d+n−2]q

× [n]q[a+c+n−1]q[b+c+n−1]q[a+d+n−1]q[b+d+n−1]q
[a+b+c+d+2n−3]q[a+b+c+d+2n−2]2q [a+b+c+d+2n−1]q

.

Soit M(n) la matrice de terme général

(6.13) Ψ(xi+j+2 Asc(x, a− 1) Asc(x, b− 1) Desc(x, c− 1) Desc(x, d− 1))

pour 0 ≤ i, j ≤ n− 1.
On déduit donc du théorème 4.1 le résultat suivant.

Théorème 6.2. Le déterminant de M(n) est

(6.14) (−qc+d)(
n
2)q(

n
3)Cn

a,b,c,d

n−1∏
i=1

Kn−i
i .

où Ki est l’expression

[a+b+c+d+ i−2]q

× [i]q[a+c+ i−1]q[b+c+ i−1]q[a+d+ i−1]q[b+d+ i−1]q
[a+b+c+d+2i−3]q[a+b+c+d+2i−2]2q [a+b+c+d+2i−1]q

.

On retrouve les déterminants de Hankel décalés des βn pour a = b = 1
et (c, d) = (0, 0), (0, 1), (1, 1) (formules (4.7), (4.8) et (4.9)).

Annexe A. Un q-analogue de la formule de Faulhaber
On présente ici un q-analogue de la formule classique de sommation des

puissances des entiers consécutifs à l’aide des polynômes de Bernoulli.

Proposition A.1. Pour N entier positif ou nul, on a

N∑
k=0

qk[k]nq =
∫ [N+1]q

0
βn(z)dz.

Démonstration. En posant z = [N + 1]q dans le lemme 2.5, on a

c = 1− (1− q)[N + 1]q = qN+1.
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Donc∫ [N+1]q

0
βn(z)dz = [N + 1]q

(q − 1)n

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k 1− q

1− qk+1 ·
1− q(N+1)(k+1)

1− qN+1

= 1
(q − 1)n

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k

N∑
`=0

q`(k+1)

= 1
(q − 1)n

N∑
`=0

q`
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)n−kq`k

=
N∑

`=0
q`[`]nq . �

On peut aussi facilement déduire du cas particulier N = 0 de la propo-
sition ci-dessus la formule suivante

(A.1) Ψ
(
etx e

(1+(q−1)x)t − 1
(1 + (q − 1)x)t

)
= 1,

qui redonne en q = 1 la formule usuelle Ψ
(
etx
)

= t/(et − 1) pour la série
génératrice des nombres de Bernoulli.
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