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Points de hauteur bornée,
topologie adélique

et mesures de Tamagawa

par EMMANUEL PEYRE

RÉSUMÉ. Si V est une variété algébrique projective sur un corps
de nombres dont les points rationnels sont denses pour la topologie
de Zariski, il est naturel de munir V d’une hauteur et d’étudier de
manière asymptotique les points de hauteur bornée sur V. Le but
de ce texte est de faire le survol d’un programme initié par Manin
visant à interpréter de façon géométrique ce comportement.

ABSTRACT. Let V be a projective algebraic variety over a number
field such that the rational points of V are Zariski dense. It is
natural to equip V with a height and to study the asymptotic
behavior of the points of bounded height on V. The purpose of this
text is a survey of the program started by Manin which proposes
an interpretation of this behavior in terms of the geometry of V.

Soit V C pN une variété projective dont les points rationnels sont denses
pour la topologie de Zariski. On peut alors munir V(Q) de la hauteur ex-
ponentielle H : V(Q) e R définie par

si les xi sont des entiers premiers entre eux dans leur ensemble. Il est alors
naturel de vouloir étudier, de manière asymptotique, l’ensemble fini des
points de V(Q) dont la hauteur est bornée, lorsque la borne tend vers +00.
De manière plus générale, si F est un corps de nombres, il existe une

hauteur naturelle HN : PN (F) P R et, pour tout morphisme de variétés
0: V - on obtient par composition une hauteur H : V (F) --~ R. On
souhaite alors étudier de manière asymptotique, pour tout ouvert U de V,
le cardinal, éventuellement infini,

Manuscrit reçu le 13 décembre 2001.
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lorsque le nombre réel B tend vers +oo. Supposons que U(F) soit non vide
et que Nu,H(B) soit fini pour tout B de R:. Sous ces hypothèses, dans tous
les cas connus de l’auteur dans lesquels le terme dominant du comportement
asymptotique a pu être déterminé, il est de la forme

avec C e R*, a E R+, b E 2 Z et b &#x3E; 1. L’objectif est donc d’interpréter
a, b et C de manière aussi géométrique que possible. Dans une série d’ar-
ticles publiés entre 1989 et 1993, Manin a proposé, avec Batyrev, Franke et
Tschinkel, une interprétation conjecturale pour les valeurs de a et b où n’in-
terviennent que la classe du faisceau inversible 4&#x3E;* (6’ pN (1)) dans le groupeF

de Néron-Severi NS (V) , la classe du faisceau canonique et le cône des classes
de diviseurs effectifs. Un des points cruciaux dans cette interprétation fut
de noter qu’il n’était possible de lier le comportement asymptotique à des
invariants globaux de la variété qu’à la condition de se restreindre à des ou-
verts de V dans le dénombrement des points de hauteur bornée. Autrement
dit, la compréhension du comportement asymptotique passe par celle de la
répartition asymptotique des points de hauteur bornée pour la topologie de
Zariski.

Par la suite, l’auteur de ce texte, Batyrev et Tschinkel mirent en évidence
une formule empirique pour la constante C, qui, dans le cas où le faisceau
L = ~* ( ~( 1) ) est le faisceau anticanonique s’exprime en termes d’une
mesure de Tamagawa sur l’espace adélique V (AF) associé à V. Là encore,
un point crucial dans cette interprétation conjecturale est l’étude de la ré-
partition asymptotique des points de hauteur bornée, mais cette fois pour
la topologie adélique. De manière plus précise, on définit pour tout B de
R§ la mesure

sur V(A F) , où U est un ouvert de Zariski de V et b(~~ la mesure de Dirac
en x. L’interprétation de ~’ est directement liée à la compréhension de la
limite éventuelle de cette mesure lorsque B tend vers +00.

Dans ce texte nous avons l’intention de présenter ces interprétations
conjecturales lorsque L = en faisant un survol des cas où elles ont
été démontrées ainsi que des questions encore ouvertes.

Nous commencerons par quelques exemples élémentaires. Après quelques
rappels sur les hauteurs et les conjectures de Manin, nous construirons la
mesure adélique associée à une hauteur relative au faisceau anticanonique.
Nous pourrons ensuite donner la formule empirique en précisant son lien
avec la répartition adélique des points de hauteur bornée. Au paragraphe 6
nous donnerons une liste d’indices en faveur de cette formule. Nous décrirons
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ensuite comment, au niveau des torseurs universels, cette formule s’inter-
prète naturellement, donnant un analogue de la notion de variété d’Hardy-
Littlewood au sens de Borovoi et Rudnick. Le paragraphe 8 présente les
perspectives ouvertes par le contre-exemple de Batyrev et Tschinkel. Nous
terminerons en décrivant brièvement la généralisation de la formule empi-
rique au cas où L ~ par Batyrev et Tschinkel.
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1. Deux exemples, en marche d’approche

L’exemple le plus classique est celui de l’espace projectif. Rappelons une
construction des hauteurs sur celui-ci

Notations 1.1. Dans la suite, F est un corps de nombres, et ûF son an-
neau des entiers. On note MF l’ensemble des places de F, MF, j l’ensemble
des places finies qu’on identifiera avec l’ensemble des idéaux maximaux de
~F et MF,oo l’ensemble des places archimédiennes de F. Pour toute place
w de F, on note Fw le complété de F pour w. On normalisera la valeur
absolute 1 l w en w de la façon suivante :

où v est la place de Q induite par w. Ces valeurs absolues présentent l’avan-
tage de satisfaire la formule du produit :

Pour toute place finie p de F, on note Op l’anneau des entiers dans Fp et Fp
le corps résiduel. La hauteur ~n sur l’espace projectif P’ est alors donnée
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par la formule

Notons que pour F = Q, on retrouve la hauteur classique
1

On note comme ci-dessus NpF,Hn (B) le nombre de points x de tels

que
Théorème 1.2 (Schanuel [Sc]). Le comportement asymptotique, lorsque B
tend vers +00, de lVgFyHn (B) est donné par la formule

avec

où ri désigne le nombre de places réelles de F, r2 le nombre de places
compl exes, w le nombre d e racines d e l’unité d ans ce corps, h l e cardinal du

groupe des classes d’idéaux, R le régulateur de F et d la valeur absolue de
son discriminant.

En outre, la contribution de tout fermé de Zariski est négligeable. Cela
est même valable pour tout sous-ensemble mince de pn ces ensembles étant
définis de la manière suivante :

Définition 1.3. Un sous-ensemble W de pn(F) est dit mince s’il existe un
morphisme de variétés algébriques sur F

~r : .~ P P F
tel que W C 7r(X(F», la fibre de 7r au point générique est finie et 7r n’a pas
de section rationnelle définie sur F.

Un exemple typique est celui des éléments de la forme (x~ : y3) dans
Précisons que, dans cette définition, la variété X n’est pas supposée

irréductible.

Théorème 1.4 (Serre, [Se2, §13.1.31). Si W est un sous-ensemble mince
de pn (F) alors le nombre NW,Hn(B) des points de W de ltazcteur majorée
par B vérifie

avec -y  1.
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Afin d’illustrer le théorème de Schanuel nous avons représenté sur la figure
1 d’une part l’ensemble

et d’autre part l’ensemble

FIG . 1 - Le cas d’un espace projectif

Exemple 1.5. Comme deuxième exemple, nous considérerons la surface V
obtenue en éclatant les points

sur le plan projectif P~ . Cette surface peut être vue comme une hyper-
surface du produit P Q x P Q x Pô dont les points rationnels sont donnés
par

La surface V contient 6 diviseurs exceptionnels donnés par les équations

pour 0  i  2, 0  j ~ 2 et i ~ j . On notera U le complémentaire de
ces diviseurs exceptionnels. Le faisceau anticanonique Ov(1, 1, 1)
est très ample et définit un plongement de V dans PQ correspondant aux
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monômes XoXIX2, XoylX2, YOX1X2, YOY1X2
et YoYlY2. La hauteur correspondante est donc donnée par

si les (xi, yi) sont des paires d’entiers premiers entre eux.

Proposition 1.6. Le comportement asymptotique du nombre de points de
hauteur bornée sur U est donné par la formule

Par ailleurs, le nombre de points de hauteurs bornée sur chacun des E;,j est
donné par la formule

Nous renvoyons à [Pel, §71 pour la démonstration de ce résultat.

Remarques 1.7. (i) On constate donc que Nu, H(B) est négligeable devant
NE.. ~H (B) lorsque .B tend vers +00. Si on considère le terme dominant dans
le comportement asymptotique du nombre de points de hauteur bornée sur
V tout entier, celui-ci est donné par le nombre de points sur la réunion
des diviseurs exceptionnels et ne dépend que de la restriction de la hauteur
à cette réunion de droites. Un des points cruciaux dans les conjectures de
Manin est de noter que la géométrie globale de la variété puisse réapparaître
si on considère le comportement asymptotique sur le complémentaire U de
ces droites.

(ii) En ce qui concerne la constante, c’est Beukers qui, le premier, a noté
dans ce cas que le produit eulérien peut se mettre sous la forme

où Vpp est la surface sur Fp obtenue en éclatant les trois points Pa, Pl
et P3 dans Notons que cette réécriture vaut également pour l’espaceFp 

1pro j ectif : le quotient 1 se met en effet sous la forme

Ces descriptions suggèrent immédiatement que la constante puisse se décrire
dans certains cas en termes d’un volume pour une mesure de Tamagawa
convenablement choisie.
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2. Point de vue sur les hauteurs

Depuis Weil (cf. [WeI], [Né]), de nombreuses variantes de la notion de
hauteur ont été utilisées (cf., par exemple, [Ar], ~Se2~, [BGS]) . Dans ce texte,
nous utiliserons, comme Batyrev et Manin ~BM~, les hauteurs exponentielles
définies par des métriques adéliques sur des faisceaux inversibles. C’est en .
effet en ces termes que la construction de la mesure de Tamagawa est la
plus simple.

Notations 2.1. Si te est un schéma sur le spectre d’un anneau A et B
une A-algèbre commutative, désigne l’ensemble des B-points de te,

et / B le produit X X Spec A Spec B - Si X est une
variété sur un corps E de clôture algébrique E, X(E) est donc l’ensemble
des points rationnels de X et on notera X la variété Xr. Nous dirons
qu’une variété sur E est bonne si elle est projective, lisse et géométriquement
intègre.

Si V est une bonne variété sur F et L un faisceau inversible sur V, alors
pour toute extension E de F et tout x de V (E), on note L{x) la fibre du
fibré en droites associé donnée par

où Lx désigne la fibre de L en x au sens des faisceaux ; L(x) est un espace
vectoriel de dimension un sur E.

Si v est une place de F et L un faisceau inversible sur une bonne variété
V, une métrique v-adique est une application qui à tout point x de V’(Fv)
associe une fonction

vérifiant les conditions

M3 si s est une section de L définie sur un ouvert U de V, l’application de
U(Fv) dans R+ envoyant x sur est continue pour la topologie
v-adique.

Un exemple fondamental de métrique est celle définie par un modèle du
fibré :

Exempl e 2.2. Si S’ C est un ensemble fini de places non-archimé-
diennes, on note Vs l’anneau des S-entiers. Si 1/ est un modèle projectif
et lisse de Tl sur Vs et 2 un modèle de L sur 1/, pour toute place v de

,S, on peut définir une métrique v-adique sur L de la façon suivante :
Comme 1/ est projective, un point x de V(Fv) se relève en un unique point
x Le faisceau inversible i*(2) sur correspond à un
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Uv-module libre de rang un dans L (x) . Soit yo un générateur de ce module,
la métrique est alors donnée par

On dira que ( ~ Uv est la métrique définie par le modèle Z.

Définition 2.3. Une métrique adélique sur L est une famille de métriques
(Il - Uv )vEMF’ est une métrique v-adique sur L, telle qu’il existe une
partie finie S de un modèle l’ de V sur Z5’s et un modèle de L
sur Y de sorte que, pour tout place v de S’, la métrique Il . [[v soit
définie par -Z.

Par abus de langage, nous appelerons ici hauteur d’Arakelov sur une
bonne variété V une paire H = (L, ( (~ - formée d’un faisceau in-
versible L sur V et d’une métrique adélique (Il - I1v)vEMF sur L. La hauteur
d’un point rationnel x de V relativement à H est définie par

En effet pour tout y de L(~) - {0}, IIzJIIv = 1 sauf pour un nombre fini de
places. Le produit ci-dessus a donc bien un sens et la formule du produit
assure qu’il est indépendant du choix de y.
On note Jf(V) l’ensemble des classes d’isomorphisme de hauteurs d’Ara-

kelov quotienté par la relation d’équivalence engendrée par

si est une famille de nombres réels presque tous égaux à un et
tels que le produit rjvEMF av vaille 1. Notons que si x E V(F) et H est une
hauteur, H ( x ) ne dépend que de la classe de .H dans 
On dispose d’une notion naturelle de produit tensoriel sur les hauteurs

d’Arakelov. Celle-ci vérifie : -.

et munit d’une structure de groupe. L’application qui à une hauteur
associe la classe du fibré correspondant dans le groupe de Picard de V définit
un morphisme d’oubli

Rernarques 2.4. (i) Si H = (L, (~ . IIyvEMF) et H’ = (L, (II . sont

deux hauteurs relatives à un même faisceau inversible L alors les métriques
~ - ’ BIv et Il . coïncident pour presque toute place v. En outre, pour toute
place peut s’écrire où fv : V (Fv) - R~ est continue et donc
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bornée. Il existe donc des constantes C et C’’ telles que

Cette assertion reste vraie si la différence o(H) - o(H’) est un élément de
torsion dans Pic(V), [Se2, §2.91.

(ii) Si V = Spec F, alors on a un isomorphisme

est l’unique point de V.
(iii) Tout morphisme 0 : V - W entre bonnes variétés induit un mor-

phisme de groupes ~* : £(W) -7 -Ye(V) qui s’insère dans un diagramme
commutatif

et tel que pour tout point rationnel x de V, on ait ~*(H)(~) = 
En particulier, pour tout x de V(F) l’application

est la composée deg ox* .

Exemple 2.5. Si V = PF et L = ®(1), on note s~, ... , sN la base usuelle
de l’espace vectoriel r (P F , ~ ( 1 ) ) . Pour toute place v de F, on considère
alors la métrique donnée par

pour toute place hnie v de F, cette métrique est la métrique définie par le
faisceau inversible sur La famille (II . est donc une mé-

trique adélique sur ~(1) et la hauteur d’un point est donnée par la formule

et on retrouve ainsi la hauteur HN. Plus généralement, si 0 : V - PF est
un plongement, 0* (H) est une hauteur d’Arakelov sur V relative à 0* (û (1» -

Remarque 2.6. Si V est une bonne variété, tout faisceau inversible s’écrit
où L 1 et L2 sont très amples. Il résulte donc de l’exemple précédent

que tout faisceau inversible peut être muni d’une métrique adélique. En
particulier, le morphisme d’oubli o est surjectif.
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Définition 2.7. On appelle système de hauteurs tout morphisme
H : NS(V) - qui est une section de la composée

un système de hauteurs H induit un accouplement

qui est l’exponentielle d’une forme linéaire en la première variable et tel que

Ces dénominations étant précisées, on peut aborder les questions de com-
portement asymptotique.

Notations 2.8. Si H est une hauteur d’Arakelov sur une bonne variété V
et W une partie de V(F), on note pour tout réel strictement positif B

La fonction zêta associée est définie pour par la série

lorsque celle-ci converge. Si H est un système de hauteurs sur V, on consi-
dérera également pour s E NS(V) Q9 C la série

Si X est un sous-ensemble constructible de V, on notera Nxjl (resp. 
(X,H) pour NX(F),H (resp. (X(F),H, ~X(F),H~°

3. Une conjecture de Manin

Dans une série d’articles publiés entre 1989 et 1993, [FMT~, [BM~, [Ma],
Manin a mis en place avec Batyrev, Franke et Tschinkel un programme en
vue d’interpréter le terme dominant dans le comportement asymptotique
du nombre de points de hauteur bornée. Nous allons nous intéresser à une
variante de la conjecture C’ de [BM].

Dans [BM, §3], Batyrev et Manin précisent que les conjectures énoncées
sont à considérer plutôt comme des questions. Cette remarque vaut égale-
ment pour les conjectures énoncées dans ce texte.

Avant d’énoncer la conjecture, il convient de préciser le type de variétés
que nous utiliserons.

Définition 3.1. Si V est une bonne variété, on note C’(V) le cône fermé
engendré par les classes de diviseurs effectifs dans le groupe R et

wv le faisceau canonique, puissance extérieure maximale du fibré cotangent
Ç21 V*
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Nous dirons qu’une bonne variété V sur F est presque de Fano si elle
vérifie les trois conditions suivantes :

P F 1 le groupe de cohomologie Hi (V, est nul si i = 1 ou i = 2,
PF2 la torsion dans le groupe de Picard géométrique Pic(V) est triviale,
PF3 la classe du faisceau anticanonique wv1 est à l’intérieur de 
Dans la suite, nous dirons qu’un fibré L sur V est pseudo-ample si sa

classe appartient à l’intérieur de C ~(V).
Exempl es 3.2. Si V est une variété de Fano, alors elle est presque de Fano ;
en effet PF1 résulte du théorème d’annulation de Kodaira, PF2 du lemme
1.2.1 de [Pel] , et PF3 des définitions. Ces conditions sont également vérifiées
par toute variété torique projective et lisse (cf. [Pe3] , exemple 2.1.4).

Dans la suite, nous ferons les hypothèses suivantes :

Hypothèses 3.3. Désormais V est une variété presque de Fano telle que
le groupe de Brauer cohomologique soit trivial et qui vérifie la
condition suivante :
CP Il existe une famille finie de classes de diviseurs effectifs
dans NS(V) telle que

Remarque 3.4. L’hypothèse CP nous sera utile pour donner un interpréta-
tion conjecturale de la puissance du logarithme et de la constante. Toutefois
la structure du cône Cl eff (V) est mal connue en général, même pour les va-
riétés de Fano. Si V est une surface de Del Pezzo, cette hypothèse découle
de la théorie de Mori. Cela est également le cas pour les variétés de Fano
de dimension trois, comme l’a démontré Batyrev [Ba]. Cette condition est
aussi vérifiée pour diverses familles de variétés (variétés de drapeaux, varié-
tés toriques, ... ) .

Nous pouvons alors définir les invariants géométriques intervenant dans
la conjecture de Manin.

Définitions 3.5. Si L est un faisceau inversible pseudo-ample, on note

On a alors que ] E et on définit btr(L) comme la
codimension de la face minimale de contenant

Comme nous le verrons par la suite, la formule suivante, qui est une
variante de la conjecture C’ de ~BM~, est vérifiée pour de nombreuses familles
de variétés. Batyrev et Tschinkel [BT2] en ont toutefois donné un contre-
exemple sur lequel nous reviendrons au paragraphe 8.
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Formule empirique 3.6. Si V vérifie les hypothèses précédentes et si H
est une hauteur d’Arakelov relative à un fibrés en droites L pseudo-ample,
alors pour toute extension finie assez grande E de F et tout ouvert dense
assez petit U de V , il existe une constante CHE telle que

Remarques 3.7. (i) Ici, « corps assez grand » signifie contenant une exten-
sion convenable Fo de F. De même, « ouvert assez petit » signifie contenu
dans un ouvert convenable de V.

(ii) Notons que ag (L) = est stable par extension de corps, mais

cela ne vaut pas pour bg (L).
(iii) Si on prends L = cvVl, la formule asymptotique s’écrit

et c’est sur la demi-droite que la puissance de log B devrait être
maximale.

(iv) L’analogue de cette assertion pour les fonctions zêtas des hauteurs est
que pour tout corps de nombre assez grand et tout ouvert U assez petit, la
série zêta (UE,HE converge pour Re(s) &#x3E; et s’étend en une fonction

méromorphe sur un voisinage de la droite Re(s) = avec un unique
pôle d’ordre en s = ag

Le cas d’une conique montre qu’il peut être nécessaire de passer à une
extension du corps de base. A ce sujet, on peut se demander si toute ex-
tension sur laquelle les points rationnels sont denses pour la topologie de
Zariski convient. D’autre part, l’exemple du plan projectif éclaté en trois
points illustre le fait qu’il est crucial de se restreindre à un ouvert de la va-
riété, un fermé pouvant avoir « trop » de points. Ceci amène aux définitions
suivantes :

Notations 3.8. Soit X une partie constructible de V, pour toute hauteur
H relative à un fibré pseudo-ample, on note

Remarques 3.9. (i) Le nombre ax (H) ne dépend en fait que de la classe
de L = o(H) dans le groupe de Néron-Severi [BM, 91.4] et nous noterons
également ax ([L]) ou ax (L) pour 

(ii) La formule empirique implique l’égalité entre au(L) et 

Définition 3.10. On suppose que les points rationnels de V sont denses
pour la topologie de Zariski. Un fermé irréductible strict X de V sera dit
strictement accumulateur si pour tout ouvert non vide W de X, il existe un



331

ouvert non vide U de V tel que

On dit que X est faiblement accumulateur si pour tout ouvert non vide W
de X, il existe un ouvert non vide U de V tel que

pour toute hauteur H relative à L.

Remrxrque 3.11. Il semble raisonnable d’espérer que la condition (3.1) ne
dépende pas du choix de la métrique adélique sur L. Cela est vrai si les com-
portements asymptotiques pour tJ et W sont de la forme CBa(log B)b-l.

Exemple 3.12. Nous reprenons les notations de l’exemple 1.5 pour le plan
éclaté en trois points rationnels en position générale. Dans ce cas, on a vu
que les diviseurs exceptionnels sont strictement accumulateurs pour

Wy1. On peut également montrer que leur complémentaire U ne rencontre
pas de sous-variétés faiblement accumulatrices. Notons que cette dernière
assertion reste valide si on considère une hauteur relative à wv1 + El,2 +
E2,3 + E3,1. En effet le fibré est alors l’image inverse de wp2 Q par la contrac-
tion V - p2 des diviseurs E1,2 , E2,3 et E3,1 et compter des points de
U revient à compter des points sur un ouvert de Par contre, si on

considère une hauteur relative à wv 1 + El,2 + ~1,3? alors chacune des fibres
de la première projection, qui correspond au système linéaire défini par
E1,2 + EI,3, est faiblement accumulatrice et le terme dominant du com-

portement asymptotique, qui est de la forme conjecturée, est obtenu en
sommant les termes dominants sur chaque fibre. L’ensemble V~{F) est alors
réunion de sous-variétés faiblement accumulatrices.

Pour déterminer l’ouvert de la conjecture, il conviendrait donc de don-
ner une caractérisation géométrique des sous-variétés strictement accumu-
latrices. L’idée pour cela est de définir pour tout fermé irréductible
X de V, autrement dit d’étendre aux variétés éventuellement singulières la
définition de aÿ {L) . Si X C V est un fermé irréductible de V, soient X une
normalisation de X, cp : X - V le morphisme induit et Xo C X le lieu des
points lisses de X . On pose alors

les candidats pour les fermés strictement accumulateurs pour L sont ceux
pour lesquels &#x3E; a9 (L).
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4. Hauteurs et mesures de Tamagawa

Supposons un instant que la formule empirique 3.6 soit vérifiée et que le
complémentaire dans V des sous-variétés faiblement accumulatrices soit un
ouvert dense U de V. Autrement dit, pour tout ouvert de U, on a une
équivalence

quand B tend vers +oo. Il est alors naturel de s’interroger sur la répartition
des points pour la topologie adélique. Comme nous allons le voir, cela est
directement lié à l’interprétation de la constante CH.

Notations 4.1. Si V est une bonne variété sur F, on note V(.AF) l’en-
semble des adèles de V, qui est donné par

puisque la variété est projective. Si H est une hauteur d’Arakelov sur V et
U un ouvert non vide de V, pour tout B de R§ tel que soit fini
et non nul, on considère la mesure de probabilité sur V(AF) définie par la
formule

où b(x) est la mesure de Dirac en x.

Remarque 4.2. L’étude de la répartition asymptotique des points de hau-
teur bornée sur V revient donc à l’étude de la convergence de la me-
sure De manière plus précise, existe-t-il une mesure borélienne
de probabilité ILH sur V(AF) de sorte que pour toute fonction continue
f : V(AF) --+ R on ait que

Nous allons maintenant construire, dans le cas où o(H) - une me-

sure qui fournira une interprétation conjecturale à la fois pour C~ et pour
la mesure ttff. La construction de cette mesure est basée d’une part sur une

généralisation immédiate du fait qu’une section continue du faisceau cano-
nique d’une variété réelle définit une mesure, d’autre part sur les techniques
d’intégration sur un espace adélique mises au point par Weil [We2].
Notations 4.3. Soit H = (wv:1, ( (t - une hauteur relative au fais-
ceau anticanonique sur une variété presque de Fano V.

Pour toute place v de F, on normalise la mesure de Haar dxv sur le corps
localement compact Fv de la façon suivante :
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- E MF, j, JUv dxv = 1
- Si R, alors dxv est la mesure de Lebesgue usuelle sur R,
- Si C, alors idz dz = 2dx dy .

On définit alors une mesure borélienne sur V(Fv) par la formule

où x ~ , ... , Xn est un système de coordonnées locales v-analytiques sur jï 
et la forme â~l A ... a~~ est vue comme section de w-1. Le fait que ces
mesures se recollent bien résulte de la formule de changement de variables
[We2, §2.2.1].
Remarque 4.4. Soit 1/ un modèle projectif et lisse de V sur un anneau de
S-entiers t9s pour une partie finie ,S’ de MF, f. Comme dans [We2], on peut
déduire du fait que (Il est une métrique adélique que pour presque
toute place finie p de F, on a

En particulier, comme l’illustre le cas de l’espace projectif, le produit

diverge. Pour définir une mesure adélique, il convient donc, en imitant
les contructions de Tamagawa et Weil [We2], d’introduire des facteurs de
convergence.

Notations 4.5. Comme dans [Pel, lemme 2.1.1], sous les hypothèses PF1-
3, on peut se donner un ensemble fini de places finies et un modèle projectif
et lisse 1/ de V sur Vs dont les fibres sont géométriquement intègres et tel
que pour toute place finie p en-dehors de ,5’, le groupe de Picard Pic(1/Fp)
soit isomorphe à Pic(V) de façon compatible avec les actions des groupes
de Galois. 

_

Si p E MF 1 - S’, le terme local de la fonction L associée à Pic(V) s’écrit

où Frp est le Frobenius en p. La fonction L globale est alors donnée par le
produit eulérien

En utilisant des résultats d’Artin [Art, Satz 3], on obtient que ce produit
converge pour Re(s) &#x3E; 1, s’étend en une fonction méromorphe sur C avec
un pôle d’odre t = rg Pic(V) en s = 1.
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Les facteurs de convergence que nous utiliserons sont définis de la façon
suivante :

Définition 4.6. Avec les notations qui précèdent, la measure de Tamagawa
associée à .H est la mesure borélienne sur V (AF) définie par la formule

où d~ désigne la valeur absolue du discriminant de F.

Remarque 4.7. Les arguments principaux pour montrer que cette mesure
est bien définie sont les suivants : il suffit de montrer que pour tout ,S assez

grand, le produit

converge, c’est-à-dire que le produit

converge. Soit Ê un nombre premier et supposons que S contienne les idéaux
premiers contenant ~. La formule de Lefschetz due à Grothendieck (cf. [Sel])
s’écrit

En utilisant la conjecture de Weil démontrée par Deligne [Del, théorème
1.6~ sur les valeurs propres des endomorphismes de Frobenius et le fait que,
pour presque tout p, le groupe Qi) est trivial, on obtient que

Enfin pour presque tout p, on a un isomorphisme issu de la dualité de
Poincaré

Définition 4.8. Soit V(F) l’adhérence des points rationnels dans V(AF) ,
on pose
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On note également

où t = rgPic(V), Clff (V)’ est le cône dual de C ff(V) défini par

et dy est la mesure de Haar sur R~ normalisée par le réseau

Pic(V)~. Pour terminer, on pose

et

Remarques 4.9. (i) C’est Swinnerton-Dyer [SD] qui a mis clairement en évi-
dence que le domaine d’intégration naturel est l’adhérence des points ration-
nels.

(ii) La constante a(V) peut être également décrite comme le volume du
domaine

pour une mesure convenablement normalisée de l’hyperplan = 1

(cf. [Pel, §2.2.5]). En conséquence, sous les hypothèses 3.3, cx(Y) est un
nombre rationnel.

(iii) C’est Batyrev et Tschinkel qui ont montré la nécessité d’introduire
la constante /3(V) dans ce contexte (cf. [BT1]).

5. Une formule empirique

Lorsque o(H) = une version raffinée de la conjecture de Manin
s’écrit :

Formule empirique 5.1. Soit V une variété vérifiant les hypothèses 3.3
et H une hauteurs d’Arakelov sur V relative au faisceau anticanonique. Si
V (F) est dense pour la topologie de Zariski et le complémentaire des sous-
variétés faiblement accumulatrices pour H est un ouvert dense U de V, on
a

Remarque 5.2. (i) L’analogue en termes de la fonction est d’espérer
que
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En ce qui concerne la répartition des points pour la topologie adélique,
on obtient dans plusieurs cas un résultat de la forme :

Répartition empirique 5.3. Sous les mêmes hypothèses, si f : V(AF) -
R est une fonction continue, alors

Ces deux aspects du comportement asymptotique sont liés par l’assertion
suivante :

Proposition 5.4. La formules (F) est vraie pour toute hauteurs relative au
faisceau anticanonique si et seulement si (F) et (E) sont vérifiées pour une
hauteur relative à ce faisceau.

Remarque 5.5. On peut noter qu’alors (E) est vraie pour toute hauteur

relative à wvl.
On peut être également tenté de réunir la formule (F) et la formule empi-

rique 3.6 en utilisant un système de hauteurs. On utilise pour cela la notion
de fonction caractéristique du cône introduite dans ce contexte par Batyrev
et Tschinkel.

Définition 5.6. La fonction caractéristique du cône Cl(V) est définie,
pour s appartenant à Pic(V) 0 C, par la formule

Cette intégrale convergeant lorsque Re s appartient à l’intérieur du cône
C
Remarque 5.7. Sous les hypothèses 3.3, s’étend en une fonction

rationnelle sur P ic ( V ~ 0 C .

Question 5.8. Avec les notations qui précédent, existe-t-il un système de
hauteurs H sur V tel que la série converge sur le domaine

et s’étende en une fonction rrtérornorphe au voisinage de wV1 avec comme
partie principale en ce point la fraction rationnelle

Remarque 5.9. (i) Comme me l’a signalé Yuri Tschinkel, la question 2.6.1
de [Pe2j est mal posée, et il est facile de lui trouver une réponse négative
parmi les variétés toriques.

(ii) Par partie principale, nous entendons terme de plus haut degré dans
la décomposition de la fonction au voisinage de Wv 1 (cf. ~BV~, par exemple).
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6. Une liste de résultats

e La formule asymptotique (F) est compatible avec le produit de variétés
au sens suivant : Soient Hl et H2 des hauteurs d’Arakelov sur des variétés
presque de Fano Vi et V2 vérifiant les hypothèses 3.3. S’il existe des ouverts
UZ de Vi tels que

alors une formule analogue vaut pour le produit Ul x U2 (Franke, Manin et
Tschinkel ~FMT~). Un énoncé analogue vaut pour (E).

. (F) et (E) sont compatibles avec les résultats de la méthode du cercle
pour les intersections complètes lisses dans PQ. En particulier, si V est
une intersection complète lisse définie par m équations de même degré d en
N + 1 variables de sorte que

et si V(Q~) 7~ 0 pour toute place v de Q alors (F) et (E) sont vérifiées pour
l’ouvert U = V (Birch, [Bir], cf. également [Va] pour une description de la
méthode du cercle, Franke, Manin et Tschinkel [FMT, §11 et [Pel, §5] pour
la constante).

. (F) et (E) sont vraies pour les variétés de drapeaux généralisés, c’est-
à-dire pour les quotients G/P où G est un groupe algébrique linéaire sur F
et P un F-sous-groupe parabolique de G avec U=V. Le cas de l’espace pro-
jectif sur Q est traité dans [HW], résultat généralisé à un corps de nombres
par Schanuel [Sc], Schmidt avait traité le cas des Grassmanniennes sur Q
dans [Sch]. Le cas général résulte des travaux de Langlands sur les séries
d’Eisenstein (Langlands [Lan], Franke-Manin-Tschinkel [FMT, §2], [Pel, 96]
pour la constante). Cela s’applique en particulier aux quadriques.

a (F) a été démontrée pour les variétés toriques projectives et lisses,
c’est-à-dire les compactifications équivariantes projectives et lisses de tores
algébriques, en prenant comme ouvert U l’orbite ouverte du tore dans V
(Batyrev et Tschinkel [BT3] et [BT4], puis, avec une autre méthode
sur Q, Salberger [Sa] et la Bretèche [Brel] ).

. (F) est vraie pour certaines fibrations en variétés toriques au-dessus de
variétés de drapeaux généralisés (Strauch et Tschinkel [ST1] et [ST2]).

. (F) et (E) sont valides pour des compactifications équivariantes lisses
d’espaces affines, en choisissant l’orbite ouverte comme ouvert U (Chambert-
Loir et Tschinkel [CLT1], [CLT2] et [CLT3]).

e (F) est vérifiée pour la surface de Del Pezzo de degré 5 obtenue en
éclatant quatre points rationnels en position générale sur p2 @ U étant ob-
tenu comme complémentaire des dix diviseurs exceptionnels (Salberger, la
Bretèche [Bre2]).
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. En ce qui concerne les surfaces cubiques, différentes majorations pour le
nombre de points sur le complémentaire des 27 droites ont été obtenues (cf.
notamment Heath-Brown [HB2] et Broberg [Bro]) ainsi que des minorations
(Swinnerton-Dyer ~SSD~) . D’autre part des tests numériques en bon accord
avec la formule (F) ont été réalisés (Heath-Brown et [PT2]).

Remarque 6.1. Il est possible de considérer un analogue de ces formules sur
un corps global de caractéristique finie (cf. [BM]). Quelques résultats ont
été obtenus pour les variétés de drapeaux généralisés [Pe4] et les variétés
toriques déployées [Bo].

7. Hauteurs et techniques de descente

L’objet de cette partie est d’apporter un nouvel indice en faveur de la
formule (F) en expliquant comment, au niveau des torseurs universels, les
facteurs et ,~ ( V ) recoivent une explication naturelle. Salberger fut le
premier a mettre en lumière ce point dans [Sa], lui permettant de redé-
montrer le résultat de Batyrev et Tschinkel dans le cas de variétés toriques
déployées sur Q.

7.1. Les torseurs universels. La notion de torseur universel a été dé-

veloppée par Colliot-Thélène et Sansuc [CTS11, [CTS2] et [CTS3], en vue
de déterminer l’adhérence des points rationnels pour certaines classes de
variétés. L’idée derrière cette introduction est que ces torseurs, d’un point
de vue arithmétique, sont plus simples que la variété de départ. En parti-
culier, à leur niveau, les obstructions de Brauer-Manin à l’approximation
faible sont triviales. Il n’est donc pas très surprenant qu’ils apparaissent
également dans le cadre des conjectures de Manin.

Si E est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et V une
variété presque de Fano sur E, un torseur universel sur V peut être décrit
de la façon suivante : soit (L 1, ... , Lt ) une famille de fibré en droites dont
les classes donnent une base de Pic V . Considérons Li le complémentaire
de la section nulle dans Li et

alors on a un morphisme naturel ?r : T - V qui fait de V un quotient de
T sous l’action du groupe Gm E et on peut vérifier qu’à un isomorphisme
près, le morphisme obtenu ne dépend pas de la base choisie. Les définitions
suivantes permettent de généraliser cette notion à un corps arbitraire.

Définition 7.1.1. Si G est un groupe algébrique linéaire sur un corps E
et X une variété sur E, un G-torseur au-dessus d e X est la donnée d’un
morphisme fidèlement plat 7r de Y vers X et d’une action it : G x Y - Y
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de (? sur Y telle que 7r = 7r o pr2 et que l’application

soit un isomorphisme.
Si G est lisse et abélien, alors un torseur 1r : Y - X est localement trivial

pour la topologie étale, c’est-à-dire localement de la forme U x G - U. 
"

Les classes d’isomorphisme de G-torseurs sur X sont alors classifiées par le
groupe de cohomologie étale G) (cf. [Mi, théorème 111.3.9 et corollaire
III.4.7j).

Si T est un tore algébrique sur E et X une bonne variété sur E, corps de
caractéristique nulle, ayant un point rationnel, alors on dispose par [CTS3,
(2.0.2) et proposition 2.2.8] d’une suite exacte naturelle

où X*(T) désigne le groupe de caractères de T c’est-à-dire le groupe
Hom(T, Gm,E).

Si X est une variété presque de Fano sur F, on note TNS le tore dont le
groupe de caractères est le Gal(F/F)-module Pic(V). Un torseur universel
sur X est un TNS-torseur T au-dessus de X dont l’invariant p(T) coïncide
avec
Exempl e 7.1.2. Si V est une compactification équivariante projective et lisse
d’un tore T sur F, soient £(1) l’ensemble des diviseurs irréductibles équi-
variant de V et D(V) le Z-module libre sur cet ensemble. On a alors une
suite exacte

et donc par dualité une suite exacte

où tore associé à D(V). Le groupe de Galois Gal(F/F) agit sur
l’ensemble E(l) et on considère l’espace affine

Pour toute partie I de telle que nDEI D = 0, on note VI C le

sous-espace défini par l’annulation des XD pour D ~ I. Soit UF le complé-
mentaire de la réunion de ces sous-espaces. Il est invariant sous l’action de
Galois et provient d’un ouvert ~I de AS(,). On a les inclusions
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Pour tout point x de T(F), on a un morphisme de variétés TD(ÿ) -~ T qui
envoie l’origine sur x et qui s’étend en un morphisme

U

On obtient de cette manière une bijection entre les TV(V)(F)-orbites dans
T(F) et les classes d’isomorphismes de torseurs universels sur V (cf. [CTS2],
la description de Delzant [Delz] dans le cadre symplectique, Cox [Co],
Merkur’ev et Panin [MP] et Salberger [Sa]).

Exempl e 7.1.3 . Si V est obtenue en éclatant quatre points rationnels en
position générale sur p2 , alors en tant que variété un torseur universel
sur V peut être décrit comme un ouvert du cône de AF au-dessus de
la Grassmanienne Gr(2,5). Ce cône est donc donné par les équations de
Plücker (cf. Skorobogatov [Bk]).
7.2. Montée aux torseurs universels. Nous allons tout d’abord munir
les torseurs universels de deux structures naturelles : tout d’abord une forme
de jauge et d’autre part une structure adélique qui pourra être munie d’une
mesure canonique.

Notations 7.2.1. Soit V une variété presque de Fano sur F et T un torseur
universel sur ~, alors le fibré canonique WT est trivial (cf [Pe3, lemme 3.1.12])
et il découle de [CTS3, proposition 2.1.1] que

Par conséquent à une constante multiplicative près, il existe une unique
section partout non nulle de W7. Nous noterons W7 une telle section.
On peut noter que cette section définit pour toute place v de F une

mesure locale sur donnée localement par la formule

où ~l, ... , xN sont des coordonnées locales analytiques au voisinage d’un
point de ’J(Fv).
On considère la variété torique affine

qui est une variété torique affine pour le tore et on considère le produit
contracté

C’est un fibré en variétés toriques affines sur V qui contient T comme ou-
vert. Soit un modèle de sur un anneau de S-entiers e« "ff
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on considère alors l’espace adélique ’SC1 (V) (AF) qui est défini comme l’en-eff

semble des (Pv)vEMF E tel que Pv appartienne à 

pour presque toute place finie v de F. Il s’agit donc de l’intersection

On peut alors montrer que la mesure

converge et définit une mesure borélienne sur Par la formule

du produit, elle est indépendante du choix de la forme on l’appelle donc
la mesure canonique sur 

.Exemple 7.2.2. Dans le cas d’une intersection complète lisse dans pN, de
dimension supérieure ou égale à trois, et de faisceau anticanonique ample, le
torseur universel est donné par le cône épointe C au-dessus de V. La variété

peut être vue comme l’éclaté du cône au-dessus de V en l’origine,
eff

l’espace adélique coïncide avec l’ensemble des (Pv)vEMF de C(Fv)
tels que pour presque toute place v de F, Pv aient des coordonnées dans
ev. On peut choisir comme forme l5T la forme de Leray. On retrouve ainsi
les structures utilisées pour la méthode du cercle.

Pour énoncer les résultats, on aura également besoin des fonctions L de
Draxl [Dr] :

Notation 7.2.3. Soit E/F une extension finie de F telle que soit

isomorphe à Pic V et soit ,S‘ l’ensemble des places de F ramifiées dans E/F.
On définit alors pour toute place finie v de F et pour tout s E Pic V Q9 C

et

Enfin on notera W (TNS) la partie de torsion de TNS(F) et, pour toute partie
finie S de MF,
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On dispose alors des résultats suivants (cf. [Pe2j et [Pe3]) : soit V une
variété presque de Fano sur F vérifiant les conditions 3.3. On suppose que
les torseurs universels au-dessus de V vérifient le principe de Hasse et l’ap-
proximation faible c’est-à-dire que les points rationnels sont denses dans
I1vES ’r(Fv) pour toute partie finie ~S’ de MF. Par [CTS2, proposition 21 le
nombre de classes d’isomorphismes de torseurs universels au-dessus de V
ayant un point rationnel est fini. On note une famille de représen-
tants de ces classes d’isomorphisme. On se donne un système de hauteurs
H et on pose H = 

~ Il existe un ouvert non vide C de Pic(V) 0 C et des fonctions

telles que pour on ait

~ Il existe une partie finie S de MF f et une fonction li Z

et des fonctions lbfi : R x Ys(TNS) x -7 R telles que

Remarques 7.2.4. (i) En conclusion on est ramené, au niveau des torseurs
universels, à des majorations de termes de la forme

L’équivalence entre ces deux termes peut être vu comme un analogue de la
notion de variété strictement d’Hardy-Littlewood introduite par Borovoi et
Rudnick dans ~BR~ ..
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(ii) Dans le cas d’une intersection complète dans pN on retrouve la mé-
thode permettant de passer du dénombrement des points dans V à celui de
points dans le cône épointé au-dessus de V et donc de déduire la formule
(F) de la méthode du cercle lorsque celle-ci s’applique.

(iii) Les torseurs universels ont également été utilisés par Salberger dans
sa démonstration de (F) pour les variétés toriques déployées sur Q [Sa], qui
fut ensuite reprise avec un terme d’erreur affiné par la Bretèche [Brel]. Ils
les ont également utilisés dans le cas de la surface de Del Pezzo déployée de
degré 5 [Bre2], première surface de Del Pezzo traitée qui ne soit pas torique.

(iv) Sans rentrer dans les détails de la démonstration, l’obtention de la
première formule intégrale ci-dessus repose sur des égalités de la forme

où 7r : T e V est un torseur universel et T (TNS ) désigne le nombre de
Tamagawa du tore TNS . On applique alors le théorème fondamental d’Ono
[Onol qui donne l’égalité

L’hypothèse faite sur les torseurs universels assure alors que tout point x
de l’adhérence de V(F) dans V(AF) appartient exactement à l’image de

torseurs universels parmi les ’Ji- Salberger a été le premier à
utiliser de tels arguments dans [Sa]-

8. Le contre-exemple de Batyrev et Tschinkel

Notations 8.1. On se donne un entier n &#x3E; 0 et quatre formes linéaires
linéairement indépendantes lo, ll, 12 et l3 E Q[Xo, ... , Soit V l’hyper-
surface de Pn x P3 définie par l’équation

Théorème 8.2 (Batyrev et Tschinkel [BT2]). La variété de Fano Tl est un
contre-exemple à la conjecture 3.6.

Démonstration. L’idée de la démonstration est la suivante : par le théorème
de Lefschetz, on a des isomorphismes
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La formule attendue pour un ouvert dense assez petit U et une hauteur H
relative au faisceau anticanonique après extension éventuelle des scalaires
est donc de la forme

Mais le faisceau canonique de V est donné par wÿ1 = Dv(n, 1). Autrement
dit, on peut prendre comme hauteur relative au faisceau anticanonique

D’un autre côté, si x = (xo : ... : vérifie

alors la fibre Vx au-dessus de x est une surface cubique lisse et la restriction
de ~I à une telle fibre est une hauteur relative à OVz (1) = Supposons
maintenant que F contienne les racines cubiques de l’unité. Alors pour tout
x de Pl (F) tel que les lZ (xo, ... , xn) soient des cubes dans .F, Vx est une
surface cubique déployée contenant 27 droites rationnelles qui peut être
obtenue en éclatant p2 en 6 points rationnels. Si X est l’éclaté de ~’2 en
trois de ces points, on dispose d’un morphisme

En étendant une base de en une base de on obtient

une hauteur Hx sur X relative à wX1 telle que

où Uz désigne le complémentaire des 27 droites dans Vu. La conjecture étant
connue pour X, il existe C &#x3E; 0 tel que pour tout ouvert dense U de Yx, on
ait

L’ensemble des points (x~ : ... : xn) tels que les ... : xn) soient des
cubes est Zariski dense dans Pn. Donc pour tout ouvert U de V, on a

en contradiction avec la formule attendue. 0

Plusieurs directions sont disponibles pour modifier la conjecture de Manin
et prendre en compte ce contre-exemple :

Tout d’abord, les fibres de pr, dont le rang du groupe de Picard est
maximal sont vraisemblablement faiblement accumulatrices. Une première
solution consiste donc à faire l’hypothèse arithmétique peu pratique que
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le complémentaire des variétés faiblement accumulatrices est un ouvert de
Zariski dense. C’est l’hypothèse que nous avons faite pour la formule (F).
Une deuxième direction, plus élégante, est de procéder par récurrence sur

la dimension de la variété en utilisant des fibrations successives, la conjecture
obtenue s’appliquant à chaque fibre. Une telle démarche est explorée par
Batyrev et Tschinkel dans [BT5].

Enfin, on peut également noter que la réunion W des fibres ayant un
groupe de Picard de rang plus grand que deux constitue un ensemble mince
en un sens analogue de la définition 1.3 : il existe un morphisme de variétés
algébriques sur F, 7r : X e V tel que W soit contenu dans 7r(X(F)), la fibre
de 7r au point générique est finie et 7r n’a pas de section rationnelle sur F.
Dans ce cas le comportement asymptotique devrait pouvoir s’interpréter en
termes de ~r* (H) . D’autre part, W ne contient pas tous les points rationnels
et il serait naturel de s’interroger sur le nombre de points de hauteur bornée
sur le complémentaire.

Nous manquons à l’heure actuelle d’exemples pour dire laquelle de ces
approches devrait se révéler la plus fructueuse.

9. Extensions

Dans les paragraphes précédents, nous nous sommes placés dans le cas
où o(H) - wvl. Dans leur article [BT5], Batyrev et Tschinkel proposent
une interprétation de la constante pour des fibrés distincts du fibré anti-
canonique. Une des difficultés pour faire cela apparaît clairement dans le
cas du plan projectif éclaté en trois points : pour L = wV1 + El,2 + ~1,3? il
apparaît une fibration dont les fibres sont faiblement accumulatrices, tandis
que si L = + E1,2 + E2,3 + E3,1, l’étude des points de hauteur bornée
se ramène à celle d’une variété obtenue par contraction et la constante est
à nouveau issue d’une mesure de Tamagawa. Cela amène aux constructions
suivantes.

Notations 9.1. Soit V une bonne variété vérifiant les conditions 3.3. Un

Q-diviseur effectif D sur X est dit rigide si et seulement s’il existe no &#x3E; 1
tel que

Supposons que l’on ait L = wvl+D avec D rigide. Soit H = (L, 
une hauteur d’Arakelov, on peut alors écrire H comme un produit tensoriel
H = Hl 0 H2 avec Hl - et H2 = (D, Soit
m tel que dimF r(V, mD) == 1 et soit s une section non nulle de mD. Pour
toute place v de F, on peut définir une fonction continue f v : R

de la façon induit une sur mD et on pose
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On considère ensuite les mesures

Il faut alors utiliser les facteurs de convergence suivants : on considère
le groupe de Picard Pic(V - Ui=l Di) et on utilise les termes locaux de la
fonction L associée. Pour toute place finie v en dehors d’un ensemble fini S

et la fonction L globale associée

On pose alors

et on définit

Cette mesure ne dépend que de la hauteur Le nombre

donne alors, à un facteur rationnel près, la constante espérée dans le com-
portement asymptotique.

Dans le cas général, il faut introduire des fibrations en variétés faiblement
accumulatrices de sorte que la restriction de H à chacune des fibres soit du

type ci-dessus après résolution éventuelle des singularités et la constante
s’obtient en sommant sur ces fibres. Dans [BT5], Batyrev et Tschinkel
montrent des formules asymptotiques avec ces constantes pour les varié-
tés de drapeaux généralisés et les variétés toriques.

Terminons sur un cas qui résiste encore et qui permettrait de tester la
validité des différentes approches. Il a été suggéré par Colliot-Thélène et est
considéré dans [BT5] : il s’agit de l’hypersurface de P3 x P~ d’équation :
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qui est une fibration en quadriques sur P~3(F). L’auteur de ce texte a ten-
dance à penser que le comportement asymptotique pour une hauteur relative
au fibré anticanonique devrait être de la forme :

avec

la constante (Vr) étant nulle si la fibre n’a pas de points rationnels. Il
faudrait donc additionner un terme global à la contribution de chaque fibre.

Je remercie le rapporteur pour ses nombreuses remarques pertinentes.
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