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COMBINATOIRE DE MOTS RECURRENTS
DE COMPLEXITE n 4+ 2

IDRISSA KABORE! ET THEODORE TAPSOBA?

Abstract. Combinatorics on recurrent words with subword
complexity n+2. We state some new properties on Sturmian words
and classify words which have, for any nonnegative integer n, exactly
n + 2 subwords of length n. We also define the notion of k£ by k inser-
tion on infinite words and we give a formula for the complexity function
of words obtained by applying that notion to Sturmian words. Lastly
we study balance property and palindrome complexity of a subclass of
words with complexity n + 2 called quasi-Sturmian words by insertion;
we give a characterization of this subclass with Parikh vectors.

Résumeé. Nous établissons quelques propriétés des mots sturmiens
et classifions, ensuite, les mots infinis qui possedent, pour tout entier
naturel non nul n, exactement n + 2 facteurs de longueur n. Nous
définissons également la notion d’insertion k & k sur les mots infinis
puis nous calculons la complexité des mots obtenus en appliquant cette
notion aux mots sturmiens. Enfin nous étudions 1’équilibre et la palin-
dromie d’une classe particuliere de mots de complexité n + 2 que nous
appelons mots quasi-sturmiens par insertion et que nous caractérisons
a l’aide des vecteurs de Parikh.

Classification Mathématique. 68R15.

1. INTRODUCTION

La fonction de complexité p, qui calcule le nombre de facteurs de longueur
donnée dans un mot, est souvent utilisée pour caractériser certaines familles de
mots [3]. Ainsi on sait, depuis les résultats précurseurs de Morse et Hedlund [17,18],

Mots Clés. Mot sturmien, complexité, mot quasi-sturmien par insertion.
Sturmian word, complexity, quasi-Sturmian word by insertion.
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qu’un mot dont la fonction de complexité vérifie p(n) < n pour un certain entier n
est ultimement périodique, et que les mots sturmiens sont les mots de complexité
minimale parmi les mots infinis non ultimement périodiques. Depuis ces travaux,
de nombreuses études comme par exemple [5,8,9,11,12,16,21] ont été menées sur
les mots sturmiens et ont conduit & de nombreuses généralisations parmi lesquelles
les mots quasi-sturmiens. Un mot infini est dit quasi-sturmien s’il existe des entiers
ng et k tels que p(n) = n + k pour tout n > ng. Dans les années 1975 on étudiait
déja ces mots [8,9, 19], mais c’est au milieu des années 1990 que l’expression
de « mot quasi-sturmien » a été utilisée pour les désigner du fait qu’ils ont des
propriétés tres proches des mots sturmiens. En effet, les mots quasi-sturmiens ont
une combinatoire assez proche des mots sturmiens et leurs caractérisations font
intervenir ces derniers [1,2,7,8,10,13,14].

Les palindromes et la fonction de complexité palindromique interviennent dans
I’étude combinatoire des mots infinis. Des résultats intéressants ont été obtenus
pour certaines classes de mots (voir par exemple [4]) et en particulier une ca-
ractérisation des mots sturmiens [11].

Dans ce travail, apres avoir donné quelques notations et définitions utiles
(sect. 3) nous établissons des propriétés combinatoires des mots sturmiens (sect. 4)
puis nous classifions tous les mots quasi-sturmiens de complexité n + 2 (sect. 5).
Ensuite nous introduisons, dans la section 6, la notion « d’insertion k£ a k » sur
les mots infinis puis nous calculons la complexité des mots obtenus en appliquant
Iinsertion k & k aux mots sturmiens. Enfin, & la section 7, nous étudions 1’équilibre
et la palindromie d’une classe particuliere des mots de complexité n + 2 que nous
appelons mots quasi-sturmiens par insertion et que nous caractérisons a 'aide des
vecteurs de Parikh.

2. PRELIMINAIRES

La plupart des notations utilisées ici peuvent étre retrouvées dans le livre de
Lothaire [15].

Soit A un alphabet fixé. A*, ’ensemble des mots finis sur A, est le monoide libre
engendré par A, ¢ le mot vide étant I’élément neutre. AT est ’'ensemble des mots
finis non vides. Pour tout v € A*, |u| désigne la longueur du mot u (|e|] = 0) et
pour toute lettre x de A, |u|, est le nombre d’occurrences de x dans u. Un mot u de
longueur n formé d’une seule lettre x est simplement noté v = x™ ; par extension
2% = e. Soit u = uyuz - - -u, un mot tel que u; € A pour tout i € {1,2, ..., n}.
Le mot miroir de u que ’on note u est le mot obtenu en lisant v de la droite vers
la gauche, c’est-a-dire & = UpUn_1---u1. Si u et v sont deux mots de A* on a
wv = vw. On dit qu'un mot u est un palindrome s’il est identique & son image
miroir, c’est-a-dire u = u. Par exemple les mots « elle », « été », «ici » et « tot »
sont des palindromes en frangcais.

Un mot infini est une suite de lettres de A indexée par N. On désigne par A%
I’ensemble des mots infinis sur A et on pose A* = A*UA“. Pour tout mot u € A,
on note alph(u) 'ensemble des lettres de A présentes dans u.
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Un mot infini u est dit ultimement périodique s’il existe un entier non nul 7
et un entier ng tels que w4, = w; pour tout i > mng. Ainsi un mot infini u est
ultimement périodique s’il existe deux mots v € A* et w € At tels que v = vw®
ou w*¥ = www - -- est une concaténation infinie de w.

On définit la puissance n-ieme d’un mot fini w comme étant la concaténation
n fois de w; on la note w".

Soient u € A® et v € A*. Le mot v est un facteur de u s’il existe u; € A* et
ug € A tels que u = ujvusg; on dit aussi que u contient v. Le facteur v est dit
préfixe (resp. suffixe) si u; (resp. uz) est le mot vide.

Soient u € A“, w un facteur de u et x une lettre de A. Le langage de longueur
n de u, noté L, (u), est 'ensemble des facteurs de u de longueur n. L’ensemble de
tous les facteurs de u est simplement noté L(u). La lettre x est un prolongement &
gauche (resp. a droite) de w si zw (resp. wz) appartient & L(u). On note 0~ w (resp.
0% w) le nombre de prolongements & gauche (resp. a droite) de w. On dira qu'un
facteur w est biprolongeable (resp. triprolongeable) a droite si 0w = 2 (resp.
Otw = 3). De la méme maniére on définit la notion de facteur biprolongeable
ou triprolongeable & gauche. Un facteur est dit spécial & gauche (resp. & droite)
s’il admet plusieurs prolongements & gauche (resp. a droite). Un facteur a la fois
spécial a gauche et a droite est dit bispécial.

Un mot u est dit récurrent si tout facteur de u apparait une infinité de fois dans
u. Un mot est dit uniformément récurrent ou minimal si tout facteur apparait
avec des lacunes bornées, c’est a dire que pour tout n € N, il existe N tel que tout
facteur de longueur N contient tous les facteurs de longueur n.

On appelle décalage I'application S de A¥ dans A“ qui consiste a effacer la
premiere lettre.

La fonction de complexité de u est I'application de N dans N* définie par
pu(n) = #L,(u), ot #L,(u) désigne le cardinal de L, (u). Dans tout ce qui suit
la fonction de complexité d’un mot u sera simplement désignée par p. La fonction
de complexité est liée aux facteurs spéciaux par la relation [6]

pn+1)—pn)= > (9% (w)-1).

n€Ly,(u)

Ainsi, le nombre de facteurs spéciaux & droite est au plus p(n +1) — p(n). 'y a
un unique facteur spécial de longueur n, qui est biprolongeable si et seulement si
p(n+1) - p(n) = 1.

La fonction de complexité palindromique de u est I’application de N dans N
qui compte le nombre de palindromes de longueur n contenus dans u, c’est-a-dire
paly(n) = #{v € Ly(u) : v =v}.

Un morphisme f est une application de A* dans lui-méme telle que f(uv) =
f(w)f(v) pour tous u, v € A*.

On dit qu’un mot infini u est engendré par un morphisme f s’il existe une lettre
a telle que les mots a, f(a), f%(a), ---, f™(a), - - sont des préfixes de plus en plus
longs de u. On note alors u = f“(a).
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3. MoOTS STURMIENS

Dans cette section, 'alphabet est A = {a, b}.

Définition 3.1. Un mot infini u sur A est un mot sturmien si pour tout entier n,
p(n) =n—+1.

Exemple. Le mot sturmien le plus connu est le célebre mot de Fibonacci engendré
par le morphisme ® défini par ®(a) = ab et ®(b) = a.

Remarque 3.2. (i) Les mots ab et ba sont facteurs de tout mot sturmien.
(ii) Tout mot sturmien a en facteur un et un seul des deux mots a? et b%.

Définition 3.3. Soit u un mot sturmien. On dit que u est a-sturmien (resp.
b-sturmien) lorsqu’il contient a? (resp. b?).

Définition 3.4. Soit « un mot infini sur A. On dit que u est équilibré si pour

tout entier n et tous v, w € Ly, (u), ‘ lv], — |wl|, ‘ <1 pour tout z € A.

Théoréme 3.5. [9] Un mot infini u sur A est non équilibré si et seulement s’il
existe un unique mott de longueur minimale tel que u contient ata et btb. Le mot t
est alors un palindrome.

La caractérisation suivante est fort utile.

Théoréme 3.6. [9] Un mot infini u est sturmien si et seulement s’il est non
ultimement périodique et équilibreé.

Lemme 3.7. Soit u un mot a-sturmien. Alors il existe une suite sturmienne
(€i)i>1 sur lalphabet {0, 1} et un entier naturel non nul n tel que u s’écrit

u=a"ba" T ba" T2 pg T - -

avec ng <n —+ 1.

Preuve. Soit © un mot a-sturmien. Considérons alors n ’entier minimal tel que u
contient ba™b. Ainsi, u ne contient pas a”*?2 par le théoreme 3.5. Donc u est de
la forme

u = a"ba" T ba" T 2ba""Te3h - - -

oung < n+1et (¢);>1 une suite sur Palphabet {0, 1} [16]. Il reste donc & prouver
que la suite (¢;);>1 est sturmienne.

Supposons (€;);>1 non sturmienne. Alors (¢;);>1 est ultimement périodique ou non
équilibrée.

Si (€;);>1 était ultimement périodique alors u le serait aussi, ce qui est impossible
car u est sturmien. Par suite, (¢;);>1 est non équilibrée, et possede de ce fait deux
facteurs de la forme 0¢0 et 1¢1. Considérons les facteurs de (€;);>1 ; en les écrivant
de telle sorte que chaque lettre précede et succede un b puis en remplacant 0 par
a™ et 1 par a™t! on retrouve certains facteurs de u. Ainsi u admet deux facteurs
de la forme ba™Ta™b et ba™t1Ta"t1b. En posant w = a®Ta™ on remarque que les
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mots awa et bwb sont dans u. Donc u est non équilibré. On obtient une contradic-
tion, car u est un mot sturmien. Par conséquent (¢;);>1 est une suite sturmienne. OJ

Soient v €]0, 1] et R la rotation d’angle o du cercle unité (identifié & I'intervalle
[0,1]). On a R(p) = (p+a)mod1l = {p+ a}, partie fractionnaire de p + a.
L’orbite d’un point p du cercle unité par la rotation d’angle a est ’ensemble des
points {{p +na}, n > 0}. Le codage de 'orbite de p sous la rotation R d’angle «
sur le cercle unité partitionné en deux intervalles complémentaires Iy = [0, 1 — ¢
et Ih =[1—q, 1] (ou Iy =)0, 1 —a] et I; =]1—a, 1{U{0}) est le mot wouy « - -ty - -
1 si{p+natel
0 sinon

L’orbite d’un point p du cercle unité par une rotation d’angle irrationnel est
dense sur le cercle unité. Pour plus de détails sur les codages de rotations voir
par exemple [1,2] et chapitre 6 section 6.1.2 de [20]. Rappelons la caractérisation
classique des mots sturmiens due a Morse et Hedlund [17,18].

défini sur 'alphabet {0, 1} par : u, =

Théoréme 3.8. Un mot u est sturmien si et seulement s’il eriste un nombre
irrationnel o €]0, 1] et un nombre réel p tels que u est le codage de lorbite de p
sous la rotation R d’angle «.

Soit u le mot codant 'orbite d'un point p sous la rotation d’angle irrationnel
a. Un mot fini w = wywsy---w, sur 'alphabet {0, 1} est un facteur de w si et
seulement s’il existe un entier naturel k tel que :

n—1
- . Iy siwiz1 =0
R (p) € L, = ﬂ R (Lyy,,) ol Lu, :{ L sinogr1
=0

([2,15], chap. 2 sect. 2.1).
La caractérisation ci-dessus nous permet d’établir le résultat suivant.

Théoreme 3.9. Soient u = uguqusg - - - un mot sturmien et k > 1 un entier. Tout
facteur w de u, de longueur n quelconque, apparait dans u a toutes les positions
modulo k, c’est-a-dire

Vi€ {0, -, k—1} 3 €N 1w = Ups,4iUkl;it1 * Ukly+itn—1-

Preuve. Soient v un mot sturmien et k£ > 1 un entier. D’apres le théoreme 3.8, il
existe un nombre réel p et un nombre irrationnel a €]0, 1] tel que u soit le codage
de 'orbite de p par la rotation d’angle a sur le cercle unité muni de la partition
P=(0,1—a,[1—a, 1) ou P=(]0, 1 —a], ]1 — «, 1{JU{0}). Considérons w un
facteur de u de longueur n non nulle. Alors I, est un intervalle de longueur non
nulle. Pour tout ¢ € {0, ---, k— 1} posons p’ = p+ia et &' = ka. Il vient que o/
est irrationnel comme «. Par suite p’ est d’orbite dense dans [0, 1] par la rotation
d’angle irrationnel . Par conséquent, il existe I; > 0 tel que p' +1;0’ mod 1 € I,,,.
Autrement dit, il existe {; > 0 tel que p + (kl; + i)« mod 1 € I, et donc w ap-
parait dans u a la position kl; + 7. O
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En vertu de ce résultat on fait le constat suivant :

Remarque 3.10. Soient v un mot sturmien et £ > 0 un entier. Pour tout ¢ €
{0,1, ---, k— 1} et tout entier n > 1, on a :

#{ Ukl 4iUkiit1 - Ukiign—1 11 >0} =n+ 1.

4. UNE SOUS-CLASSE DE MOTS DE COMPLEXITE n + 2

Dans cette section 'alphabet est A = {a, b, c}.

Théoréme 4.1. Soient a™ba™ 1ba" 2ba" b - - un mot a-sturmien sur {a, b}
et soit v le mot sur {a, b, ¢} défini par v = br1baabrs--- ol pour tout entier non
nul i, x; = a sie; =0 et x; = c si ¢, = 1. Alors v est de complexité n + 2 pour
tout n > 1.

Preuve. La suite (€;);>1 est sturmienne d’apres le lemme 3.7. Par conséquent le
mot & = x1xex3 -+ est sturmien sur {a, c} car a et ¢ s’identifient respectivement
a 0 et 1 dans la suite (€;);>1.
Comme v ne contient pas de carré de lettre alors aucun facteur non vide de v n’est
triprolongeable a droite. Il nous suffit donc de montrer que v admet un et un seul
facteur biprolongeable & droite de longueur n, pour tout n > 1.
Pour n = 1, b est le seul facteur biprolongeable & droite. Supposons la propriété
vérifiée jusqu'au rang n (n > 1). Comme  est sturmien alors v est récurrent et
non ultimement périodique. Par conséquent, v admet au moins un facteur bipro-
longeable a droite de chaque longueur.

Supposons que v admette deux facteurs biprolongeables a droite de longueur
n + 1. Soient D et Dy lesdits facteurs. Leurs suffixes sont aussi des facteurs bi-
prolongeables a droite. D’apres I’hypothese de récurrence, v n’admet qu’un unique
facteur biprolongeable a droite D de longueur n. Par suite, D se prolonge a gauche
par deux lettres distinctes pour donner D; et Dy. Comme les mots aa, bb, cc, ac
et ca ne sont pas facteurs de v, D commence par b et on peut écrire D1 = aD et
Dy = c¢D. De méme D se termine par b et les mots

aDa, aDc, cDa et cDc

sont dans L, 2(v). En effacant les lettres b dans ces quatre facteurs de v, on
obtient quatre facteurs de x de la forme

ata, atc, cta et ctc.

Par suite x n’est pas équilibré puisqu’il contient deux facteurs de la forme ata et
cte. On obtient une contradiction, car x est sturmien. Ainsi, v admet un unique
facteur biprolongeable a droite de longueur n + 1.

Finalement, pour tout n > 1, v admet un unique facteur biprolongeable & droite
de longueur n. D’out p(n + 1) = p(n) + 1 et comme p(1) = 3 il en résulte que
p(n) = n+ 2 pour tout n > 1. O
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Corollaire 4.2. Soit v un mot infini sur A de la forme
V=2TpZL12ZX22TL3 " *

ot xg € {e, z, y} et x; € {x, y} pouri=1,2,3,... avec {z, y, 2z} = {a, b, c}.
Le mot v est de complexité n+2 (n > 1) si et seulement si le mot extrait

v = xox1Taxs - -

est un mot sturmien sur {x, y}.

Preuve. D’apres la preuve du théoreme 4.1 la condition est suffisante. Montrons
qu’elle est nécessaire. Pour ce faire supposons v/ = zpx1x2x3 -+ non sturmien.
Alors v est ultimement périodique ou non équilibré. Si v’ était ultimement périod-
ique, alors v, qui est image morphique de v’, le serait aussi, ce qui est exclu puisque
sa complexité n’est pas bornée. Ainsi, v est non ultimement périodique. Donc v’
est non équilibré et possede de ce fait deux facteurs spéciaux a droite de longueur
n (pour un n > 1) de la forme

xt = Itltg R tn—l et yt = ytltg N 'tn—l-

Par conséquent les mots
xtz, xty, ytr et yty

sont des facteurs de v’. Par suite les mots

xrx, xry, yre et yry our = zt1ztoz - 2ty_12
sont des facteurs de méme longueur de v. Ainsi xr et yr sont deux facteurs spéciaux
a droite de v de méme longueur. On obtient une contradiction, car v étant de

complexité n 4+ 2 (n > 1), il admet un et un seul facteur biprolongeable & droite
pour toute longueur n non nulle donnée. Donc v est sturmien. O

Définition 4.3. Soit v un mot récurrent sur A. On dira que u est un mot quasi-
sturmien par insertion (la terminologie sera justifiée & la remarque 6.3) s’il est de
complexité n + 2 et de la forme

V= LoZXL1ZL2L3 " - -

ounzg € {e, x,y}t et x; € {z, y} pouri=1,2,3, ... avec {z, y, z} = {a, b, c}.

Exemple. Considérons le mot de Fibonacci
F = abaababaabaababaababaabaababa - - - .
Le mot quasi-sturmien par insertion issu de F' et commencant par a est

Q) = acbcacacbeacbeacacbeacacbeacheacacbeachbeacacheacacbeachea - - - .
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Remarque 4.4. Soit u un mot quasi-sturmien par insertion.

(i) u ne comporte aucun carré de lettre, c’est-a-dire toute lettre de alph(u) est
isolée dans u.

(ii) Une et une seule des lettres présentes dans u est biprolongeable. Elle est bi-
prolongeable a la fois & gauche et a droite.

(iii) Yn € N*, 31(D,, Gp) € L2(u) : 0" D, =0~ G,, = 2.

Dans toute la suite on dira qu’un facteur est bispécial lorsqu’il est biprolongeable
a la fois a gauche et a droite dans le mot donné.

Définition 4.5. Un mot u, quasi-sturmien par insertion est dit a-spécial (resp.
b-spécial, c-spécial) si la lettre a (resp. b, ¢) est biprolongeable dans wu.

Par unicité de la lettre biprolongeable tout mot u quasi-sturmien par insertion
est soit a-spécial, soit b-spécial, soit c-spécial.

Définition 4.6. Soit u un mot quasi-sturmien par insertion. On appelle mot
extrait de u et on note v’ le mot sturmien obtenu de u en effacant la lettre bipro-
longeable.

5. CLASSIFICATION DES MOTS DE COMPLEXITE n + 2

La classification des mots de complexité n + 2 a été établie par Alessandri [1].
Nous en donnons une formulation légerement différente qui permet de construire de
fagon explicite tous les mots de complexité n+ 2 en nous appuyant essentiellement
sur la forme des mots sturmiens décrite dans le lemme 3.7.

Lemme 5.1. Soit u un mot de l'une des formes suivantes, a une permutation de
lettres prés :

(1) cv avec v sturmien sur {a, b} ;

(2) S*o(a*Terbeatte2beaktesbe - ) ;

(3) S*o((ab)" ¢ (ab)* 2 c(ab) T e )
ou S est le décalage, ko > 0, k > 0 et (¢;)i>1, une suite sturmienne sur {0, 1}.
Alors, u est de complexité n + 2.

Preuve. (1) Pour tout n > 1, tout préfixe de longueur n n’apparait qu’une seule
fois dans u. Donc p,(n) = 1+ p,(n) = 1+ (n + 1) puisque v est sturmien. D’ou,
pu(u) =n+ 2.

(2) u n’est pas ultimement périodique car il est un décalé de 'image du mot
sturmien
v = aFTerpaktepghtesp. ..

par le morphisme non périodique : (a — a, b +—— be). Donc u posséde au moins
un facteur spécial pour toute longueur donnée n. Nous observons que a est la seule
lettre spéciale dans u : la lettre a se prolonge par a et ¢, a gauche et par a et
b, a droite. Donc tout facteur spécial de u est biprolongeable. Supposons que u
possede deux facteurs Tp et To spéciaux a droite pour une certaine longueur n.
On peut prendre n minimal et nous aurons (77 = aT et To = bT) ou (T} = bT
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et Ty = ¢T) ou (T} = aT et Ty = ¢T) avec T € A*. Si bT est dans u, alors T
commence nécessairement par ¢, puisque b ne précede que ¢ dans u. Par suite,
comme a ne précede pas ¢ dans u, le premier cas ne peut se produire. Il en est de
méme pour le second cas puisque cc n’est pas dans u. Ainsi, le seul cas possible est
Ty = aT et To = ¢T'. 1l en résulte que aT'a, ¢cTb € L(u) et donc aTa, bcTh € L(u).
En effagant ¢ dans aTa et bcTh, on retrouve deux facteurs ata et btb du mot v.
Donc v n’est pas équilibré. On obtient une contradiction, car v est sturmien. Donc
pu(n + 1) — py(n) = 1, pour tout » > 1 et comme p,(1) = 3 on déduit que
pu(n) =n+ 2.

La forme (3) se montre de la méme maniére qu’en (2). O

Théoréme 5.2. Soit u un mot infini sur Ualphabet {a, b, c}. Le mot u est de
complezité n+2 pour n > 1 si et seulement s’il a l'une des formes suivantes a une
permutation de lettres prés :

(1) cv avec v sturmien sur {a, b} ;

(2) S*o(a*Terbeatte2beaktesbe- ) ;

(3) S*o((ab)™t ac (ab)*" ac (ab)* ™ ac---) ;

(4) S*o( (ab)" ¢ (ab)" ¢ (ab)" T ¢ - )
ou S est le décalage, ko > 0, k> 0 et (€;)i>1, une suite sturmienne sur {0, 1}.

Preuve. Nécessité : Soit u un mot de complexité n + 2 sur {a, b, c}. Alors, u est
soit récurrent, soit non récurrent.

— Supposons u non récurrent. Il existe ng non nul tel que le préfixe de longueur ng
n’apparaisse qu'une seule fois dans u. En prenant v = T (u), nous avons p, (n) =
pu(n) —1 = n+ 1 pour tout n > ng. S'il existe un entier non nul m tel que
Py (m) > m + 2 alors pour tout n, p, (n+m) > n+ m + 2 puisque la fonction
de complexité est strictement croissante, contradiction. Donc, p, (n) =n+ 1 pour
tout n et v est sturmien. Ainsi, v est binaire et s’écrit par exemple avec a et b. Par
suite, u = cv puisque u est ternaire.

— Supposons u récurrent. Alors pour tout n, le mot u possede un unique facteur
spécial de longueur n. Par suite, u possede soit une lettre bispéciale dont le carré
est facteur de u, soit une lettre bispéciale dont le carré n’est pas facteur de u, soit
enfin une lettre spéciale a gauche et une autre lettre spéciale a droite :

Cas 1. Supposons que a est la lettre bispéciale avec aa dans u. Comme u est
récurrent nous avons :

Ls (u) = {aa, ab, be, ca} ou La (u) = {aa, ac, ba, cb}.

En effet, aa € L(u) et comme a est biprolongeable & droite (puisque a est bispéciale)
il vient que soit ab € L(u), soit ac € L(u).

Supposons que ab € L(u). Donc ac ¢ L(u). bb ¢ L(u) car, b n’étant pas spéciale a
droite, si son unique prolongement a droite était b, u serait ultimement périodique
(u = wb*”). De méme cc ¢ L(u). ba ¢ L(u) car sinon ¢ serait absent de u puisque
les deux prolongements & droite (resp. a gauche) de a seraient a et b et 'unique
prolongement & droite (resp. & gauche) de b serait a. Donc, le prolongement &
droite de b est ¢, c’est-a-dire be € L(u). Ainsi {aa, ab, bc} C La(u). ¢b ¢ L(u)
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car sinon b serait spéciale a gauche puisque ab est déja dans u. Par suite, le seul

prolongement & droite de ¢ ne peut étre que a puisque cc ¢ L(u) et ¢b ¢ L(u).

Ainsi le quatriéme élément de La(u) est ca.

De méme en supposant que ac € L(u), on obtient Ly (u) = {aa, ac, ba, cb} .
Quitte & échanger b et ¢ on peut supposer pour continuer que Lo (u) =

{aa, ab, ca, bc}. Définissons les morphismes suivants :

f: {a, b}y —{a,b,c} et g: {a,b,c} — {a, b}.

ar—a at——a
b+— be b—b
CH—— &

Remarquons que g o f = Id, ). Posons v = g(u). Supposons que u ne com-
mence pas par ¢. Nous avons u = f(v). Montrons que v est un mot a-sturmien.
bb n’est pas dans v puisque f(bb) = bebe contient ¢b qui n’est pas dans u. Le
mot v est non ultimement périodique puisque f(v) est non ultimement périodique.
Donc v posséde au moins un facteur spécial a droite pour toute longueur donnée.
Considérons w un facteur spécial & droite de v. Nous avons wa, wb € L (v). Donc
f(wa), f(wdb) € L(u), est-a-dire f (w) a, f (w)bec € L (u). Ainsi f(w) est spécial
a droite dans u.

Soient w et w’ deux facteurs spéciaux & droite de méme longueur dans v.
Alors f(w) et f(w') sont spéciaux & droite dans u. Soit N un entier tel que
N > max (|f(w)|, |f(w")]). u possede un unique facteur spécial z de longueur
N. Le suffixe de longueur |f(w)| de z est spécial & droite donc égal & f(w). De
méme le suffixe de longueur |f(w’)| de z est égal & f(w'). Par suite f(w) et f(w’)
sont suffixes de z. Donc les mots g o f(w) = w et go f(w') = w' sont suffixes
de g(z). Par conséquent w = w’ puisqu’ils sont de méme longueur. Finalement v
possede un et un seul facteur spécial a droite pour toute longueur donnée. Ainsi,
v est sturmien. Comme bb n’est pas dans v alors v est a-sturmien. Donc, il existe
un entier naturel non nul k tel que v s’écrit

v = Sko (ak+€1bak+€2bak+53b - )

avec ko > 0 et (¢;);>1 une suite sturmienne sur I’alphabet {0, 1}.
D'on u = f(S* (a*Terbakte2paktesp...)) = Tk(')f( (aPTerbaktezpaktesp...)) =
Sko (a’““lbca’“r€2 beakteshe - - ) avec k{ > ko.

En définitive u vérifie (2).

Supposons maintenant que u commence par c. Soit alors v/ = bu. Montrons
que L(u') = L(u). Si w € L(u') et w ¢ L(u) alors w est préfixe de v’ et ainsi
w = bew’ ol cw' est préfixe de u. Comme u est récurrent, il existe une autre
occurrence de cw’ dans u, et comme Lo (u) = {aa, ab, ca, bc}, cette occurrence est
nécessairement précédée de b. Donc w = bew’ € L(u), contradiction. On peut donc
appliquer ce qui précede & v/, ce qui donne v/ = S* (aF+e1bcabTe2bcatTsbe - - )
et donc u = Tk (a¥Ferpeahtezbeaktespe - - ).
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Cas 2. Supposons que a est la lettre bispéciale. Comme aa n’est pas dans u nous
avons :

Ly (u) = {ba, ca, ac, ab} .

Dans ce cas en posant
fo: {a,b} — {a, b, ¢} et g2: {a, b, ¢} — {a, b}

a+— ac a+— ¢
b—— ab b—b
c—c¢

puis en raisonnant comme au cas 1 on obtient que u a la forme (3) du théoreme.
Cas 3. Supposons que a est la lettre spéciale a gauche et b la lettre spéciale a
droite. Nous avons

Lo (u) = {ba, be, ca, ab} .

En effet, aa ¢ L(u), car a n’est pas spécial & droite et si son unique prolongement
était & droite était a, u serait ultimement périodique (u = wa*). Donc les prolon-
gements & gauche de a sont b et ¢. De méme, bb ¢ L(u), donc les prolongements &
droite de b sont a et c¢. Ainsi {ba, be, ca,} C La(u). Le quatrieme élément de L(u)
ne peut étre que ab (car a a un prolongement & droite, et b a un prolongement a
gauche). Dans ce cas aussi en posant

fs: {a, b} —A{a, b, c} et g3: {a, b, c} — {a, b}

a+— ab ar—a
b—c b— ¢
c——b

puis en suivant une démarche analogue au cas 1 on vérifie que u est de la forme (4).
Suffisance. On applique le lemme 5.1 pour les formes (1), (2) et (4). Pour la
forme (3) qui correspond aux mots quasi-sturmiens par insertion, on applique le
lemme 3.7 et le corollaire 4.1. |

6. COMPLEXITE DES MOTS PAR INSERTION k A k
DES MOTS STURMIENS

Considérons v un mot infini sur un alphabet fini A. Ecrivons u & l’aide d’une
factorisation par des mots de longueur constante k£ non nulle. On a :

u:momlmQ...mi....

avec m; € Li(u), i € N. Maintenant, insérons entre deux facteurs consécutifs m;
et m;y1 de u une lettre ¢ étrangere & 1'alphabet de u (¢ ¢ A). On obtient le mot
v = mgcmicmac- - -cmgc- - -. Nous appelons le mot v “mot par insertion k a k”
de u.

Proposition 6.1. Soient u un mot infini, k > 1 un entier et v le mot par insertion
k ak dewu. Sip, et p, désignent respectivement les fonctions de complexité de u
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et dewv, et n>0,0<r <k des entiers, nous avons l'inégalité :
polkn+n+14r)<(r+Dp,(kn+7r)+ (k—r)py (kn+r+1).

Preuve. Remarquons que les facteurs de longueur (k + 1) n+1+7r de v proviennent
de certains facteurs de u de longueur kn +r et kn+r+ 1. De plus, tout facteur de
u de longueur kn + r (resp. kn + r + 1) produit par le biais de I'insertion au plus
r+ 1 (resp. k —r) facteurs de longueur (k + 1)n + 1+ r de v. D’olt 'inégalité :

polkn+n+14r)<(r+Dp,(kn+7r)+ (k—r)py, (kn+r+1).

g
Nous allons montrer que I'inégalité ci-dessus devient une égalité lorsque u est un
mot sturmien.

Théoréme 6.2. Soient u un mot sturmien et k > 1 un entier. La fonction de
complexité p, du mot v obtenu par insertion k a k de u est donnée par :

(n) = n24+n+1 vn<k
po(t) = kn+k+1 VYn>k

Preuve. Soient ¢ > 1 et 0 < r < k deux entiers. En vertu du théoreme 3.9, de tout
facteur de longueur supérieure a k de u, en insérant la lettre étrangere ¢ a partir
de ses préfixes de longueur inférieure ou égale a k, on obtient des facteurs de v.
Par conséquent, on obtient, par insertion de tout facteur de u de longueur kq + r
(vesp. kg +r+ 1), r+ 1 (resp. k — r) facteurs de v de longueur (k + 1)g + 1 + 7.
Les facteurs de v de longueur (k + 1)g + 1 + r contiennent ¢ ou g + 1 occurrences
de la lettre étrangere ¢ a u. D’ou les égalités :

po((E+1Dg+1+7) = (r+1)pu(kqg+7r)+ (k—7)py (kg+7r+1)
r+1)(kg+r+1)+(k—r)(kg+r+1+1)
= k((k+1)qg+r+1)+k+1

Ainsi
Yn>k+2, p,(n)=kn+k+1.

Soit maintenant 1 < n < k. Tout facteur de longueur n de u est, en vertu du
théoreme 3.9, aussi facteur de v. Le mot v contient aussi des facteurs de longueur
n qui contiennent une occurrence de la lettre ¢, obtenus par insertion de cette
lettre dans un facteur de longueur n — 1 de u. Chaque facteur de longueur n — 1
de u donne ainsi n facteurs de v. On a donc :

Po(n) = pu(n) +npu(n —1) = n+14n?
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Finalement, les facteurs de longueur k + 1 de v sont tous obtenus en insérant une
lettre ¢ dans les facteurs de longueur k de u, d’ou

pok+1)=(k+Dpu(k) =k*+2k+1=kn+k+1sin=Fk+1.

O

Remarque 6.3. Pour qu’un mot v obtenu par insertion k a k soit quasi-sturmien
il faut et il suffit que k = 1. Il est alors de complexité n + 2.

Cette remarque justifie la définition 4.3. Nous nous intéressons, dans le para-
graphe qui suit, aux propriétés combinatoires de cette classe de mots.

7. COMBINATOIRE DES MOTS QUASI-STURMIENS PAR INSERTION

Dans ce paragraphe nous généralisons la notion d’équilibre vue a la section 3
puis nous étudions la palindromie.

7.1. EQUILIBRE, VECTEURS DE PARIKH

Définition 7.1. Un mot u est dit k-équilibré si k est le plus petit entier tel que
pour tout couple (v, w) de facteurs de u de méme longueur et toute lettre a de A
on ait :

[lol, = wl, | < k.

Théoréme 7.2. Tout mot u quasi-sturmien par insertion est 2-équilibré.

Preuve. Soit u un mot quasi-sturmien par insertion. On peut supposer sans perte
de généralité que u est a-spécial.

1%¢ étape : Soient v et w deux facteurs de longueur égale et paire. De v et w
on peut extraire deux mots v’ et w’ de longueur commune % ne contenant pas
a, la lettre spéciale de u. Les mots v’ et w’ sont en réalité deux facteurs du mot

sturmien u’ extrait de u. Par conséquent

|Ul|a: - |wl|a: <1

pour tout & € {b, c}. De plus, remarquons que :

|v/|;c = |v|;c et |wl|g, = |w|g, *

Par ailleurs nous avons aussi :

I
|11, = 1wl | = |55 - S =0 <1
Il en résulte que :
[ ol, = ful, | <1

pour tout x € {a, b, c}.



438 I. KABORE ET T. TAPSOBA
28me gtape : Soient r et s deux facteurs de longueur égale et impaire. On peut

écrire r = vx et s = wy ou (z, y) est un couple de lettres et (v, w) un couple de
facteurs de longueur égale et paire de u. On a :

= | o+ 1e1.) = (ot 1)
— (1ol =1l ) + (tal. ~ o1,

+ |lal. = lyl.

|71, = Isl.

IN

|v|z - |w|z

< 1+41=2

(la derniere majoration est obtenue & partir du résultat de la 1% étape).

3°me &tape : Le majorant 2 est atteint.
En effet, u contient I'un des mots bab et cac puisque u’ contient bb ou cc. Supposons
pour continuer que u contienne bab. On sait que aca est dans u. D’ou

|bab|, — |acal, | = 2.

En définitive u est 2-équilibré. O

Soit v € AT, on appelle vecteur des occurrences des lettres dans v ou vecteur
de Parikh de v et on note c(v) le triplet (|v], , [v|,, |v].)-

Soient v un mot infini sur A et n un entier naturel non nul. On désigne par
Vi (u) Pensemble {c(v) : v € L, (u)}.

Coven et Hedlund ont montré dans [9] qu’un mot infini w est sturmien si et
seulement si #V,,(u) = 2 pour tout n > 1. Dans [21], Rauzy pose la question de
généralisation de cette propriété.

Théoréme 7.3. Un mot récurrent u est quasi-sturmien par insertion si et seule-
ment si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) #Vi(u) =3,

(i) #V,, (u) = 2 pour tout n pair non nul,

(111) # Vi, (u) =4 pour tout n impair et différent de 1.

Preuve. Soit v un mot récurrent.

Supposons u quasi-sturmien par insertion sur A. On peut supposer u a-spécial
sans perte de généralité.

(i) Nous avons Vi (u) = {(1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1)} et donc #V1(u) = 3.

(i) Soit m un entier pair non nul et soit «’ le mot sturmien extrait de u. Soit 6,,
'application de L, (u) dans Lz (u’) telle que pour tout v € Ly (u), O,(v) = v" est le
mot obtenu en effacant la lettre spéciale a dans v. Cette application est trivialement
surjective mais non injective. En effet, soit v = z122 -+ - r2 un élément de Lz (u').
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Alors les mots

v1 = ar1ars---ary et vy = r1arza---T2A
sont deux éléments distincts de Ly, (u) tels que 6,,(v1) = 0, (va2) =0'.
Pour tout élément v de L, (u) on a :

c(v) = (g ']y s |v’|5) olt v/ = 0,,(v).

Comme 6 est surjectif on en déduit :

{c(v) :v € Ly(u)} = {(g ], , |v'|c> e L%(u’)}.

D’ou
n
V()= #{ (5. W L) 5o € Ly ) = #Vy () =2
car u’ est sturmien.
iii) Soient 7 un entier impair différent de 1 et v € L,,(u). Désignons par F; (resp.
iii) Soient tier i ir différent de 1 et L Dési F

F5) ensemble des éléments de L,(u) commencant par a (resp. ne commencant
pas par a). Nous avons :

Ln(u) =F UFy avec F1NFy, = 0.

Soit ¢ lapplication de F; dans L n1 (u') consistant & effacer la lettre spéciale a.
On a I’égalité vectorielle

(n+1

— [Vl [V, ) ot v = 0, (v).

c(v) =

A tout élément v' = x1x9 - xn-1 de La_1(u’) correspond l'unique élément
2 2
v = axiaxs---axn—1a de F1. Il en résulte que ¢ est bijective. D’ou
2

{c(v):ve R} = {(”T“ |U'|b,|v'|c) € anl(u')}.

Ainsi,

n+1
2

#{c(v):ve R} = #{( ,|v’|b,|v’|c) € LnTl(u')} = #Vaa (u) =2

car u’ est sturmien. De méme, en utilisant ¢ ’application de F5 dans L i1 (u') qui
consiste a effacer la lettre spéciale a, on a

#{c(v):ve F} =2

car v’ est sturmien. D’autre part, comme F} et F5 forment une partition de Ly, (u),
on a :

Va(u) ={c(v):v e F1}U{c(v):v € Fp}.



440 I. KABORE ET T. TAPSOBA

De plus la réunion est disjointe car

{(nTH [/l 1], ) s o' € anl(u')} N {(nT—l [Vl [01], ) o' € L,L;I(u')} - 0.

Par suite
#Va(u) = #{c(v) :v € Fi} +#{c(v) : v € Fa}.
Ainsi,
#Vo(u)=24+2=4.

Réciproquement supposons les conditions (i), (ii) et (iii) satisfaites par u. On
déduit de (i) que les trois lettres sont présentes dans w.

De la condition (ii) on a #V2(u) = 2. Si (2, 0, 0) est dans Vz(u) alors le deuxieme
vecteur est soit (1, 1, 0), soit (1, 0, 1). En prenant Va(u) = {(2, 0, 0); (1,1, 0)},
on déduit qu’aucun facteur de longueur 2 de u ne contient la lettre c. En d’autres
termes, ¢ n’est pas dans u ; contradiction. En prenant Va(u) = {(2, 0, 0); (1,0, 1)}
on aboutit & la méme conclusion. Donc (2, 0, 0) n’est pas dans Va(u). De méme

on montre que (0, 0, 2) et (0, 2, 0) ne sont pas dans Va(u). Ainsi, les mots aa, bb
et cc ne sont pas facteurs de u. Par conséquent Va(u) est I'une des trois paires :

{(1, 1,0); (1,0, 1)}, {(1, 1,0); (0,1, 1)} et {(1, 0,1); (0, 1, 1)}.

On peut supposer pour continuer la preuve que

Va(u) = {(1, 1,0); (1,0, 1)}.

Par suite, les facteurs de longueur 2 de u, formés chacun de lettres distinctes
contiennent toujours la lettre a. Donc, les facteurs de longueur 2 de u sont ab, ac,
ba et ca puisque u est récurrent. Plus précisément les lettres b et ¢ n’admettent
qu’un seul prolongement a droite et a gauche qui est a. Par conséquent u est de
la forme

U = ToaT1aT2aT3 - -
ouxg € {e, b, ctetz; €{b,c}pouri=1,2 3, ....

Le mot u est non ultimement périodique. En effet, en supposant le contraire, u est
alors périodique puisqu’il est récurrent. Par suite, #V,,,(u) = 1 olt m est la période
de u. Ce qui est impossible car selon les conditions (i), (ii) et (iii) #Vp(u) # 1
pour tout entier naturel n non nul.

Montrons & présent que u est de complexité n + 2 (n > 1). Pour cela nous allons
établir que pour tout entier naturel non nul n, v admet un unique facteur bipro-
longeable de longueur n. Comme Lo (u) = {ab, ac, ba, ca} il vient que v n’a qu'un
facteur biprolongeable, en 'occurrence la lettre a. En effet, a se prolonge a droite
(resp. & gauche) par b et c. Par absurde, supposons que v admette deux facteurs
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biprolongeables & droite. Alors u contient deux facteurs biprolongeables & droite
de la forme zr et yr ou z, y € {b, ¢} (car seulement b et ¢ ont un prolongement
commun dans u) et r € L(u). Par suite, les mots :

xrz, xry, yre et yry

sont des facteurs de u.
Posons :

F =A{xrzx, xry, yrz, yry}.

On remarque aisément que :
#{c(w):we F} =3.

Par ailleurs
F' = {azr, rza, ayr, rya}

est un ensemble de facteurs de u de méme longueur que les éléments de F'.
De plus

#{c(w):we F'} =2.
Les éléments de F’ contiennent un a de plus que ceux de F. Donc
{c(w) :w e F}n{c(w):we F'}=0.
Considérons m la longueur commune des éléments de F' et F’. Nous avons :
(FUF") C Ly, (u).
Par conséquent

#Vp(u) > #{clw):we FUF'}
= #{c(w):weF}+#{c(w):weF}
3+2=5.

On obtient une contradiction, car selon (i), (ii) et (iii) on a :

#Vin(u) < 4.

7.2. PALINDROMIE

Lemme 7.4. L’ensemble des facteurs d’un mot quasi-sturmien par insertion est
stable par image mairoir.
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Preuve. Soient u un mot quasi-sturmien par insertion et u’ son mot sturmien
extrait. Soient m un entier non nul et v € Loy, (u). On peut supposer sans perte
de généralité que u est a-spécial. Par suite, on a :

V= ariars--- ATy, OU U = 14T - - ALmA.

Ainsi le mot v/ = x1x9 - - - 7, est un facteur de v, et puisque u’ est un mot stur-
mien, alors v/ = T, X1 -+ -1 est facteur de u’ [5]. Pour tout facteur y1ys . ..yn
de v/, les deux mots ayiaysa...ay, et yraysa...ay,a sont des facteurs de u car
le mot ayiaysa .. .ay,a est un facteur de u. Par conséquent les mots

T ALy 1Q -+ T1G €t ALy ALp,_1 -+ - AT

sont dans u. D’olt T € Lgp,(u) et Papplication miroir préserve les facteurs de
longueur paire de u. Par ailleurs, comme tout facteur de v de longueur impaire est
préfixe d’'un facteur de longueur paire plus grande, on déduit que les facteurs de
u de longueur impaire sont aussi préservés par ’application miroir. O

Remarque 7.5. L’ensemble des facteurs d'un mot de complexité n + 2 de la
forme (1), (2) ou (4) du théoréme 5.2 n’est pas stable par 1’application miroir.

En effet, I’ensemble des facteurs de longueur 2 d’'un mot de complexité n + 2 de
la forme (1), (2) ou (4) du théoreme 5.2 n’est pas préservé par 'application miroir.

Comme les facteurs de longueur paire des mots quasi-sturmiens par insertion
commencent et finissent par des lettres différentes, il convient de faire la remarque
suivante.

Remarque 7.6. Les facteurs bispéciaux des mots quasi-sturmiens par insertion
sont de longueurs impaires.

Proposition 7.7. L’image miroir d’un facteur biprolongeable a droite d’un mot
quasi-sturmien par insertion est biprolongeable & gauche et inversement.

Preuve. Soit u un mot quasi-sturmien par insertion que I’on peut supposer a-spécial

sans perte de généralité. Soient n un entier non nul et D,,, G, € L, (u) tels que
0-G,=0"D, =2.

Alors nous avons :

Dnb7 D,c, bGn, cG, € Ln+1(u).
Par suite, en vertu du lemme 7.4, nous avons :

bD,,, cD, € Lyy1(u)
et donc 0~ D,, = 2. Ainsi D,, est biprolongeable & gauche.

De méme on montre que G,, est biprolongeable & droite. g

Remarque 7.8. Soient u un mot quasi-sturmien par insertion et P un palindrome
de u. Si P est biprolongeable a droite, alors P est biprolongeable a gauche, et
inversement.
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Lemme 7.9. Soit u un mot quasi-sturmien par insertion. Alors, u possede, pour
tout entier n impair, exactement trois palindromes de longueur n.

Preuve. Soit v un mot quasi-sturmien par insertion.

Pour n = 1 la propriété est vraie car les trois lettres a, b et ¢ présentes dans u sont
des palindromes. Supposons la propriété vraie pour n = 2m — 1 supérieur a 1 :
il existe exactement trois palindromes P;, P, et P35 de longueur 2m — 1 dans u.
Verifions que la propriété reste vraie pour la longueur 2m + 1. Deux éventualités
se présentent : soit 'un de ces trois palindromes est spécial, soit aucun d’eux ne
lest.

Cas 1. Les palindromes Py, P> et P3 ne sont pas spéciaux. Montrons qu’il existe
des lettres x1, x2 et z3 dans {a, b, c} telles que x; P;x; € Lap,41(u) pouri =1, 2, 3.
Comme P; (i = 1, 2, 3) est non spécial, alors P; admet un unique prolongement
a droite (resp. & gauche) dans w. Soit x; I'unique prolongement & droite de P;.
On a Pyx; € Loy, (u) et d’apres le lemme 7.4, 2;P; = Pix; € Loy, (u). Ainsi z; est
l'unique prolongement & gauche de P; dans u. Par conséquent x; P;x; € Lop,+1(u)
pour ¢ =1, 2 ou 3. Ainsi il existe des lettres x1, x2 et x5 dans {a, b, ¢} telles que
x; Pix; € Lam1(u) pour i =1, 2, 3. Ces trois mots

r1Pix1, x9Poxo et x3Psx3

(qui sont distincts puisque P;, P> et Pj le sont) sont des palindromes sur w.

Cas 2. L’un des palindromes P, P, et Ps est spécial. On peut supposer qu’il
s’agit de P; pour continuer la preuve. Donc les palindromes P» et Ps ne sont pas
spéciaux. Ainsi on montre comme dans le cas 1 qu’il existe des lettres x5 et x3
dans {a, b, c} telles que x; P;x; € Loym41(u) avec i = 2, 3.

Considérons maintenant le palindrome biprolongeable P;. Onad~P; = 0T P, =
2 et il existe donc deux lettres x et y telles que Pz, Py, P, yP1 € Lap(u).
L’unique facteur biprolongeable a gauche de longueur 2m est soit Pyx, soit Pyy.
On peut supposer sans perte de généralité que Piz est ce facteur biprolongeable
et donc Py et son image miroir yP; ne sont pas biprolongeables dans u. Par suite,
xPix, 2Py, yPix € Lomi1(u) et yPry ¢ Loy41(u). Ce qui prouve en posant
x1 =« qu'il existe des lettres z1, w2 et x3 dans {a, b, ¢} telles que x;Px; €
Lopm41(u) pour i =1, 2, 3.

Finalement u possede au moins trois palindromes de longueur 2m + 1.

Soit R un palindrome de longueur 2m + 1 sur u. Alors R est de la forme xPx
avec P € Loy,—1(u) et x € A. Comme R est un palindrome on a R = R clest-
a-dire zPx = zPx = 2Px. Dot P = P et comme P est de longueur 2m — 1
(impaire) alors par hypothese de récurrence, P € {P;, P, P3}. Par conséquent
R € {z1Pix1, 22 Pyxo, x3Psx3}. Ainsi u admet exactement trois palindromes. O

Remarque 7.10. Le résultat précédent est en fait une conséquence immédiate
d’un résultat de Droubay et Pirillo (théoréme 5 de [11]).

Proposition 7.11. Pour tout mot infini périodique u, il existe un entier ng tel
que la complexité palindromique vérifie pal, (n) < 2 pour tout n > ng.
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Preuve. Soient u un mot périodique de période 7 et I,,, I’ensemble des palindromes
de longueur n de u, avec n > 7. Par la périodicité de u nous avons :
In ={i < T 1 Ulhig1 -+ Uign—1 = Wign—1 " Uip1U;} -
Supposons I, non vide et posons ig = min(7,).
Soit j € I,,. Nous avons alors :
Ujg+h = Wig+n—1—h € Ujph = Ujyn—1-p

pour tout h € {0, 1, ..., n—1}. D’ou

Uig+h = UWUig+n—1—h
= Ujtn—1—(h+j—io)
= U’j+(h+j7i0) sih <n-— 1-— (] - ’LQ)

= Uig+h+2(j—io)-

Pour n suffisamment grand on an—1— (j — i) > 7 car j —ig < 7. Soit ng le plus
petit entier vérifiant cette condition. Alors pour n > ng on a Uiy ni2(j—iy) = Wig+h

pour tout h € {0, 1, ..., n—1—(j —ip)} et donc pour tout h € {0, 1, ..., 7 — 1}.
Par conséquent la période 7 divise 2 (j —ip). Ainsi 2(j —ip) = 0 ou 7 puisque
J —io < 7. Par suite, j = 49 ou j = ip + & et donc #I, < 2. O

Théoreme 7.12. Un mot récurrent u est quasi-sturmien par insertion si et seule-
ment si les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) L’application miroir préserve les facteurs de u c’est-a-dire

Vv € L(u) : U € L(u).

(i) pal,(2) = 0.
(i11) pal,(n) = 3 pour tout entier n impair.
(iv) Une et une seule des lettres présentes dans u est biprolongeable.

Preuve. Soit v un mot récurrent.

Supposons u quasi-sturmien par insertion. Les lemmes 7.4 et 7.9 nous assurent
respectivement les assertions (i), (iii). Le mot u vérifie (ii) et (iv) comme tout mot
quasi-sturmien par insertion.

Réciproquement supposons les assertions (i), (ii), (iii) et (iv) vraies pour u.

1°"¢ étape : montrons que u est de la forme
U = TOZX12T22T3 -« +

ou xzy € {e, x, y} et x; € {x, y} pour : = 1,2, 3, ... avec {z, y, 2z} = {a, b, c}.
Les trois palindromes de longueur 1 (conformément & l’assertion (¢ii)) de u sont
les lettres a, b et c. En vertu de l'assertion (i7), les mots aa, bb et cc ne sont pas
dans u. En d’autres termes, u ne contient pas de carré de lettre. Par conséquent
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u ne possede pas de lettre triprolongeable et ainsi toute lettre spéciale dans u est
biprolongeable & gauche ou & droite. De I'assertion (i) on déduit que toute lettre
spéciale dans u est bispéciale. Donc, par (iv) on conclut que u ne possede qu’une
seule lettre spéciale; soit z cette lettre. Alors, les deux autres lettres désignées
par x et y sont non spéciales. Par suite, les facteurs de longueur 2 de u sont
nécessairement zx, zy, rz et yz. Par conséquent u est de la forme voulue.

2¢me gtape : montrons que u est de complexité n 4+ 2 (n > 1). Supposons que
u est ultimement périodique. Alors u serait périodique puisqu’il est récurrent et
contiendrait au plus 2 palindromes pour toute longueur donnée a partir d’un cer-
tain rang (cf. Proposition 7.11). On obtient une contradiction avec I'assertion (iii).
Par suite, u posseéde au moins un facteur biprolongeable a droite de longueur n
pour tout naturel non nul n. Ainsi il nous suffira de montrer que pour tout entier
n non nul, v admet un et un seul facteur de longueur n biprolongeable & droite.
Par I’absurde, supposons que u admette deux facteurs biprolongeables a droite
de méme longueur. Considérons R et R’ de tels facteurs de longueur n minimale.
Par minimalité de n nous aurons R = xD et R’ = yD ou D est I'unique facteur
biprolongeable a droite de longueur n — 1. Par suite x Dz, xDy, yDx et yDy sont
des facteurs de u. Par lassertion (i), il vient que les mots xDx, yDzx, Dy et
yDy sont aussi des facteurs de u. Ainsi, les facteurs D et D sont bispéciaux et
a fortiori biprolongeables a droite de longueur n — 1 dans u. Ce qui prouve que
D = D puisque le facteur biprolongeable de longueur n — 1 est unique. En d’autres
termes D est un palindrome. Par suite, n — 1 est impair et selon (¢i¢) on peut donc
considérer P; et P les deux autres palindromes de longueur n — 1. Les palindromes
Py et P, sont non biprolongeables car par minimalité de n, D est 'unique facteur
biprolongeable de longueur n — 1 de w. Par (i) on montre que P (k = 1, 2) se
prolonge a gauche et a droite par la méme lettre : il existe des lettres y; et yo
telles que y1 P1y1 et yo Poys soient deux facteurs de uw. En somme, u contient au
total quatre palindromes de longueur n + 1, en l'occurence, xDx, yDy, y1Piy1
et yo Poys puisque D, P; et Py sont distincts, ce qui est contradictoire avec (ii). O

8. PERSPECTIVES

Nous avons déterminé certaines propriétés des mots quasi-sturmiens par in-
sertion (équilibre, vecteurs de Parikh, palindromie). Il serait intéressant d’étendre
cette étude a tous les mots obtenus par insertion k a k des mots sturmiens. En par-
ticulier, existe-il une caractérisation a ’aide des vecteurs de Parikh de ces mots ou
d’autres classes de mots; cela répondrait a une question de Rauzy ([21], sect. 6.2).
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