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NOMBRE DE SAUTS ET GRAPHES SERIE-PARALLELES (*)

O. Coacis et M. Hasis (1)

Communiqué par R. Cori

Résumeé. — Le nombre de sauts d’un graphe sans circuit peut se définir comme le nombre minimal
d’arcs a ajouter d ce graphe pour qu’il posséde un chemin hamiltonien mais demeure sans circuit. Le
probléme de la détermination du nombre de sauts d’un graphe sans circuit est @ ce jour non classé.

En partie 1, nous étudions une technique de décomposition compatible avec la détermination du
nombre de sauts d’un graphe. En partie 2 nous donnons un résultat qui permet de réduire, dans certains
cas, le choix des arcs d ajouter.

Enfin en partie 3, nous montrons que chacune de ces deux approches fournit un algorithme polynémial
(O (n®) pour la recherche du nombre de sauts, lorsque le graphe considéré appartient a la classe des
graphes série-paralléles.

INTRODUCTION

Soit X ={x;, x5, . .., X, } un ensemble de taches, et soit U 'ensemble des
couples x; x; tels que x;ne puisse étre exécutée qu’apres x;. Le graphe G =(X, U)
est appelé le graphe des contraintes de précédence (G est raisonnablement sans
circuit). Si ces n taches doivent étre exécutées par une seule machine qui ne peut
en éxécuter qu’une a la fois, il faut déterminer un ordre 1 d’éxécution de ces n
taches. Ceci peut se faire en ajoutant des contraintes artificielles, non
contradictoires avec les contraintes initiales, de telle sorte que seul demeure
réalisable un ordre total t (autrement dit, on détermine un ensemble V' de
couples de taches tel que G'=(X, U u V) soit sans circuit et hamiltonien).

On note s(G, 1) le nombre minimal de contraintes artificielles déterminant t
et s(G) la valeur minimale prise par s(G, 1) lorsque T décrit I’ensemble Q(G) des
ordres possibles d’éxécution de ces n tiches.

Une illustration de ce probléme est celui du choix de ’ordre dans lequel seront
exposés les différents chapitres d’un cours, une fois ceux-ci déterminés par leur
contenu. Certains chapitres ne pouvant étre exposés qu’aprés certains autres, on

(*) Regu mai 1977, révisé juillet 1978.
(*) Institut de Programmation, Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris.
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4 0. COGIS, M. HABIB

peut ainsi définir un graphe de précédence et, si t est I'ordre dans lequel les
chapitres seront exposés, s(G, t) est le nombre de ruptures de lien logique qui
apparaitront au fil de I’exposé du cours. On préférera souvent choisir un ordre t
de colit minimal.

En 1972, M. Chein et P. Martin [3] ont défini 'invariant s(G) ou nombre de
sauts d’un graphe sans circuit, et ils ont proposé un algorithme en O (n*/2) pour
déterminer s(G) lorsque le graphe est une forét. Par la suite, M. Habib [6] a
présenté un algorithme qui effectue la recherche du nombre de sauts d’un graphe
qui est une forét en O (n?), d’un graphe unicyclique en O (n%) et d’un graphe dont
les cycles sont deux 4 deux disjoints en O (n*).

Enfin, dans le cas particulier des graphes bipartis, si le probléme de la
recherche du nombre de sauts n’a puétre résolu de fagon polynomiale, G. Chaty,
M. Chein, P. Martin, G. Petolla [1] en ont montré I’équivalence (polyndmiale)
avec le probléme de la recherche d’un couplage sans cycle alterné et de cardinal
maximal dans un graphe biparti (probléme indépendamment posé par
S. Krogdalh [8] & propos de changement de bases dans un matroide).

Mais, le probléme de la détermination du nombre de sauts d’un graphe sans
circuit demeure a ce jour non classé, et la seule méthode générale connue
énumeére brutalement I’ensemble Q(G), dont le cardinal peut croitre
exponentiellement en fonction du nombre de sommets de G.

C’est pourquoi nous présentons ici des résultats de deux types :

— réduction, quand c’est possible, du nombre d’opérations effectuées par
I’algorithme brutal;

— exhibition d’une nouvelle famille de graphes pour laquelle il existe un
algorithme polynomial résolvant le probléme.

Deux approches distinctes ont conduit & des résultats du premier type. En
partie 1, nous adaptons une idée de décomposition d’un graphe G en une famille
(G)i., de sous-graphes disjoints deux a deux, idée introduite par A. Ducamp [4]
en vue de la simplification de la recherche de la dimension d’un ordre partiel —
cette décomposition est polyndmiale et rameéne le calcul de s(G) a celui de

(s(Gicr-

En partie 2, nous montrons que s(G) peut étre calculé par énumération d’un
sous-ensemble Q* (G) de Q(G) et nous proposons un algorithme en O (n?)
permettant de construire un élément de Q* (G).

Les résultats du premier type sont limités, car certains graphes sont
indécomposables, et pour certains graphes G, on a Q*(G)=Q(G). A I’opposé
I’étude des cas particuliers favorables, conduit curieusement & un méme résultat
du premier type : en partie 3, nous montrons que les graphes série-paralléles
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NOMBRE DE SAUTS ET GRAPHES SERIE-PARALLELES 5

introduits par E. L. Lawler et R. E. Tarjan [9], sont les graphes décomposables
en sous-graphes réduits chacun a un sommet et que d’autre part, I’algorithme
exposé en partie 2 calcule directement le nombre de sauts des graphes série-
paralleles (nous signalons en remarque, que cet algorithme détermine, pour ces
graphes, des ordres totaux de coit minimal pourvu que la fonction coft
remplisse une condition donnée).

DEFINITIONS : Dans tout ce qui suit, les graphes considérés seront finis, simples,
orientés et, sauf mention particuliére, sans circuit.

Soit G=(X, U) un graphe — donc sans circuit — et soit X = {x;, . .., X, }
I’ensemble de ses sommets. Enfin, soit © un ordre total sur X, que nous
convenons de noter comme un mot construit sur ’alphabet X, c’est-a-dire :
T=Xn(1)- - -Xg(s OU T est la permutation de 'ensemble {1, 2, ..., n}, (que

nous noterons [1, n]), telle que I'on ait : X, 1) < X ()< - -+ < X (w)-
T T

Nous appelons Q(G) I’ensemble des ordres totaux sur X compatibles avec G
(ou encore supérieurs 4 G) c’est-a-dire, en convenant de noter xy le couple
(x, ) :1€Q(G) ssi Vx, ye X, xye U = x précéde y relativement a t. G étant
sans circuit, il est facile de se convaincre que Q(G) est non vide.

Soit T=2X, (1). . . Xy (s €Q(G), nous appelons nombre de sauts de I’ordre © par
rapport au graphe G, le nombre noté s(G, 1) de couples (X gy, Xz +1)) tels que
Xr@ Xno+1) ¢ U pour ie[l, n—1]. Lorsque n=1, nous posons s(G, 1)=0.

Nous appelons nombre de sauts du graphe G, le nombre noté s(G) et défini
par : 5(G)= min (s(G, 7).

1€Q(G)

Enfin nous posons : Q(G)={1eQ(G)/s(G, 1)=s(G) }.

1. DECOMPOSITIONS COMPATIBLES AVEC LE NOMBRE DE SAUTS

1.1. Décomposition en joint

Nous noterons G'=(X, U?) la fermeture transitive d’'un graphe G=(X, U).

PropriETE 1.1 [3] : Q(G)=Q(G") et V1eQ(G), s(G, 1)=s(G', 1). En
particulier, Q(G)=Q(G") et s(G)=s(G").

Autrement dit, le nombre de sauts est invariant pour une classe de graphes
admettant la méme fermeture transitive.

vol. 13, n° 1, 1979



6 0. COGIS, M. HABIB

DEFINITION : Soient H =(Xy,, Uy) un graphe et (G,), .;=((X,, U,)),.,une famille
de graphes vérifiant :

(G) Vi, jel,i#j=X,nX,=0Q;
(ii) il existe une bijection ¢ de X dans I.

Nous appelons joint de la famille (G)),., par le graphe H, suwant la bijection o,
le graphe (X, U) noté J, ,((G,),c,;) avec .

X=X, et, U= JU,0{ |) XomxXoe)}-

el el xveUy

Cette opération se définit exactement de la méme maniére sur des graphes
admettant des circuits; elle a été surtout étudiée jusqu’a présent dans le cas non
orienté : J. L. Jolivet [7] et G. Sabidussi [12].

THEOREME 1 [6] : Si G=Jy o(G)..) et si =X, ..., %, €Q(H), 1,e3(G)
pour iel, alors :
(@) Topyr - v s TG(XQGQ(G);

(i) s(G)=s(H)+Y s(G).

el
On remarquera que dans le théoréme précédent la valeur du nombre de sauts
ne dépend pas du choix de la permutation o sur I

Soit maintenant { G,} pour ie[l, k], ’'ensemble des composantes connexes du
graphe G. En remarquant que G=Jy ;((G).cy, ) o0 H=([1, k], @) et © est une
permutation quelconque de [1, k], on tire immédiatement du théoréme
précédent :

CoroLLAIRE 1.1 [3] : Si {G,} pour i€[1, k] est I’ensemble des composantes
connexes de G, si G est une permutation quelcongue de [1, k), et si 1€ Q(G,) pour
ie[l, k], alors :

(l) T= Tc(l) e TO‘ (k) EQ(G),

(i) s(G)=k—1+ 3 s(G).

1€(l &

DEFINITION : Le graphe d’incomparabilité G'=(X, U’) du graphe G=(X, U)
est donné par : U'={xyeX?/il n’existe aucun chemin dans G de x a y
nideyaxj}.

Le graphe G' est manifestement symétrique. Notons 7} le graphe associé a
l’ordre  naturel strict sur lPensemble [1,%k], [i.e. T,=(1,k],
{ij/i, jell, k], i< j})]. Le résultat suivant va nous permettre d’obtenir un
résultat analogue au corollaire 1.1 [pour Y< X, on note G(Y) le sous-graphe
de G engendré par Y].

R AIR O Informatique théorique/Theoretical Informatics



NOMBRE DE SAUTS ET GRAPHES SERIE-PARALLELES 7

PropriETE 1.2 @ Si { X} pour i€[1, k] est la partition de X associée aux
composantes connexes de G', il existe une permutation o de [1, k] telle que :

G'=J7 o (G(XD)iepn. 1)

Démonstration : Nous avons,

1° sip, ge(l, k] avec p#q, alors: Vxe X1,V ye X|, xy ¢ U' = yxe U". Sinon,
X et y seraient incomparables et I’on aurait p=gq.

De plus B. Montjardet ([11], p. II, 18) a montré que les composantes connexes
de G’ sont exactement les composantes fortement connexes de G U G'.

Nous en tirons deux conséquences :

2°si  p,qe[l,k] avec p#q, alors: Vx, x'e€X; Vy yeX,,
xyeU'=x"y' e U

3° le graphe quotient G/{ X}, 4 st sans circuit [ou G/{ X!}, . 4 €st le
graphe ([1, k], V) avec V= {ij/IxeX], IyeXixyeU}].

Le résultat annoncé découle immédiatement de 1°, 2°et 3°. M

COROLLAIRE 1.2 : i { X|},.(1. st la partition de X associée aux composantes
connexes de G', si ¢ est la permutation de [1, k] dont la propriété 1.2 assure
Pexistence, et si 1,€ Q(G(XY), Vie[l, k] alors :

() T="Taq- - - To € Q(G);

i) s(@= Y s(GX)).

iefl, k)

1.2. Décomposition de Ducamp

Dans le but de simplifier la détermination de la dimension d’un ordre partiel,
A. Ducamp a eu I'idée de décomposer un ordre suivant ses composantes
connexes puis celles-ci a leur tour suivant les composantes connexes du graphe
d’incomparabilité, et d’itérer le processus tant que c’est possible.

Afin d’adapter cette méthode de décomposition a la détermination du nombre
de sauts, a tout graphe G=(X, U) nous associons une arborescence A4 (G)dite de
décomposition. Cette arborescence est plane, orientée (i.e. I’ensemble des
successeurs de chaque sommet est muni d’un ordre total) et étiquetée aux
sommets. Elle est définie par les régles suivantes :

(1) les sommets de A (G) sont étiquetés par des sous-graphes de G; de plus tout
sommet x non pendant de 4(G) posséde un poids entier positif ou nul p(x);

(ii) la racine de A4 (G) est étiquetée par G;
(iii) soit x un sommet de 4 (G) étiqueté par G(Y) :
(a) si G(Y) n’est pas connexe, soient G(Y,), ..., G(Y,) ses composantes

vol. 13, n° 1, 1979



8 0. COGIS, M. HABIB

connexes; x posséde k successeurs x;, ..., X, ordonnés dans un ordre

quelconque et respectivement étiquetés G(Y,), ..., G(Y,);deplusp(x)=k—1;
(b) si G'(Y) n’est pas connexe, soient G'(Y;), . .., G'(Y,) ses composantes

connexes; x posséde k successeurs x;, ..., X, ordonnés suivant I’ordre total

Xg (1), - - -1 Xs @ OU O est la permutation dont ’existence est assurée par la

propriété 1.2, et respectivement étiquetés G(Y,), . . ., G(Y,); de plus p(x)=0;
(¢) si G(Y) et G'(Y) sont connexes, x est pendant.

° 9 A(G)
8 {1,2...,10}; 0
7
6 1241 {8,910} :1
G 5 {34,567}
¢ . 1} fo}
p
2 1 {8} {10}

Figure 1.

La figure 1 fournit un exemple d’arborescence de décomposition ou les
sommets y sont étiquetés par Y au lieu de G(Y), et les successeurs d’un sommet
sont rangés par ordre croissant de gauche a droite.

Il est clair qu’il existe des graphes pour lesquels I’arborescence précédente est
réduite & un seul sommet. Cependant, lorsque tel n’est pas le cas, le théoréme
suivant, qui se déduit facilement des corollaires 1.1 et 1.2, permet de simplifier
la détermination du nombre de sauts.

On convient de définir un ordre total sur les sommets pendants d’une
arborescence plane orientée de la fagon suivante : si x; et x, sont pendants,
soient xi et x5 leur ascendants respectifs successeurs d’un méme sommet z. x, et
x, sont ordonnés comme xj et x; le sont dans l’ordre total associé aux
successeurs de z; autrement dit sur la figure 1, les sommets pendants sont rangés
de gauche a droite par ordre croissant.

THEOREME 2: Soit x4, . . ., X la suite ordonnée des sommets pendants de A (G)
ayant respectivement pour étiquettes G(X,), . .., G(X,), et soit {y1, . .., yy}
Pensemble des sommets non pendants de A(G). Alors, on a

s(G)= Y p)+ Y s(GX));
jell, k) iell, K

de plus, si 1,€Q(G (X)) pour tout i€[l, k], t=1,, ..., ,,€Q(G).

R.A.ILR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



NOMBRE DE SAUTS ET GRAPHES SERIE-PARALLELES 9

Dans le meilleur des cas, les étiquettes G (X;) des sommets pendants de 4 (G)
sont des graphes tous réduits a un sommet et A (G) suffit 2 déterminer s(G) tout en
fournissant un ordre t1eQ(G). Nous disons alors que G est totalement
décomposable. Nous donnons en partie 3.1 une caractérisation des graphes
totalement décomposables.

2.Q*(G), UN SOUS-ENSEMBLE DE Q(G) SUFFISANT POUR LE NOMBRE DE SAUTS

2.1. Les ensembles % (G). Z (G) et & (G)

DEerINITIONS : 4 (G) est ’ensemble des suites C=(cy, . . ., ¢;) de cheminsde G
partitionnant le graphe au sens des sommets et telles que, Vie[0, k—1]
I’extrémité du chemin c; ne soit pas ’origine d’un arc de G ayant pour extrémité
I’origine du chemin ¢;, ;.

Il existe une bijection canonique entre 4 (G) et I’ensemble des ordres totaux sur

X . En effet, convenons de noter un chemin de G comme un mot sur I’alphabet X
et convenons qu’un sommet constitue un chemin a lui tout seul. Il est clair que :
— siC=(cy, ..., )e¥(G), alors to=cy, . .., ¢ est un ordre total sur X;
— si 7 est un ordre total sur X, il existe une décomposition unique de T en
sous-mots,i.e. T=cy, . . ., ¢, telle que Vie[0, k], ¢; soit un chemin de G et soit
maximal pour cette propriété; alors C.=(cq, . . ., ¢) €€ (G).
Z (G) est le sous-ensemble de ¥ (G) canoniquement associ€¢ a Q(G).

Figure 2.

G étant le graphe de la figure 2, on a
1=123456€Q(G) et C.=(1, 23,456)e £ (G),
C=(136, 245)e ¥4 (G) et 1.=136245 ¢ Q(G)
donc C ¢ Z (G).

Nous appelons chemin libre de G tout chemin tel que tout arc de G y ayant son
extrémité, y ait aussi son origine [i.e. ¢ tel que I'™ (¢)=c].

vol. 13, n° 1, 1979



10 0. COGIS, M. HABIB

Pour C=(cq, .. ., c)€%(G), appelons X l’ensemble des sommets des
chemins c,, Vje[i, k] et posons GF=G (X 9. Nous pouvons alors caractériser
aisément I’ensemble . (G) au moyen du résultat suivant :

PropPrIETE 2.1 : Soit C=(cy, . .., ¢ )€F(G), alors Ce Z(G)ssiVie[0, k], c,
est un chemin libre de G°.

Chaque fois qu’il nous sera possible de le faire sans ambiguité, nous écrirons
X, au lieu de X€ et G, au lieu de G¢.

En reprenant I’exemple de la figure 2, on constate bien qu’en posant
C =(cy, ¢1)=(136,245), ¢, n’est pas libre dans G, =G, et donc C ¢ £ (G). Par
contre ¢; est évidemment libre dans G, = G({ 245 }).

_ DEFINITION : & (G) est le sous-ensemble de % (G) canoniquement associé a
Q(G).

Les ¢éléments de £ (G), respectivement & (G), s’obtenant par une simple
réécriture des éléments de Q(G), respectivement Q2 (G), il est clair que lorsque
C=(co, .-.,c)e¥(G):

— 51 Ce Z(G), alors s(G, 1) =k;

— si Ce #(G), alors s(G)=k.

Autrement dit, la détermination de s(G) peut se ramener a celle d’un élément

de & (G), c’est-a-dire d’un élément de & (G) comportant le minimum de chemins
possible.

2.2. Les ensembles & (G) et Q*(G)

Une stratégie de type « algorithme gourmand » pour déterminer un élément
de & (G) consiste a choisir chaque c, le plus long possible, i. e. & le chousir de telle
sorte qu’il soit impossible de le prolonger sans qu’il perde sa propriété de liberté.

DEeriNITIONS : Nous appelons chemin libre maximal de G tout chemin libre de G
qui ne soit pas sous-chemin strict d’aucun chemin libre de G. De plus & (G) est
Pensemble des suites C=(cq, . . ., c,)€ ZL(G) telles que, pour Vie (0, k], ¢, soit un
chemin libre maximal de G¢. Enfin Q*(G) est le sous-ensemble de Q(G)
canoniquement associé d & (G).

Reprenons ’exemple de la figure 1. On vérifie que C.=(1, 23, 456) € & (G).
Malheureusement on a s(G, t)=2, alors que s(G, 1o)=1 avec C'=(24, 1356)
donc : £(G)E ¥ (G).

R.AIR O Informatique théorique/Theoretical Informatics



NOMBRE DE SAUTS ET GRAPHES SERIE-PARALLELES 11

Ainsi la détermination de s(G) ne peut se ramener a celle d’un élément
quelconque de ¥ (G). En fait, le rapport de s (G, 1) 2 s (G), lorsque C € & (G), n’est
pas borné indépendamment de G, comme le montre ’exemple suivant :

2n-1 2n
1
2n-3 : ®2n-2
-
1 .
. .
5 H 6
G 4
3 4
1 2

Figure 3.

C=(1,23,45,...,2n-2)(2n-1),2 neé(G) et s(G, t)=n,
C'=(246...2n=-2)2n,135,...,2n-3)(2n-1)e ZL(G)

et 5(G, 1) =5(G)=1.

Cependant, I'intérét de ’ensemble & (G) réside dans le résultat suivant :

THEOREME 3 : Q(G) N Q* (G)#Q.

Il est clair que démontrer & (G) N & (G) #@ revient a démontrer ce théoréme.
Avant de le faire nous allons donner une caractérisation des éléments de & (G).
Pour C=(cy,. . ., cx)e Z(G), notons respectivement o, et e, Vorigine et
Iextrémité du chemin c,.

DEFINITION : On dit qu’une suite C=(co, . . ., ¢)€ ¥ (G) vérifie la propriété P
ssiVi,jel0, k] telsquei+1 <jete,0,eU,ilexisteheli,jlet tec, telsqueto,e U.

ProprIETE 2.1 : £(G) est Pensemble des éléments de £ (G) qui vérifient P.

Démonstration : Soit C=(cy, . . ., ¢;)€ £ (G) vérifiant P. Rappelons que par
définition de .# (G) nous avons : Vie[0, k—1], ¢,0,+, ¢ U. Ceci implique que si
kell, 2], Ce&(G). De méme si k > 2, ¢,_, et ¢, sont respectivement libres
maximaux dans G,_; et G,. Considérons alors i€[0, k—2] et xeI'," (e,) (nous
notons respectivement I'," et It les fonctions successeur et prédécesseur
dans G,).

Nécessairement x€ X, . ;; posons je[i+ 1, k] tel que x e c,. S1 x #0,, le chemin
¢, x ne peut étre libre car I';” (c, x) contient le prédécesseur y de x sur ¢, et y¢c, x.
Si x=o0,, d’aprés la propriét¢é P, I', (c,x) contient un sommet tec, (avec
i <h<j)etdonc t¢c x etle chemin ¢, x n’est pas libre. Le chemin ¢, est donc
libre maximal dans G, et Ce & (G).

vol 13, n° 1, 1979



12 0. COGIS, M. HABIB

Considérons maintenant C=(cq,. . ., ¢;) €& (G) et supposons qu’il existe i,
j€l0, k]tels que e,0,€ U. En vertu de la définition de & (G), i+ 1 < jetc, estlibre
dans G, et en vertu de celle de & (G), ¢, est libre maximal dans G,; il existe
nécessairement t€ X, vérifiant to,eU et tecyaveci<h<j M

Nous allons démontrer a présent le théoréme 3.  Soit
C=(co,. .., )€ ZL(G)—&(G). Alors il existe i, je[0, k] tels que : i+1 <},
eo0,eUetVheli+1,j—1],Vtec, to,¢U.

Nous construisons C’'=(cy,. . ., ¢y) a partir de C de la fagon suivante :

Vhel[0,j—1], h#i, Cr=Cy et c,=c,0,;
— sic,=0,, onpose k'=k—1etsij<k, cy=cp41, Vhelj, k'];
— sinon ¢,;=0,x,,. .., x, ,, alors : si ¢, x, € U on pose de méme
k'=k—1 et C)m1=Cu1X,,. .., X, €
etsij <k, cy=cu+1, Vhe[], k']; sinon e, x, ¢ U; on pose alors

k'=ketc=x,...,xe,
etsij<k,cpo=cy Vhe[j+1, k'].

On vérifie aisément que dans tous ces différents cas, on a bien :

— ¢}, est un chemin libre de G¢, V he[0, k'];

— e,op4+1¢U,Vhe[0, k'—1].

Donc C'e Z(G) et s(G, 1o)=k" < k=s(G, 1.). Autrement dit, si une suite
Ce Z(G) ne vérifie pas P, on peut construire une suite C'€ £ (G) telle que
5(G, 1) = s(G, 1) et telle que N (C’) < 1 (C) s11’on note n (C) ’entier naturel
dont Iécriture en base nest : 1 (C)=|cx|.. . ., | ¢o|. Une telle construction n’est
donc possible qu’un nombre fini de fois, ce qui montre que I’on peut construire, a
partir d’une suite C € & (G) — & (G) une suite C* vérifiant P, donc appartenant a
& (G) et telle que s(G, 1) =5(G,1.). N

Note : L’exemple de la figure 3, nous montre que l’on peut avoir
E(G)— L (G)+Q, soit Q* (G)— Q(G) #Q. L’exemple de la figure 4, nous montre
que Yon peut avoir & (G)— & (G)+#Q, soit Q(G)—Q*(G)#£@, car C=(2, 135,
46)e ¥ (G)— & (G).

5 6
y
3 4
G
A
1 2
Figure 4.
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THEOREME 4 : s(G)= min s(G, 1).

1eQ*(G)

Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme 3. Ceci signifie en
particulier que I’on peut batir une procédure arborescente qui n’énumere que les
¢léments de Q* (G). De plus il est possible de construire un élément de Q* (G) au
moyen d’un algorithme polyndmial borné en O (n?), que nous allons maintenant
décrire.

2.3. Algorithme pour la construction d’un élément de Q* (G)

(A) Exposé de Ialgorithme :

Soit G=(X, U) un graphe (sans circuit).

I'* représente la fonction successeur du graphe G.

d~ représente la fonction demi-degré intérieur du graphe G.

A représente le mot vide.

Le graphe G n’est pas modifié par I’algorithme.

Le langage utilisé pour la description de I’algorithme est un langage de type
algol. Les étiquettes A, B et C ne sont utiles que pour I’analyse de I’algorithme et
peuvent donc étre omises pour le déroulement de ce dernier.

Début
pour xe X faire ddi(x) « d~ (x);
k «0;
T Co+ A
Y X« X,
tant que X' #Q faire
C : siil existe ye Y tel que ddi(y)=0
alors A : début ¢, ¢ y;
X X' — {y};
Y<T* ()
pour x€Y faire ddi(x) « ddi(x)—1
fin
sinon B : début v« 1tcy;
ke—k+1;
A
Y« X'
fin;
TeTC
sk

fin

A la fin de I’algorithme, 1=(co,. . ., ¢) €Q*(G).

(B) Evaluation de Ialgorithme :

Soit | X|=n:

Sil’on utilise une structure de liste pour représenter la fonction I'* ainsi que les
ensembles X, X', et Y, il s’ensuit que :

vol. 13, n° 1, 1979



14 0. COGIS, M. HABIB

— T’exécution de I'instruction composée A, ainsi que I’évaluation du test « il
existe ye Y tel que ddi (y)= o », nécessitent chacune I’exécution d’un nombre
d’instructions machine (LOAD, STORE, ADD. . .) majoré en O (n);

— lexécution de l’instruction composée B nécessitant ’exécution d’un
nombre constant d’instructions machine, Iinstruction conditionnelle
composée C qui constitue le corps de la boucle « tant que » nécessite, pour
s’exécuter, I’exécution d’un nombre d’instructions machine majoré en O (n).

Remarquons maintenant, (en raisonnant par induction), qu’a chaque
évaluation du test, chacune des trois propositions suivantes est vérifiée [en
notant dg . la fonction demi-degré intérieur associée au graphe G(X’)] :

(i) Vxe X' ddi(x)=dgy, (x);

(i) VxeX'T*(x) < X;

(i) Y X'.

Il en découle que si I’exécution de I'instruction C, sous la condition X' #Q, se
rameéne a celle de Vinstruction B, X' demeurant inchangé, P’instruction C sera a
nouveau exécutée, mais cette fois avec Y= X"'. Du fait que G (X ') est sans circuit
et que (i) est vérifiée, I’exécution de l’instruction C se raménera cette fois
nécessairement a celle de I'instruction A.

Comme au cours de P'instruction A, | X | diminue de 1, Pinstruction C ne peut
étre exécutée un nombre de fois supérieur & 2 n (elle I’est exactement un nombre
de fois égal a n+5).

L’exécution de la boucle « tant que » nécessitera donc celle d’un nombre
d’instructions machine majoré en O (n?) et on en déduit qu’il en va de méme pour
I’exécution du programme entier [on notera que 'implantation des données X et

I'" peut également s’effectuer au moyen d’un nombre d’instructions machine
majoré en O (n?)].

3. UN DOUBLE CAS PARTICULIER : LES GRAPHES SERIE-PARALLELES

Nous avons exposé en parties 1 et 2 des résultats obtenus en poursuivant deux
approches a priori différentes. Assez curieusement, chacune des tentatives de
simplification du probléme de la détermination du nombre de sauts que I’on peut
mettre en ceuvre a partir de ces résultats est assurée du succes, (dans le sens ot
chacune fournit un algorithme polynomial) lorsqu’elle est appliquée & un graphe
de la famille des graphes série-paralléles. Cette famille de graphes a été étudiée
par Lawler et Tarjan[9] et on peut la définir comme suit :
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Posons H,=({1,2},9), H,=({1,2},{12}), et soit o, I'identité sur { 1,2}.
Nous appelons, respectivement opération de joint-vide et opération de joint-
plein, les opérations suivantes :

(G1, G3) ~ Jy 4, (Gy, Gy) noté J,(Gy, Go),
(G1, Gy) ™ Jy, o, (G, G3) noté J,(Gy, Gy).

Soit X un ensemble fini et soit %, (X) I’ensemble des graphes constitués d’un
sommet isolé appartenant & X [i. e. 9o (X)= {({x },®)/x € X }]. Appelons  (X)
I’ensemble des graphes, avec ou sans circuit, dont les sommets appartiennent a
Xi.e.9X)={(Y,V)/YcXetVcY?}]

DeriniTiONS @ Un graphe G =(X, U) est un graphe série-paralléle-transitif, en
abrégé SPT, ssi il appartient a la fermeture de 4, (X) dans 4 (X) relativement aux
opérations de joint-vide et de joint-plein. De plus un graphe est série-paralléle, en
abrégé SP, ssi sa fermeture transitive est SPT.

Il est facile de vérifier que tout graphe SP est sans circuit. Si nous appellons
« enne » tout graphe isomorphe au graphe ({1, 2, 3, 4}, {13, 14, 24 }), nous
pouvons mentionner une caractérisation des graphes SPT par sous-graphes
exclus :

THEOREME 5 [9] : Un graphe transitif est SPT ssi il n’admet aucun « enne »
comme sous-graphe.

Cette caractérisation permet notamment d’établir que les graphes série-
paralléles-électriques étudiés par Elgott et Wright dans [5] sont SP.

3.1. Les graphes totalement décomposables de Ducamp

THEOREME 6 : G est un graphe SP ssi il est totalement décomposable.

Démonstration : En remarquant qu’un graphe est totalement décomposable
ssi sa fermeture transitive I’est, nous pouvons supposer le graphe G transitif :

1°so0it G un graphe SPT et A (G) son arborescence de décomposition. Soit x un
sommet de A (G) étiqueté par un sous-graphe G (Y) non réduit a un sommet. On
peut supposer par induction que G (Y) est également SPT. Il existe donc deux
graphes SPT G,, G, tels que G(Y)=J,(G;, G,) ou G(Y)=J,(G;, G;). Donc x
n’est pas un sommet pendant de A (G) et de plus, chacun de ses successeurs est
étiqueté par un graphe SPT (on peut utiliser le théoréme 5). G est donc
totalement décomposable;

2° soit G un graphe transitif non SPT. Il admet alors un « enne » comme
sous-graphe (cf. th. 5) et cet « enne » est entiérement inclus dans une composante
connexe de G et dans une composante connexe de G'. On prouve alors aisément
par induction que G n’est pas totalement décomposable.
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3.2. Algorithme gourmand pour les graphes série-parall¢les

L’algorithme exposé en partie 2.2 peut s’appliquer brutalement aux graphes
SP pour en déterminer le nombre de sauts, comme le montre le résultat suivant :

THEOREME 7 : Si G est un graphe SP, alors ﬁ(G)zQ* (G).
Nous allons montrer ce résultat sous une forme équivalente :si G est SP alors

& (G)= ¥ (G). Notons d’abord que la réciproque est fausse comme le montre
I’exemple de la figure S :

1 2

Figure 5.

Le graphe G de la figure 5 n’est pas un graphe SP, car il admet un « enne »
comme sous-graphe. Cependant YVCed&(G), C=(cy,...,c)=>k=2 et
manifestement s(G)=2. Alors & (G)=¢&(G), [puisque & (G) = & (G) et que G est
biparti].

Etablissons quelques résultats avant de démontrer le théoréme 7.

Soit G=(X, U) un graphe et ¢=x,...x, un chemin libre de G, alors,
Viell, g—1], x;x;+, n’est pas un arc de transitivité de G (i. e. il n’existe pas
d’autre chemin dans G que I’arc x; x;; ; reliant x; & x;. ;). De plus ¢ est libre dans
G ssi ¢ est libre dans G'. Le résultat suivant découle immédiatement de ces
remarques.

LemMmE 1 : Soit G un graphe, alors £ (G)=%(G"), L(G)=ZL(G) et
E(G)=6(GY).

Nous pouvons donc supposer, dans la démonstration du théoréme 7, que le
graphe G est SPT. Ce faisant, soit C=(cy, . . ., ¢;) € £ (G) et plagons-nous tout
d’abord dans le cas ou G=J,(G,, G,) ou G, et G, sont deux graphes disjoints au
sens des sommets. Pour tout i €[0, k] ¢; est soit un chemin de G,, soit un chemin
de G,. Appelons I, et I, les sous-suites de la suite (0, 1,. . ., k) constituées
respectivement des entiers i tels que ¢; soit un chemin de G, et des entiers i tels que
¢, soit un chemin de G,.

On pose
a(O)=(cer, et  BO=(C)cs,
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Considérons maintenant le cas ou G=J,(G,, G;) ou G, et G, sont deux
graphes disjoints au sens des sommets. Soient xe G, ye G,, i,j€[0, k] tels que :
xec; et yec;. Nécessairement i <j (car xye U) et de plus deux cas sont a
considérer :

1° i=j, alors x est un antécédent de y sur le chemin ¢;=c;;

2° i#jetsi x=e;, alors y#0;4,.

Par conséquent, il existe i, €[0, k] tel que :

— sii,>0,¢o,. .., Cnq sont des chemins de G;

— 8ii, <k, Cpsq,. .., sont des chemins de G,.

De plus, en posant ¢, =x;,...,%, il existe j,€[2, g] tel que:
¢'=(xy,. .., x; _,) soit un chemin de G, et ¢’ =(x; ,. . ., x,) soit un chemin de

G,. On définit alors :

UC)=(co,. .., €y, C) ou a(C)=(c¢’) lorsque i, =0,
et
BO)y=(c", ¢\ p1r- -0 i) ou B(C)=(c") lorsque i,=k.

Il est maintenant aisé de vérifier dans les deux cas, que pour Ce #(G) on a :
a(C)e £ (G,) et B(C)e Z (G,). De plus, si C, € £ (G,) et C,e £ (G,), il existe
CeZ(G) tel que Cy=0a(C) et C,=B(C) [il y a unicité de C dans le cas ou,
G=J,(G,, Gy)].

On en conclut alors facilement le résultat suivant :

LeMmME 2 : Soient G, et G, deux graphes disjoints au sens des sommets, et
G=J;(Gy, Gy) ouie{v, p}. Soit C&(G) on a alors :
(i) Ce€(G)<=a(C)eé(Gy) et B(C)e&(Gy);
(i) Ce F(G)=a(C)e ¥ (G,) et B(C)e L (Gy);
(i) s(G)=5(G)+s(G,)+e,avece=1sii=vete=0sii=p.
Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théoréme 7 en
raisonnant par induction sur le nombre de sommets d’un graphe G SPT.

Si n=1, alors évidemment & (G)= ¥ (G).
Supposons, n > 1, il existe alors deux graphes SPT, G, et G, disjoints au sens
des sommets et tels que : G=J,(G,, G,) avecie{v, p}.

Comme G, et G, ont respectivement moins de sommets, au sens strict, que G,
nous obtenons :

Ce & (G)

{oc(C)eV(Gl)Qa(C)eé’(Gl)} Ces).

B(C)e #(Gy)=B(C)e€(Gy)
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REMARQUE : Signalons enfin que le résultat de ce théoréme 7 peut s’étendre &
d’autres fonctions coiit définies sur les ordres totaux compatibles avec un graphe
sans circuit.

Soit G un tel graphe et soit t : Q{(G)—> N, ‘une telle fonction coit.
Posons, t(G)=min {t(G, 1)/1eQ(G)}, Q' (G)= {t1eQ(G)/t(G, 1)=¢(G)} et
enfin 7 (G)= { Ce(G)/1.eQ'(G)}.

Si le résultat (i1) du lemme 2 est encore vérifié, i. e. si I’on a
CeT (G) < a(C)eT (Gy) et B(C)eT (G,),

le résultat suivant est également vrai :

THEOREME 7 bis : Si G est un graphe SP, alors Q' (G)=Q*(G).
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