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TRANSDUCTIONS DE FORETS
RECONNAISSABLES MONADIQUES

FORETS COREGULIERES (%)

par André ArRNoLD ('), Max DaucHET (})

Communiqué par M. NIVAT

Résumé. — On étudie les arbres de dérivation de langages définis par des systémes de
Lindenmayer particuliers en utilisant les transductions d'arbres.

On définit les classes M| et M| obtenues par transductions déterministes et non déterministes
des foréts reconnaissables monadiques.

Leurs feuillages sont les classes de langages EDTOL-strict et ETOL-strict. La classe M| est
engendrée par une classe de grammaires dont la définition est en quelque sorte symétrique de celle
des grammaires réguliéres d'arbres.

INTRODUCTION

La théorie des foréts [17, [2], [9], [11], qui généralise la théorie des
langages, tend a se développer pour des raisons linguistiques et informa-
tiques. Une de ses motivations, essenticlle, a été I'étude des arbres de déri-
vation des mots d’un langage engendré par une grammaire. On peut, par
exemple, caractériser les langages algébriques sans mot vide, comme étant les
« feuillages » de foréts reconnaissables [2], [9]; la notion de forét reconnais-
sable étant une généralisation parfaitement naturelle de la notion de langage
reconnaissable ou rationnel. L’étude des foréts permet alors d’obtenir des
résultats sur leurs feuillages; ainsi la fermeture d’une classe de foréts par
intersection avec une forét reconnaissable entraine la fermeture de la classe
de ses feuillages par intersection avec un langage rationnel [9]. Il était dés lors
tentant de caractériser de maniére analogue, comme feuillages de classes de
foréts, des classes de langages engendrés par des systémes de Lindenmayer.

(*) Regu avril 1975,
(1) Département d’Informatique, Université de Lille I, Villeneuve d"Ascq.
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6 A. ARNOLD, M. DAUCHET

A partir de motivations biologiques, pour formaliser le développement
et la croissance d’organismes vivants, A. Lindenmayer a défini en 1968 de
nouveaux systémes de génération (les OL-systémes) et les langages engendrés
(les OL-langages). L’étude mathématique des L-systémes et des L-langages,
généralisations des OL-systémes et des OL-langages, s’est depuis considé-
rablement développée, comme en témoignent ’ouvrage de synthese de Herman
et Rozenberg [5] et I'abondante bibliographie qui y figure. Parmi les tres
nombreux L-systémes, ceux qui nous paraissaient le mieux se préter a I’étude
projetée étaient les extensions des OL-systémes avec tables définies par
Rozenberg [10]. Dans ces systémes — les grammaires ETOL — les dérivations
immédiates se font en réécrivant simultanément tous les symboles non-ter-
minaux -en_utilisant des ensembles de régles d’une grammaire algébrique —
les tables. Les arbres de dérivation dans ces grammaires sont déterminés
par la séquence des tables utilisées dans les dérivations. Les transformations
qui associent les arbres de dérivation aux séquences de tables sont les trans-
ductions descendantes d’arbres étudiées par. Baker [1], Rounds [9],
Thatcher [11].

Le méme phénomeéne apparait dans 1’étude des schémas de programme
non récursifs. De fagon plus précise, en reprenant les définitions de Luckham,
Park et Paterson [7], la valeur d’un calcul d’'un schéma non récursif mona-
dique est définie comme l'image par une transduction rationnelle détermi-
niste d’une « s€quence d’exécution ».

Dans le cas d’un schéma non récursif non monadique, cette valeur sera
alors I'image de la séquence d’exécution par une transduction descendante
d’arbres déterministe.

Nous définissons donc les classes de foréts M| et M, comme les images
par des transductions descendantes déterministes et non déterministes de
foréts reconnaissables monadiques (i.e. les foréts reconnaissables dont les
arbres se réduisent & une seule branche, et qui peuvent donc s’identifier aux
langages rationnels). Les classes M) et M, sont évidemment incluses dans
les classes D; et D,, images par transductions descendantes déterministes et
non déterministes de la classe D, des foréts reconnaissables [1], [9].

Notre résultat principal est que les classes de feuillages de M (resp. M,)
sont les classes EDTOL-strict (resp. ETOL-strict) dont les langages sont
engendrés par des grammaires ETOL déterministes (resp. non déterministes)
strictes (i.e. ne contenant pas de régles de la forme X — A).

Un autre résultat important, et qui se révéle fécond, est que les foréts
de M| peuvent étre engendrées par des grammaires que nous appelons coré-
gulieres. Ces grammaires coréguliéres forment une sous-classe de la classe
des grammaires algébriques définies par Rounds [9] et leur définition est d’une
certaine fagon symétrique de celles des grammaires réguliéres qui engendrent
les foréts reconnaissables [2] : avec les grammaires réguliéres les dérivations
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FORETS COREGULIERES 7

se font par les feuilles, alors qu’avec les grammaires coréguliéres les dérivations
se font par la racine. En restreignant ces notions de grammaire régulic¢re et
coréguliére au cas des foréts monadiques — i.e. en fait des langages — on
retrouve les notions symétriques de grammaire linéaire a droite et a gauche.

Mais, alors que les grammaires linéaires a droite et & gauche engendrent
la méme classe, celle des langages rationnels, nous montrons que la classe D,
des foréts reconnaissables engendrées par des grammaires régulicres et la
classe M des foréts coréguliéres engendrées par des grammaires corégulieres
sont incomparables relativement a I'inclusion.

En restreignant au cas des classes M et M, les propriétés déja connues
pour les classes D) et D,, nous obtenons aisément quelques propriétés de
fermeture et de décidabilité.

En outre l'utilisation des grammaires coréguliéres permet de démontger
la fermeture de M par intersection avec une forét reconnaissable et par
transduction ascendante déterministe.

Bien que le but de ce travail ne soit pas d’étudier les classes ETOL et
EDTOL, mais de les caractériser comme classes de feuillages, il est cependant
naturel d’examiner les conséquences qu’ont pour leurs feuillages les propriétés
des classes M et M, ne serait-ce que pour vérifier I'intérét de la caractérisation
obtenue. Si, en ce qui concerne la classe ETOL-strict, les résultats que nous
avons obtenus sont déja connus [5], [10], le fait que la classe EDTOL-strict,
qui a été moins €étudiée, soit fermée par intersection avec un langage rationnel
nous parait étre un résultat nouveau.

Depuis que cet article a été rédigé, nous avons pris connaissance des tra-
vaux analogues de Downey [3], [4] et d’Engelfriet (cité par Downey dans [4])
qui obtiennent notre théoréme 2 ainsi que 'incomparabilité des classes D,
et M. Downey donne dans sa thése [3] une caractérisation grammaticale
des classes M, et M, et sa définition des schémas ELBT qui engendrent les
foréts de M) est pratiquement identique a celle des grammaires coréguliéres.

Notre travail comprend six parties. Dans la premiére nous introduisons
les notions préliminaires concernant les arbres et les foréts. Dans la seconde
partie nous rappelons la définition des transducteurs descendants d’arbres
et nous définissons les classes M et M, que nous situons par rapport aux
classes D, D] et D,. La troisiéme partie est consacrée a la caractérisation des
feuillages de ces classes. Nous exhibons dans la quatriéme partie quelques
propriétés de fermeture et de décidabilité des classes M}, M,, EDTOL-strict,
ETOL-strict. Dans la cinquiéme partie nous rappelons la définition des gram-
maires d’arbres et dans la sixieme partie nous définissons les grammaires
coréguliéres, nous montrons qu’elles engendrent les foréts de M| et en dédui-
sons quelques résultats complémentaires.
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8 A. ARNOLD, M. DAUCHET

1. PRELIMINAIRES

Les définitions et résultats de base utilisés ici se trouvent dans divers
articles concernant les langages d’arbres tels que : [1], [9], [11]. Nous les
rappelons briévement.

Si X est un ensemble fini et d une application de £ dans N, (Z, d) est un
ensemble gradué ou ensemble d’opérateurs qu’on notera plus simplement Z.

On notera Z; I'ensemble { c € X |d(c) = i} appelé ensemble des sym-
boles de X de degré i.

Lensemble des arbres T* est défini inductivement par
~ 3, < T,

— VnVoeZ, VY, ...t,)e Z*), o, ... 1,) € Z*.
On définit la profondeur d’un arbre 1, notée |7|, par :
— sit =o€, alors |f| =1,

— sit =o(ty, ..., t,)alors |t| = | + sup |t}

Une forét de Z* est une partie de £*. Une forét de T* est monadique si
i = 2 entraine Z; = . Un automate -t est un triplet (4, o, Ag) ou

— A est un ensemble fini,

— Ay une partie de A4,

— o une application qui a tout o € X fait correspondre une application
o, @ A - 4.

La réponse de I'automate -4 est I'application :

[ fe:Z*—>4

définie inductivement par :

— sit=oceZ,alors |t], =2, €4,

— sit=o(ty, ..., t,) alors [t = o (7, .oy 2,00

La forét reconnue par + est {teX* |||, e 4, }. Une forét est dite
reconnaissable si elle est reconnue par un automate. On notera D, la classe
des foréts reconnaissables. On peut définir, comme dans le cas de la théorie
des langages, des automates non déterministes; on démontre qu’ils recon-
naissent les mémes foréts que les automates déterministes [9]. 1l est facile
de voir comment les notions de forét, de forét reconnaissable et d’automate
sont des généralisations des notions de langage, de langage reconnaissable
ou rationnel, et d’automate fini. On peut méme, moyennant quelques pré-

cautions d’ordre technique, identifier M, la classe des foréts reconnaissables
monadiques, et Rat, la classe des langages rationnels.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FORETS COREGULIERES 9

On appelle neud d'un arbre ¢ de *, toute occurrence d’un symbole de X
dans . Si un nceud de 7 est I'occurrence d’un symbole o, on dira que ce nceud
est ¢tigueté par o. Les feuilles d’un arbre sont les nceuds étiquetés par des
symboles de degré 0. Tout arbre de 7 de X* s’écrivant de fagon unique
of(t,. ... 1,) [ou o avec 6 € £,], sa racine est 'occurrence de ¢ qui n’est un
nceud d'aucun ¢; [ou 'unique occurrence de o .

A tout arbre ¢t de X* on associe un mot du monoide libre X} appelé le
feuillage de 1, noté @(r), et obtenu en prenant les étiquettes des feuilles de ¢
de gauche a droite. Plus précisément &: X* — T¥ est défini inductivement par :

— siteX, © Z*¥alors®(t) = ¢,

— sit = o, ... t,) alors O(r) = O(t,) x ... x O(z,),
ou x est la concaténation dans le monoide libre.

Si F est une forét, ®(F) = { ®(r) | 7€ F } est un langage de =¥. Si F est
une classe de foréts, ®(F) = { ®(F)| Fe F } est une classe de langages.

Le théoréme suivant est classique ([2] par exemple). Il est a rapprocher
du théoréme bien connu de Mezei et Wright [8].

Théoréme 1

La clusse des feuilluges des foréts reconnaissables est identigue a celle des
langages algébriques ne contenant pas le mot vide.

Si E est un ensemble quelconque, X*(E), 'ensemble des arbres de £* indexés
par E, est 'ensemble des arbres dont les feuilles sont étiquetées par X, U E,
c’est-a-dire Z*(E) = Z'* avec X' défini par :

X, = X, pouri >0,
Iy =2,V E

On appellera ensemble des variables 'ensemble X = { x; |ie IN}. Dans
le cas ou un arbre de £* est indexé par X on dira qu’il est indexé, sans autres
précisions. En particulier tout arbre de Z* est un arbre indexé. Si 7 est un
arbre indexé, on pourra distinguer certaines occurences des variables en
écrivant #(x; , ..., x; ). Si ¢, ..., t, sont des arbres indexés, I'arbre (¢, .... ,)
obtenu en substituant les arbres t; aux feuilles distinguées de 7(x;, ..., x; )
est encore un arbre indexé (des arbres différents peuvent étre substltues a des
feuilles différentes étiquetées par la méme variable). On dira alors que
Hx;,s . X;,) €St un sous-arbre initial de t(t, ..., t,). La relation «étre un
sous-arbre initial » est une relation d’ordre sur les arbres indexés.

On dira que P’arbre indexé r est un sous-arbre terminal de I’arbre indexé ¢’
(on dira aussi plus simplement sous-arbre) si il existe un arbre indexé 7”(x,)
tel que /= r"(t). En toute rigueur cette relation, qui est aussi une relation
d’ordre, est une relation entre occurences de sous-arbres.

n® 3. mars 1976



10 A. ARNOLD, M. DAUCHET

2. TRANSDUCTIONS DE FORETS RECONNAISSABLES

Les transducteurs d’arbres que nous allons définir ci-dessous et que nous
utiliserons sont des transducteurs descendants. Nous parlerons donc
simplement de transducteur au lieu de transducteur descendant.

Un transducteur T est un quintuplet ( A, Z, O, Q,,I1 > ou
A et X sont des alphabets gradués,
Q est un ensemble fini d’états,

0, © Q est I'’ensemble des états initiaux,
IT est un ensemble fini de productions.

Une production est un triple  g; o(x,, ..., X,); 1 ) ou
cel,
q€Q,
te T*Q x {x;, .. X, }).
Pour faire apparaitre toutes les feuilles de 7 qui ne sont pas étiquetées par
des symboles de Z,, on pourra écrire ¢ sous la forme ; 7(q,, x; ), ..., (¢, x,.p))

de telle sorte que ®(t) = wylq,, x; W, ... w,_,(q,,, x;,) w, ou tous les w,
sont dans Z¥. Cette écriture détaillée de ¢ est unique.

Un transducteur est déterministe si :
Vge Q,Vo € A{g;0(xy, ... x,);t>ell et (g;0(x,, .., x,);1)>ell
entraine t = t'.
Un transducteur est [linéaire si quelle que soit la production

{g;0(x,, ..., x,); t > de TI, la méme variable x; n’apparait pas deux fois
dans 1.

Si © est un transducteur défini sur une forét monadique, la partie droite
de toute production de 1 est un arbre de T*(Q x X) ou X, I’ensemble des
variables est un singleton. 0 x X est alors isomorphe 4 Q. On pourra donc se
contenter d’étiqueter les feuilles de tels arbres par des ¢léments de Q. D’autre
part on n’est pas obligé non plus de faire apparaitre la variable en partie
gauche de la production. La régle < g; a(x); #((q;,, X), ..., (g;,, X)) > s’écrira
alors { g; a; t(q;,, ... 4:) V-

A tout. transducteur T on associe une relation, notée |-, sur
[A*(Q x A*)] x [Z*(Q x £*)] définie par : !

— (g, 0(ty, s t,)) +— ¢t ssi il existe

T,

t = t((gi Xi,) s (4,0 %;,)) tel que < q;0(x,, .y x,)5 8 > €11
ett = t((qip tix)’ ] (qip’ tip))’
3 G((ql’ tl), . (qi’ ti), s (qn’ tn)) }T U((ql, tl)a vy t:s (qn, tn))

ssi (4 1) - i

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FORETS COREGULIERES 11

En notant = la fermeture transitive de —, on peut définir sur A* x T*
T T
une relation notée — par :
T
t, >ty ssidgoe Q, telque (qo.ty) -ty
T T

Si F est une partie de A* on notera t(F) la forét {reX* |3 eF;t -t}
qu’on appellera la transductée de F. ’

Si le transducteur T est déterministe, la relation — est fonctionnelle, pas
forcément totale, (ie. VeCard {¢' |t > ¢ } < 1). °©
T

On note NT la classe des transducteurs,
DT la classe des transducteurs déterministes,
NLT la classe des transducteurs linéaires,
DO la classe des transducteurs déterministe a un seul état.

On note D; = DT(D,), la classe des transductées déterministes de foréts
reconnaissables,

D, = NT(D,), la classe des transductées de foréts reconnaissables,

M, = DT(M,), la classe des transductées déterministes de foréts
reconnaissables monadiques,

M, = NT(M,), la classe des transductées de foréts reconnaissables

monadiques.

En tenant compte de 'identité entre M, et Rat, la classe M, [resp. M| ]
sera aussi appelée la classe des transductées [déterministes] de langages
rationnels.

On a manifestement les inclusions suivantes :

My % Dy< D, <D, D, ——3 D
My, S M, = M, \
M, < D,
Ml < Dl' Mo Di
On a aussi [11] \ /
DO < Ml‘ Mi Ml
s

Ces relations sont rassemblées dans la figure 1 ou la fléche représente la
relation d’inclusion.

Proposition 1

La classe des transductées déterministes de langages rationnels n'est pas
incluse dans la classe des foréts reconnaissables.

n° 3, mars 1976



12 A. ARNOLD, M. DAUCHET

Corollaire 1

La classe des foréts reconnaissables est strictement incluse dans la classe
des transductées déterministes de foréts reconnaissables et dans celle des
transductées de langages rationnels.

En effet.

On considére le langage rationnel a*b et le transducteur déterministe a
un seul état ¢ dont les productions sont :

{qib;b),
{q.a;c(g, q)>.

Onat(h) = bett(a"*'b) = c(x(a"h), t(a"h)). On en déduit que d(t(h)) = b
et O(t(a"*'b)) = (d(x(a"b)))?, d’ou d(t(a"b)) = b*" et donc

O(t(a*b)) = {b*" |n =0 }.

Si M était inclus dans D, ®(M ) serait inclus dans ®(D,) et donc dans Alg;
or {b?"|n =07} n'est pas un langage algébrique, d’ou une contradiction.
Si D, = Df alors M| = D} = D,. Si Dy = M, alors M| < M, = D,
Dans les deux cas on aboutit a une contradiction.
cqfd.

Proposition 2

La classe des foréts reconnaissables n'est pas incluse dans la classe des
transductées déterministes de lungages rationnels.

Corollaire 2

La classe des transductées déterministes de langages rationnels est stricte-
ment incluse dans la clusse des transductées de langages rationnels et dans
celle des transductées déterministes de foréts reconnaissables.

En effet.
SoitE =X uX,avecE, ={ # }etZ, = {0}
Supposons que la forét reconnaissable * soit la transductée déterministe

d’un rationnel R inclus dans Q*, c’est-a-dire £* = t(R). A fortiori on aura
¥ = 1(Q*). A chaque état g du transducteur © = (Q, Z, Q, Q,.IL,), on

associe la forét F, = {reT*|3IweQ*tq(q, w) - t }.On pose
Q.= {q|F,estuneforétinfinie} et p=sup{|t||teF,.qeQ —Q,}:
d’ou si (g, w) ¥~ avec |t| > p alors g € Q..

Revue Frangaise d’Automatique. Informatique et Recherche Opérationnelle



FORETS COREGULIERES 13

A chaque production p = qg;a;t) du transducteur, on associe le
nombre r, de nceuds de ¢ étiquetés par © et on pose r = sup r,. Il est évident
PEN

que r # 0.

Considérons maintenant un arbre ¢ de £* de la forme u,(v,, v,. ..., V;.)
ou Vie [1,2"] |v] > p et ou u, est 'arbre « équilibré » de profondeur n
défini par

dont le feuillage est bien x(?7.

Par hypothése, il existe w € Q* et g, € Q, tel que (g, w) F . En notant w,
le mot formé des 7/ premieres lettres de w, on a :

(QQ, W,‘) % ti(qila e qik)

ou ; est un sous-arbre initial de 7. La suite ¢, est une suite croissante de sous-
arbres initiaux de ¢ qui converge vers ¢. Pour chaque arbre ¢,, n; est le nombre
de nuds de 1, étiquetés par o et k; le nombre de feuilles de ¢, étiquetées par des
¢tats de Q. Les suites n; et k; sont croissantes et Vi k;, < n; + 1.

Si n; < n alors ¢, est un sous-arbre initial de u,. D’ou si n > r, 7, est un
sous-arbre initial de »,. Comme ¢ n’est pas un sous-arbre initial de u,, il existe i,
tel que 7, est un sous-arbre initial de u, et ¢, ,, n’est pas un sous-arbre initial
de u,.

Puisque 7, est un sous-arbre initial de u,, tout sous-arbre terminal de ¢
dont la racine est une feuille de ¢, est de profondeur supérieure a p. Toutes les
feuilles de ¢, sont donc étiquetées par des états de Q,, et donc k; = n, + 1.

Ppur passer de ¢; a £, ,, on va donc appliquer simultanément k, pro-
ductions du transducteur, d’ou :

Moy Sy +koor=(+ 1k, —1

io

Comme ¢, ,, n'est pas un sous-arbre initial de u
(r+ Dk, >n + 1.

ng 4+, > n dou

ne

Soit m le nombre d’¢léments de Q. Si n est supérieur a m(r + 1) alors
1 )
(r+ Dkyy >m(r + 1)+ letk, >m+ md’ou ki, >m + 1.

to
Le sous-arbre 7, contient donc deux feuilles ¢tiquetées par le méme état
de @, qui donneront donc le méme sous-arbre dans la transduction puisque
le transducteur est déterministe. Il s’ensuit que 7 contient au moins deux
sous-arbres identiques de profondeur supérieure a p.

n® 3, mars 1976



14 A. ARNOLD, M. DAUCHET

On a donc démontré que si £* est la transductée déterministe d’un ration-
‘nel, il existe deux entiers n, et p, tels que tout arbre ¢ de £* de la forme :

Uy, ..., v3u) 00 n=ny et |v] > p,
a au moins deux sous-arbres identiques de profondeur supérieure a p, dont
la racine est un nceud de u,.
Or X* est tel que pour tout # et tout p il existe un arbre t de £* de la forme :
U,(Vy ... vn)  avec |y >p

tel que tous les sous-arbres de profondeur supérieure a p dont la racine est un
nceud de u, sont différents : il suffit que v, soit de profondeur égale a p + 2n,.

Donc Z* ¢ M et D, ¢ M;.
Si M| = M, alors Dy =« M, = M. Si M| = D} alors Dy = D} = M;.
Dans les deux cas on aboutit a une contradiction.

cqfd.

Proposition 3

La classe des transductées déterministes de foréts reconnaissables est
strictement incluse dans celle des transductées de foréts reconnaissables.

En effet.

En utilisant la décomposition des transducteurs NT = NLT o DO donnée
par B. Baker [1], on montre que D, = Dj entraine NT(D,) = NT(D}) = D,.
Or on sait que D, est strictement incluse dans NT(D,).

cqfd.

Pour que toutes les inctusions de la tigure | soient strictes, 1l reste a mon-
trer que M, < D, ce que nous conjecturons étre vrai. Nous conjecturons
aussi que, comme les classes D, et M| (propositions | et 2), les classes D;
et M, sont incomparables pour l'inclusion.

3. LES FEUILLAGES DE M; ET M,

Dans cette partie nous montrons que les classes de feuillages de M| et M,
sont exactement les classes de langages EDTOL-strict et ETOL-strict dont
nous rappelons une définition :

Revue Francaise d’Automatique. Informatique et Recherche Opérationnelle
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Une grammaire ETOL est un quadruplet { ¥, T, ¥, c > avec
V vocabulaire fini,
T < V vocabulaire terminal,
ceV —T.
¥ est un ensemble fini de tables : { P, ..., P, } oi chaque P, est un ensemble
fini de régles d’'une grammaire algébrique (i.e. P, = (V — T) x V*).
Une grammaire ETOL est dérerministe si toutes les régles d’une méme

table ont le symbole gauche différent. Elle est stricte si toutes ses tables sont
des parties de (V' ~ T) x V*.

Appliquer une table P; de § a un mot w de V* consiste a réécrire tous les
non-terminaux de w qui se trouvent en partie gauche d’une régle de P, en
utilisant une régle de P;. On peut définir alors le langage engendré par une
grammaire ETOL comme I'ensemble des mots de T* obtenus a partir de ¢
par des applications successives de tables.

Ces définitions sont légérement différentes de celles données dans [10].
Il est cependant facile de démontrer qu’elles sont équivalentes.

Les classes de langages ETOL [-strict] et EDTOL [-strict] seront les
classes de langages engendrés par des grammaires ETOL [strictes] et des
grammaires ETOL déterministes [strictes].

On sait [10] que la classe ETOL-strict est celle des langages de ETOL ne
contenant pas le mot vide. Aprés Latteux [6], nous redémontrons un résultat
analogue pour la classe EDTOL (proposition 12).

Théoréme 2

La classe de langages ETOL-strict [EDTOL-strict] est celle des feuillages
des transductées [ déterministes) de langages rationnels.

En effet.
A) EDTOL-strict = ®(M}),; ETOL-strict = ®(M,)
Soit une grammaire ETOL stricte G = ( V, T, ¥, c ». On considére le
langage rationnel 9* et le transducteur t défini par :
— ensemble des états : { g, |AdeV — T},
— état initial g
— ensemble des productions (noté I1.) :
pourtout Ae V — Tet P ef.
— SiAd—>z ..z,eP,ouVizeV, alors {q,; P;; Az}, ..., z,) > €ll; ou

gz s z;eT
i .
q, st zeV —-T

n° 3, mars 1976



16 A. ARNOLD, M. DAUCHET

— Si A4 n’est pas partie gauche d’aucune régle de P, { q,; P;;q, » €Il..

Par construction 1 est déterministe si et seulement si la grammaire G est
déterministe.

La démonstration de L(G) = ®(t(9*)) se base sur le fait qu'a chaque

dérivation D-= w, = w, de G on peut associer un mot y,de §* formé des
tables de ¥ dans l'ordre dans lequel elles ont été utilisées; la dérivation

D 1w, % w, se notera aussi w, = w, et On a w, = w, = Wy = w, = Ws,.
YD Y Y Y

On démontre par induction sur la longueur de y la proposition

(Pl): VAeV —T, VweT*, A=Y>w ssi Elttq.(q#y)l-:-r et O(r)=w

(voir la démonstration en annexe).
On en déduit que w € L(G) ssi w € ®(t(F*)). En effet, si w e L(G), il existe
ye §* tel que 6 = w et donc d’aprés (P1)3rtq.(g,, ) - ¢ avec d(z) = w et
¥ 1

comme y—t € T(T*), w € D(1(F¥)).

Réciproquement si w € ®(t(F*)), il existe ye §* et rtel quey »tetw = ®(1)

d’oti (g4, v) I~ t et donc © = ®(t) = w.
T Y

On a donc ETOL-strict = ®(M,) et EDTOL-strict = ®(M ).
B) ®(M}) ¢ EDTOL-strict; ®(M ) = ETOL-strict

On sait que tout langage rationnel est 'image par un homomorphisme
alphabétique strict d’un langage local. Il est facile d’en. déduire que si une
forét F est la transductée [déterministe] d’un langage rationnel, c’est aussi
la transductée [déterministe] d’un langage local. En effet, on sait [11] que le
composé d’un homomorphisme strict et d’une transduction [déterministe]
est encore une transduction [déterministe ].

Soit donc K un langage local défini par :
K = SO5* A ¥z _ *3xdz*x oy O < £ 3 < X TP < B2
ett=<Z%,Q,0, QI un transducteur de Z* dans Q*.

On construit une grammaire ETOL stricte G = ( V, T, T, 0, ) avec
V=2xQu{oc,}ouc,¢X x Q,etavec T =Q,.

Les tables de cette grammaire sont :
— siaez®

Pa = {c,~ (a,q95) | 90€ Qo }
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— sifa,a')ex? - T
Paa’ = {(a,9) > wa|{q;a;1>ell}
ou w,, est le mot obtenu en remplagant dans le feuillage de ¢, g; par (a’, g;),
Cest-a-dire que si ¢ = (q;,, ..., ¢; ) alors w; . = ®(¢((d’, g;,), ..., (@', 4;)))
— siae W ‘
Pa={(aq)-> ()| g;a;t)ell}

(puisque a € Y, on aura ®(1) e Q}).

Par construction, cette grammaire est déterministe si et seulement si le
transducteur T est déterministe.

Etant donné qu’un symbole non terminal de G de la forme (a, g) est unique-
ment en partie gauche des tables Paa’ ou P'q, et qu'une table Pa’ ou Paa’ ne
permet d’obtenir que des symboles non-terminaux de la forme (a’, g), si -
(a, ) = w alors y est un sous-mot initial d’'un mot de la forme

Y

Paa, Pa,a, ... Pa,a'P'a’ = P,, ol « = aa,

1
i1“iy . ai”a

iy lz'

est un sous-mot terminal d’un mot de K.y n’est pas forcément P, tout entier
car il se peut qu’on obtienne un mot w de T* en terminant la dérivation de w
par une table qui ne contient pas que des régles terminales. Toutefois, si on
applique a2 w n’importe quelle table, on obtient encore w. Aussi on pourra
considérer que si w se dérive de (a, ¢) dans la grammaire ETOL G, il se dérive

par P, o ae K, = Z*ZW) — T*EPxE* (K est 'ensemble des sous-mots
terminaux de mots de K).

On démontre par induction sur la longueur de a € K,
(P2): VqeQ, (o, 9) =W ssi 3t tel que (g, @) lf tet®d(t) =
(or, étant la premiére lettre de o).
(La démonstration de P2 est pratiquement identique a celle de P1.)

On en déduit alors que w € ®(t(K)) ssi w € L(G).

En effet si w € L(G), la premiére table appliquée dans la dérivation de w est
une table de la forme Pa. Il existe donc (a, g) € ¥ x Q, et a tel que (a, q) =>w
ou a est la premiére lettre de a.

Comme a € =\, a est dans K. D’aprés (P2) il existe ¢ tel que (g, &) ¥~ ¢ avec
= ®(¢) et donc ®(¢) € B(t(a)) = "D(t(K)). i

Réciproquement, si 7 € t(a) avec a € K, il existe g, € Q, tel que (gq, &) - &
T

D’aprés P2 (a4, q,) = ®(t). Comme o € K, sa premiére lettre o, appartient
aZ@eto, - (v, qo)" est une regle de la table Po, d’ou 6, == ®(t) et donc
(1) e L(G) FayPa

cqfd.
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4. QUELQUES PROPRIETES DES CLASSES M,, M},
ETOL-STRICT, EDTOL-STRICT

Les résultats figurant dans cette partie et concernant les classes ETOL-
strict et EDTOL-strict sont déja connus ou se déduisent aisément de résultats
déja connus, essentiellement dus a Rozenberg [S], [10]. Toutefois leurs
démonstrations utilisent les propriétés des classes de foréts M, et M, dont
nous venons de montrer qu’elles ont pour feuillage les classes ETOL-strict
et EDTOL-strict.

Proposition 4
Les classes M,, M, ETOL-strict, EDTOL-strict, sont fermées par union.
En effet.

La réunion de deux langages rationnels est encore un langage rationnel.
On peut toujours se ramener au cas ou ces deux langages n’ont aucun symbole
commun.

De méme on peut faire en sorte que deux transducteurs n’aient pas de
symbole d’état commun. La réunion de ces deux transducteurs (définie tri-
vialement) est encore un transducteur et on a bien :

T, U (R U Ry) = 1,(R;) U T(R,)
cq fd.

Proposition 5
(1) H, est fermée par transduction linéaire
(il) M est fermée par transduction déterministe
(ii1) ETOL-strict et EDTOL-strict sont fermées par homomorphisme strict
(iv) H, est fermée par intersection avec une forét reconnaissable
(v) ETOL-strict est fermée par intersection avec un langage rationnel.

En effet.

Pour démontrer que D, est fermée par transduction linéaire et D} par trans-
duction déterministe, Rounds procéde ainsi [9] : étant donné une forét
reconnaissable F et deux transducteurs 1, et T, qui vérifient certaines propriétés
il construit une forét reconnaissable F’ et un transducteur t5 tels que

T3(F') = 1,(t(F)). Il suffit donc de vérifier que si F est monadique, F' reste
monadique, ce qui est trivial.

Par ailleurs, il est clair que pour tout homomorphisme strict ¢, il existe un
transducteur d’arbres t tel que @(®(r)) = ®(t(¢)) pour tout arbre ¢; ce trans-
ducteur T ne modifie que les feuilles d’un arbre; il est déterministe et linéaire
d’ou (iii) est une conséquence de (i), (ii) et du théoréme 2.
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On sait [9] que toute forét reconnaissable F est le domaine d’un transduc-
teur linéaire non déterministe T qui réalise I'application identique sur son
domaine. En appliquant t a une forét quelconque on obtient bien I'intersection
de cette forét avec F. Comme M, est fermée par transduction linéaire, M, est
fermée par intersection avec une forét reconnaissable.

De plus si R est un langage rationnel quelconque { e Z* |®(s)e R }
est une forét reconnaissable [9]. D’ousi Fe M, ®(F) " R = ®(F n ® *(R))
et F n ®"!(R)appartenant encore & M|, O(F) n R appartient a ETOL-strict.
cqfd.

Si on applique une transduction linéaire a une forét de M7, on obtient une
forét de M, qui n’est pas nécessairement dans M. La méthode précédente
ne permet donc pas de montrer que M est fermée par intersection avec une
forét reconnaissable. Cependant nous démontrerons ultérieurement cette
propriété (proposition 9). Nous I’affirmons donc dés maintenant et en dédui-
sons :

Proposition 6

EDTOL-strict est fermée par intersection avec un langage rationnel.

Proposition 7
La classe de langages ETOL-strict est strictement incluse dans la classe des
langages a contexte lié.

Cette propriété vient de ce que ETOL-strict < ®(D,) et que ®(D,) est
strictement incluse dans la classe des langages a contexte 1ié [1].

Proposition 8
(i) Pour toute forét Fde M, oude M\, F = & et Card (F) = o sont des
propriétés décidables.
(i) Pour tout langage L de ETOL-strict ou de EDTOL-strict, L = & et
Card (L) = oo sont des propriétes décidables.
(iit) Pour toutes foréts F|, Fyde M, [oude M\, Fyn Fy = B et F, = F,
sont des propriétés indécidables.
En effer.

Les propriétés (i) et (ii) ont été démontrées par Rounds [9] dans le cas plus
général des foréts de D, et des langages de ®(D,).

Pour montrer la propriété (iii) dans le cas de la classe D;, Rounds [9]
associe & tout probléme de Post deux foréts F, et F, telles que F; n F, # O ssi
le probleme de Post a une solution. En fait ces deux foréts sont dans M. Il en
est de méme pour ’égalité de deux foréts.

cqfd.
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5. GRAMMAIRES D’ARBRES

Soient deux alphabets gradués disjoints X, et £, dont les ¢éléments sont
appelés respectivement symboles non-terminaux et symboles terminaux. Une
grammaire sur X = Xy xJ Z; est un couple (X, R)

o X, est un symbole de X de degré 0 (X, est appelé 'axiome)
R est un ensemble fini de régles.

Une régle est un couple (o(x, ..., x,); t)

G est un symbole non-terminal de degré »,
ou | x;, ..., X, sont des variables,
t un arbre de Z*(x,, ..., x,).

Comme pour les transducteurs on pourra écrire t(x, ..., X; ) au lieu de ¢.
On dira que I’arbre u se dérive immédiatement a partir de »’' en utilisant la
regle r = (o(x, ..., x,); 1) (ce qui se notera u'=u) si
a) u' = o(ty, ..., ,) et u est obtenu en remplagant x, par ¢, dans ¢ c’est-a-dire
si t = t{x;, .., xip) alors u = (¢, ..., tl-p)

b) u' =y (U, oy Uiy Ul Uiy, s Up)

’ ’ ! ’
o=y (U, e Uy, Uy Uy, ey U)

et u; = u;

On dira que u’ = u si il existe une regle r telle que v’ = u. On définit alors
r

la relation de dérivation = par (= )* ce qui permet de définir la forét engendré
par une grammaire comme ’ensemble des arbres de X% dérivables a partir de
I’axiome.

Les grammaires et les foréts qu’elles engendrent (définies par Rounds [9]
qui les appelle créatives) généralisent les grammaires et langages algébriques
et seront donc appelées algébriques.

Une grammaire réguliére est une grammaire ou Xy ne contient que des
symboles de degré 0. Les régles d’'une grammaire réguliére sont donc de
la forme o — ¢ ou ¢ est un arbre dont seules les feuilles peuvent étre étiquetées
par des non-terminaux. Les grammaires réguliéres généralisent les grammaires
linéaires a droite ('). Brainerd a montré [2] que les grammaires réguliéres
engendrent exactement la classe des foréts reconnaissables.

(1) Si I'on prend la convention déja utilisée implicitement, que si un mot est représenté sous
forme d’arbre monadique, la racine de I’arbre est la premiére lettre du mot.
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6. GRAMMAIRES ET FORETS COREGULIERES

Pour généraliser la notion de régle linéaire & gauche nous définissons les
régles corégulicres.

Une régle (o(x, ..., X,); t) est coréguliére si

— t ne contient aucun symbole non-terminal ; la régle est alors dite ter-
minale,

— t ne contient qu’un seul symbole non-terminal qui est sa racine; la
régle est alors dite non-terminale.

Une grammaire coréguliére est une grammaire dont toutes les régles sont
corégulieres.

Une forét est coréguliére si elle est engendrée par une grammaire corégu-
liere.
Théoréme 3

La classe des foréts coréguliéres est exactement celle des transductées
déterministes de langages rationnels.

En effet.

A) Soit une grammaire coréguliere G = (X, R) sur L =X, U Z,.
On lui associe le langage des dérivations L,(G) = R* défini par :

Fin - Tigli, € Lp(G) ssi Juy, oy u,  €X*, u, € X%
tel que
Xo==>u, =>uy .. =>u,_ | =>1Uu,
rix riz Tin—1 Fin
I1 est clair que L,(G) est un langage local.

Construisons alors un transducteur t© de R* dans X% dont I’état initial
est g, et 'ensemble des autres états est

{4s.;|c€Zy, dlo) > 0,1 <i<do)}
L’ensemble IT, des productions du transducteur est défini par :
— sir = {o(x,, ..., x,); t > est une régle terminale de R alors
{qo;r;t' >ell
ou ¢’ est obtenu en remplagant chaque variable x, par ¢, , dans ¢.

— sir =<o(x,, .., x,); 6'(ty, ..., t,) > est une régle non-terminale de R
pour chaque i € [1, p] '

{Qqq;; r; ti > eIl ou t; est obtenu en remplagant chaque variable x,
par g, , dans ¢,
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— sir=<X,;0'(t;, ..., 2,) > est une régle non-terminale de R, (les ¢
sont donc tous dans X} ) alors pour chaque i € [1, p] (g, ;;7;¢t; > e Il

— sir = { X,;t) est une regle terminale de R alors { g,; r;t > e Il,.
REMARQUE

On peut toujours supposer que X, est la seule variable non-terminale
de degré 0 et qu’elle ne figure jamais en partie droite d'une régle (et donc
qu’il n’y a pas d’autres types de regles de R que les quatre indiqués ci-dessus).
En effet si ce n’était pas le cas on aurait alors des dérivations :

XO:'>X:I

r
et on pourrait remplacer r par r' = { X,; ¢ ).

Le transducteur ainsi construit est évidemment déterministe puisque la
partie droite de la production { g, ;;r; ) est totalement déterminée par r
et i.

Le transducteur vérifie aussi la propriété :

(P3)si y est un sous-mot terminal d’un mot de Lp(G) dont la premiére lettre
est une régle {o'(x,, ..., x,); o(ty, ..., t,) ) alors Vie [1, p] 3, tel que

(qc,;’ Y) % [i'

En effet.
Si v est de longueur 1, alors y est nécessairement { X, ;0(ty, ... £,) > avec
t; € Z%. Dans ce cas pour chaque i,  q, ;; ¥; ¢; ) est une régle du transducteur

*

et donc (g, ;. 7) - .

Si y = ry’ est de longueur n + 1, alors r est une régle {o'(x,, ... X,);
o(ty, ..., 1,) ) et la premiére regle de v’ est de la forme :

); 0 (s s 2)) -

(O "Xy, vy Xy,

Par I’hypothése de récurrence on a : Vie [1, n] (g5, v) - /.

D’autre part le transducteur contient les productions < g, ;:r; f; > pour
i€ [1, p] ol 7, est obtenu en remplagant x; par q,. ; dans 7,.

Donc (g, rY') I~ f; ou {; est obtenu en remplagant x; par ¢; dans ¢,.
T
cqfd.
On démontre par induction sur la longueur de y la propriété :

(P4)sice Zy;t,, ..., 1, € ¥ avec h = d(c) et si y est un sous-mot terminal
d’un mot de Ly(G) alors

Xo = o(ty, .. t,) ssi Vie[l,n](g.:7) ¢
Y T
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(La démonstration est analogue a celle de P3)

On en déduit que 7 € F(G) ssi t € T1(Lp(G)) o F(G) est la forét coréguliére
engendrée par G.

En effet.
Si t € F(G) il existe y € L(G) tel que X, = ¢.
Y

Yy = ry avecr = <G(xl, ey X"); [’(x’.l, cees .\’,-p) >et X, =:7> G(tl, e l‘").

De plus 1 = (¢

Par ailleurs < gq;7; 1'(g.i,» -+ 9o,i,) » €St une production du transduc-
teur T.

. 1;,). D’aprés P3 (g, , ¥) = t; pour tout /.

RN

Donc (qq, 1Y) = 1 (tiy» -+ t;,) = t; et donc 1 € F(G) entraine 7 € (Ly(G)). .
T
Réciproquement si (qo, Y) I~ ¢ alors y = ry’ avec

Fo= O(X g e X,)5 1 (X, s X ) D

'p
On en déduit en appliquant P3 et P4 I'existence de ¢, ..., 7, tels que :
t=1(t, . t,) et Xy 7: oty o 1) v
Par ailleurs : o(ry, ..., 1,) = t(tiy, - t;,) d’00 X, > t et donc tet(Ly(G))
entraine t € F(G).
cqfd.
Les foréts coréguliéres sont donc toutes dans M.

B) Soit K = Z* un langage rationnel qu'on peut supposer local (cf. B
de la démonstration du théoréme 2) et T un transducteur déterministe de X*
dans Q*, dont I'ensemble des étatsest Q = { q,, ...,'q, }. Puisque t est détermi-
niste, pour tout a € £ et g€ Q, il existe au plus un arbre 1 de- Q*(Q) tel que
{g;a;t) est une production de 1. On posera donc

t si (gq;a;t) estune productionde 1,
t,a = 9 # sinon, ol # est un symbole nouveau n’appartenant pas a
QuzZu@:

On construit une grammaire coréguliére dont I'ensemble des symboles
terminaux est Q U { # !, en attribuant a # le degré 0, et I'ensemble des
symboles non-terminaux est { X, } U { @ | ae L }. Le degré de a pour tout a,
est n = Card (Q). On pourra donc. prendre Q comme ensemble de variables.

Les régles de cette grammaire sont :

— sigeZWM

ro = Xos @llg, a0 s lgna) D
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— si(a,a')ex? — 2
Twa = K815 0 40)3 Allg, 00 w01 1g,a) Vs
— siaeX? |
pour tout g; état initial du transducteur
Tag = (415 -1 94): 4i )-
Sia = a;, ... a; est'un sous-mot terminal d’'un mot de K on pose

Yo = TaVara , - Tapa

On démontre par les mémes méthodes que précédemment :

Xo = G (t), - t,) ssi Vie[l,n] (g, o)+t

ouT est le transducteur T auquel on a rajouté les régles manquantes{ g; a; # ).

On en déduit, par des méthodes déja utilisées, que F(G) = T(K). T(K)
est donc une forét coréguliére. '

I reste a démontrer, pour obtenir le résultat voulu, que T(K) est aussi une
forét coréguliére. Or, par construction de T on a :

site Q* — Q*(#)alors (g, a) - ¢ ssi(q, @)

AT
o

On a donc
I(K) N (Q* — Q*(#)) = TK) n (QF — Q*(#))

or 1K) = Q*f — Q*(#)d’ou t(K) = T(K) N (Q* — Q*(#))

Or Q* — Q*(#) est évidemment une forét reconnaissaple; T(K) est une
forét coréguliére. On va démontrer ci-dessous (Proposition 9) que Iintersec-
tion d’une forét reconnaissable et d’une forét coréguliére est encore une forét
coréguliére, d’ou t(K) est une forét coréguliere.

cqfd.
Proposition 9

La classe des foréts coréguliéres est fermée par intersection avec une forét
reconnaissable.

En effet.

Soit G une grammaire coréguliére qui engendre F(G) = X% et H < ¥
une forét reconnue par 'automate déterministe { 4, 45, o).

On peut étendre homomorphiquement a en une application qui &

te Zx(xy, .y X,)
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tait correspondre une application a, : 4" — A4 qui vérifie
Vg, o e Zhl(ey, o )] = o (ltg]fs oo 124D
(Il n’est pas nécessaire que toutes les variables x; figurent dans ¢.)
On va construire une grammaire coréguliére G' qui engendre F(G) N H.
Le vocabulaire terminal de G’ est celuide G : Z;.

Le vocabulaire non-terminal de G’ est: |J {o} x 4% ou I, est le
oeIn

vocabulaire non-terminal de G (on peut supposer que X,, 'axiome de G, est
le seul symbole de degré 0 de ).

L’axiome de G’ est (X,, 4°) = X,,.
Les régles de G’ sont définies par :
— st ( Xp;0(t4, ..., t,) > est une régle non-terminale de G alors
(Xos o, a;, . a; Nty s t,)
est une régle de G avec a;, = o, = ||t
— si {O'(Xy, .y X,); O(fy, - 1,) D €5t une régle non-terminale de G
alors pour tout (a;,, ..., a; ) € A?

Oy @iy over @)X oy X,)5 (05 @y ooy @ N ys oo 1) D
est une régle de G' ou a;, = o, (a;,, ..., a;))

— si { X,; t) est une régle terminale de G alors { X, ; ¢ > est une régle
de G’ si et seulement si o, = ||t]| € 4,

~ si {o'(xy, ..., x,); t > est une régle terminale de G alors pour tout
@, s a;,) € 47,

{0, a;, ..., a; )x;, ..., x,); t > est une régle de G’ si et seulement si
o (@ .o ;) € Ap.

Il est immédiat par construction que :

a) X, = olt, .., t,) entraine X, = (o,
G G’

4]l el - 22)
b) (0, i o @, Nt1s - 1y) = (0 @ @ )y, - 1)

entraine o'(ty, ..., t,) = o(t}, .., t,)
G

n

et Xo = (0,8, @, Nty - L) entraine Xo = ofty, ... 1,)
d’ou X, —_G> o(tys - t,)  SSI
Xo 2 @ Jtall o Jtalers s 2}

n° 3, mars 1976
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Par ailleurs d’apres la définition des régles terminales de G’
(o, [[t2]ls o [l Xty wos 1) =1 ssi oty . t,) =t

et [|t] € A

On a donc bien F(G') = F(G) n H.

cqfd.

Dans [ 1] sont définis des transducteurs « ascendants » qui, a 'opposé des
transducteurs « descendants » définis ci-dessus, transductent les arbres en les
parcourant des feuilles a la racine (!).

En utilisant une construction analogue a celle utilisée pour démontrer la
proposition 9, on démontre :
Proposition 10

M est fermée par transduction ascendante déterministe.

Par contre M| n’est pas fermée par transduction descendante quelconque.
Sinon on aurait, puisque M est incluse dans M, : NT(M,) < NT(M}) < M;.
Or NT(M,) = M, qui n’est pas incluse dans M.

M n’est pas non plus fermée par transduction ascendante quelconque 'car
alors, puisqu’une transduction descendante est le composé de deux transduc-
tions ascendantes [1], M serait fermée par transduction descendante.
Proposition 11

Si @ est un homomorphisme de monoide et si L appartient @ la classe
EDTOL-strict, ¢(L) — { A} appartient a la classe EDTOL-strict.

En effet.

Onssait [ 1] que si Fest une forét de £* et ¢ un homomorphisme de monoide
défini sur ¥, il existe un transducteur ascendant déterministe t tel que

O(t(F)) = o(®(F)) — { A }. Le résultat découle alors des théorémes 2 et 3
et de la propositton 10. '

cqfd.
Proposition 12

La classe EDTOL-strict est identique d la classe des langages de EDTOL
ne contenant pas le mot vide.

En effet.

Il est clair que tout langage de EDTOL-strict est un langage de EDTOL ne
contenant pas le mot vide. Réciproquement si le langage L est engendré

(1) Dans I'univers des objets mathématiques, les arbres ont les feuilles en bas et la racine en
haut!
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par une grammaire ETOL déterministe G = { V, T, ¥, >, on construit une
grammaire ETOL déterministe stricte G’ en remplagant toute régle X — A
figurant dans une table de & par la régle X — « ou « n’appartient pas a 7-
Le langage L' = L(G') appartient donc a EDTOL-strict. Soit ¢ ’'homo-
morphisme défini par @(x) = x, si xe T et (¢) = A. On a bien L = ¢(L").
Si le mot vide n'appartient pas a L, L = ¢(L') — { A } qui appartient a
EDTOL-strict d’aprés la proposition 11.
cqfd.
Cette proposition a également été démontrée par M. Latteux [6].

ANNEXE

Démonstration de P 1:

— Si y est de longueur 1 alors vy est formé d’une seule table P,

* 81 A=w =z, ..z, c’est que la régle terminale 4 — w appartient a P,.
b

et donc que le transducteur contient la production { g,; P;; A(zy, ..., 2,) D
dou (g, P;) - A(zy, ., z,) et ®(A(zy, ..., 2,)) = 2, ... 2, = W.

2 “n n
* Réciproquement si (q,, P;) -t avec ®(t) = z, ... z, eT*, alors, par
T
construction de T, ¢ est nécessairement égal a A(z,, ..., z,)avec4 — =, ...z, € P,
dou A=z .z,
P;
— Siy = P,y etsi Pl est vraie pour y’
Si A = w alors il existe 4 — uyA; ... A, u, e Pet w,..,w, e T* tels que

N
pour tout j, A;, = w; et tels que w = uow, ... wu

n’n°
Y
D’apres (P1), pour tout j, il existe 7; tel que (g,,.Y) I~ t; et ®(r;) = w,.
J T
D’autre part le transducteur contient une production < g,; P;; 1) avec
0= UGy, s Ga, ) €L D) = UoGy, - Ga, Uy

Donc (g4, Py') & t(ty, ..., t,)et D(e(1y, ..., 1)) = uo®(z,) ... D(¢

* Réciproquement si (q,, P;y') - ¢ alors il existe une production
T

{q4;P;; [r(qA,-l'a ey in") >
du transducteur et des arbres 7, ..., 7, tels que Vje [1,n](q,,.7) ¢ et
t=1(ty, o t,) ' t

cey by

De plus si ®(t') = uoq, .. qu, U, alors A > upd;, ... 4; u, € P;.

n® 3, mars 1976
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En appliquant Pl on obtient que 4; = (D(t) pour tout j d’ou
A e uo@(t,) ... O(t,)u,,

Or <I>(t) = uy®(z,) ... Oz,)u,,.
cqfd.
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