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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XXVII-4 (1986)

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

CATEGORIQUES

ON THE GEOMETRY OF COMPUTATIONS
by René GUITART

RESUME , L'article consiste en une suite de 5 conférences
indépendantes qui donne les résultats suivants:

A. Les théories (e.g. algébriques, multialgébriques, cohé-
rentes, du premier ordre) se décrivent en termes d'esquisses
nixtes; et dans ce cadre l'extension du théoréme du faisceau
associé en un théoréme d'existence de "diagrammes localement
libres" est possible [1 et 3]; et ceci est "essentiellement" la
méme chose que le théoréme de Lowenheim-Skolem, le spectre (e.g.
de Zariski), la construction de proj-adjoints [31. .

B. Tout diagramme localement libre se compléte en un autre
qui est relativement filtrant et a une forme invariante [3, 51.

C. Les schémas de programmes se décrivent par esquisses
nixtes, et de ce point de vue il y a une sémantique universelle
par extension de Kan pour décrire ce qu'un programme calcule
[2 et 51.

D. I1 y a une description du type d‘homotopie de théories
et d'algorithmes, avec comme exemples les groupes de Galois et
de Poincaré, qui décrit 1l'‘ambiguité des programmes [3, 4 et SI.

This paper consists of five lectures given since 1981. A

universal semantice for computation is produced, extending that of
Herbrand. Furthermore, we describe how to construct homotopy types
for theories and algorithms; whence a description of ambiguity for
programs, extending that of Galois.

CONTENTS,

The theory of sketches (revisited), 19*" P.S.S.L., 23-24 May 1981,
Paris (Prepub. Math. Univ. Paris- Nord 23, 1981, 21-28).

. Bsquisses de programmes, exposé du 18/12/1982, Paris.

Esquisses et spectres, Sém. Général de Logique Paris 7, 12/12/1983.
Type d‘'homotopie des théories, P.S.S.L. 3/3 1984, Paris.

Elements of a geometrical study of algorithms, Category Theory at
Lowenberg Manor, Univ. Fribourg and Genéve, 23-28 July 1984.

. Comments (1986).
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R, GQUITART
1, THE THEORY OF SKETCHES (Revisited)>*

This talk is a survey of recent results obtained by myself and
Christian Lair. The proofs are detailed in our papers [4, 5, 6].
We have been spurred on this subject by two false conceptions
of some categoricians:
(C1) "The calculus with a sketch S is too much subtle, and it is
better to work with the type (i.e., the completion) of S." **
(C2) "The calculus with a mixed sketch is too much general and can-
not produce results as for instance those produced by the
calculus with sites or the calculus with localizable categories."

The falseness of (C2) is not so immediate to detect, but follows
from our results hereunder; these results work also against the
assertion (Cl), but concerning (Cl) it is also interesting to insist
on its philosophical connotation:

The power of Category Theory (C.T.) consists in two complement-
ary things: on the first hand C.T. provides a background (the phil-
osophy of adjunctions) for the quest of "good concepts"; on the other
hand C.T. provides a precise tool (the diagrammatical method) for the
effective attack of "essentially combinatorial problems" (as for ins-
tance the study of limits in a category of models).

In fact (Cl) rests on the forgetting of the second hand above-
mentioned. It is as much erroneous as are false its classical anal-
ogues (e.g., "the calculus with generators of a group is too much
subtle, and it is better to work with all the group", etc...).

With the Theory of Sketches (S.T.) we are not looking for a kind
of “aesthetic or conceptual satisfaction", this is not the point. The
fact is that S.T. is an analytic model theory (in the same way one
can speak of the analytic geometry), and the question is just: is it a
simple and successful tool? So, in order to be clear on this question,
I shall not speak here of different possible extensions of the
calculus of sketches initiated in (4, 5 or 6] (e.g., sketches over a
given sketch and theories in a given theory, enriched sketches, cal-
culus with internal formulas and internal trees, links with the cal-
culus of exact squares and the deduction in a fibred category. For
this last point, cf. also my talk at Amiens'80 Meeting: "Qu'est-ce que
la Logique dans une catégorie?" (these “Cahiers" XXII-4, 1982).

* éIaour"rngéses Fau.:eauzx8 et Logique (19* P,5,S,L,), Prépub, Math, Univ, Paris-Nord,
n
*>*) However cf Comnents at the end of this paper,
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ON THE GEOMETRY OF COMPUTATIONS

1, Sketches and sketchable categories,

DEFINITION 1 <(Ehresmann ([31). An abstract sketch - or shortly a
sketch - is a data S = (5, B, Y1), where § is a category, B is a
family of distinguished projective cones on §, and Y is a family of
distinguished inductive cones on §. A realization R of S is a functor
R: § + SET continuous and co-continuous (i.e., for all p € P, the cone
Rp in SET is a projective limit cone, and for all y € Y the cone Ry
in SET is an inductive limit cone).

DEFINITION 2 (Guitart & Lair [4]). A concrete sketch is a data S =
S, B) where § is a graph (i.e., an object of the category SETé =9
and E a family of distinguished projective cones on SET®. An element

f = (fr1: Vo Colrex

of F is a &-formula, V is its "variable", and the C: are the “condi-
tions". A realization R of S is a functor R: § -+ SET such that for all
f in F we have

L_i'xn Hom(C:, R) —i=o_ Hom(V, R).

DEFINITION 3 (Andreka & Nemeti [11). An axiomatization is a data S =
(8, A) where § is a category and A a family of distinguished discrete
projective cones on SET®. A realization R of S is a functor R:
S 9+ SBT such that for any element a4 = (a: : D 3 Bu)ix in A we have

i1 Hom(By, R)—=ri 9y Hom (D, R).

Let S be an abstract sketch, a concrete sketch, or an
axiomatization. The category of all natural transformations between
realizations of S is denoted by SET®, and the class of its objects is
denoted by (SET®)o.

THEOREN 1 (from Chapters 2 and 4 of [41). The following conditions
on a category X are equivalent:

(1) X is naturally sketchable in the sense of [3]1, i.e. X Is
equivalent to a category SET® with S an abstract sketch.

(5> X is equivalent to a category SET® with S a concrete sketch.

(k) X is equivalent to a category SET® with S an axiomatization.

So, from now on, the distinction between (i) and (j) or between
(1) and (k) is mainly of a psychological interest, in the same vein
as the distinction between abstract manifolds and embedded manifolds.
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R, GUITART

About sketchability (in the sense (i)) we can recall a theorem
of Lair (published in 1971) which asserts that X is naturally
sketchable iff X is naturally sketched by S; = (SET, Lim, Lim), where
Lim (resp. Lim) is the class of all projective limit cones (resp.
inductive limit cones) on SETX,

Now, let S and S' be two abstract sketches. A morphism from S
to S' is a functor F: 8§ 4+ §' such that F(P) C P* and F() C Y'. Ve
denote by SKE the 2-category of all natural transformations between
these morphisms.

DEFINITION 4 (Guitart & Lair (5, 61). A category X is sketchable if
there is a category I internal in SKE< such that X is equivalent to
(SET®)o.

Roughly speaking X is sketchable if its objects (resp. its
morphisms) can be described as functors So -+ SET (resp. S: -+ SED
satisfying some continuity and co-continuity conditions. And "X is
naturally sketchable in the case where S. = S.62.

THEOREN 2 (from [51). In general a sketchable category is not natur-
ally sketchable. If X 1s sketchable by

is
L= (So__i_, Sy — 82),
7

if So 1s purely projective (i.e., without any distinguished inductive
cone) and if there is a functor

V: 81 9 Sox2 such that V.ip = do and V.ih = dv,

then there is a naturally sketchable category B - namely B = Set®e -
and a co-monad G on B such that X = Kleisli(G).

In (5] other criterions are given. This type of results allows
to study various categories of "lax" morphisms by the analytical me-
thod of sketches.

2, Examples,

Of course the algebraic theories of Lawvere, the algebraic
theories of Bénabou, the categories of algebras of monads on SET, the
categories of sheaves on sites, are examples of purely projective
sketches.
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ON THE GEOMETRY OF COMPUTATIONS

A first interesting example of a mixed sketch has been furnish-
ed by A. Burroni in 1970, for the category TOP of topological spaces.

THEOREN 3 (from [61). If X is split cofibred over SET, then X 1is
sketchable.

THEOREN 4 (from [61). If X 1is a category mod T of morphisms between
models of an arbitrary finitary first order theory, then X is sket-
chable.

THEOREX 5 (from (41>, If X 1is the category of models in SET of a
site, then X 1s naturally sketchable.

It will be interesting to characterize the "shape" of the
sketches corresponding to sites. We have not got time to do it. But
we have completely solved the question for localizable categories:

THEOREN 6 (from [4]). A category X 1s localizable in the sense of
Diers (2] iff X 1s naturally sketchable by a sketch S where the dist-
inguished inductive cones have discrete bases (l.e., they represent
some sums).

¥.B. In fact the proof of this Theorem 6 uses Theorem 12 (§ 4).

The class of categories of models of sites and the class of
localizable categories are not "stable by negation" (so, the category
of rings which are not fields is not localizable). By contrast:

THEOREN 7 <(from ([6]1). Any boolean (finite or not) combination of
sketches is again a sketch (a mixed sketch in general, even. if the
datas are purely projective or purely inductive).

THEOREN 8 (from (681). If X is sketchable by a purely inductive sketch
then X is sketchable by a purely projective sketch (but this projec-
tive sketch may be large).

So, up to size conditions, purely inductive and purely projective
sketches are of the same nature, essentially algebraic. Consequently
the full power of the Theory of Sketches concerns the mixed case.

3, Limits of models,

One of the applications of projective sketches has been the
classification of associative unitary tensors in algebraical cat-
egories over SET (after 1972), in the works of A. & C. Ehresmann,
Foltz & Lair, Foltz-Kelly-Lair). Concerning tensors I have proved
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R, GQUITART

their existence in a category of "commutative algebras" K’ over a
monoidal category K. I worked with the point of view of monads, and
strictly speaking my result does not concern sketches (the base
category K 1s not SET, and even is not necessarily sketchable).
Nevertheless it is well known that we have to think of the Kleisli
category of a monad as a sketch for its algebras; so in this kind of
results the part played by the sketches is to be clarified.

The question of tensors involved a special case of the essential
problem of the construction of inductive limits in algebras. And if X
is a non-algebraic category of models, X is sketched, but not neces-
sarily by a purely projective sketch, so that the existence of pro-
Jjective limits in X makes problem.

Concerning this question of limits in models, the fundamental
basic idea is that the main obstruction for the computation of limits
in a naturally sketchable category is concentrated in the problem of
commutation of limits in SET.

In [4] we give some criterions for the computations of pro-
Jective limits, inductive limits, partial limits, local limits, ultra-
products. In this talk I shall give only two examples.

Let X be a naturally sketchable category, X = SET®, where S =
S, B, ). Ve denote by Base (Y) the set of categories which are
bases of cones of Y, and we denote by Com Base () the set of
categories C such that for all B € Base (Y) the projective limits in
SET indexed by C commute with the inductive limits in SET indexed by
B. Then we have:

THEOREN 9 (from [4]. With these hypotheses, the category X bhas all
projective limits Indexed by any category C € Com Base (Y). The dual
result holds for inductive limits.

This Theorem 9 is very easy, and as a corollary we have that a
localizable category admits connected projective limits, because in
SET these limits commute with sums, and because of Theorem 6. So,
Just looking to the shape of the sketch of a field, it is trivial that
the category of fields admits pullbacks.

But why does not the category of fields admit products? In fact
it is really because the product in the category of rings of two
fields is not a field, and because the sketch of fields is limited in
the following sense:
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ON THE GEOMETRY OF COMPUTATIONS

DEFINITION 5 (from (5)). Let S = (§, P, Y) be a sketch, and let Spros =
8, P, B be its "projective part". S is said to be limited if any ob-
Ject V of 8 is the vertex of a projective cone p € P, say

P= (pr: V3 Podrea

such that for any object I of I the functor Hom(P:, -): § + SET is a
realization of S.

THEOREN 10 (from [41). If a sketch S 1s limited, then the inclusion
SET® -+ SET®rr®! commutes with all small projective limits.

4, Toward the spectrum: the small locally
free diagram,

In the case of purely projective sketches an essential tool was
the Associated Sheaf Theorem, and a mixed version of it was to-find.
Ve have proved it (Theorem 11 below).

DEFINITION 6 (from [4]). Let ¢ be a cardinal. A c-injective sketch is
a sketch S = (g, P, Y) such that for all element y = (ys: Bs 9 Vser
of Y, for all realization R: S + SET, and for all x € R(V), we have

Card R(ys)"' (x) ¢ ¢

THEOREN 11 (from [41). If S is a small c-injective sketch, then each
realization R: Sproy » SET (resp. each functor R: 8§ + SED has a small
locally free diagram (D, d) in SETS.

This means that D: A -+ SET® is a functor with domain a small
category, d = (da: R 4 Dadaca is a projective cone in SET with base D
and with vertex R, and these data induce, for all G in SET® (G is a
realization of the mixed sketch S), an isomorphism

Lip Hom ___ (Da, G) —— Hom ®, 6.
feler  SETS sETeeres !

THEOREN 12 (from [4)). If S is a small sketch where the distinguish-
ed inductive cones have discrete bases, then each realization R:
Spres + SET has a small locally free family ((Da)een, (dadwen) in SETS.

This means that M is a set, (Du)een is a M-family of realizations
of S, (daen a M-family of morphisms da: R - D. in SET®"e¢, and these
data induce, for all G in SET®, an isomorphism
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R, GUITART

I Hom (Da, G) —=— Hom (R, ®.
I3 SET® SETSProd

In the “Diers version" of the spectrum there is, as an hypo-
thesis, the existence of locally free families: our Theorem 12 asserts
that this hypothesis is always satisfied in the case of localizable
categories and localizable functors.

In order to understand in the same way the beginning of the
“topos version" of the spectrum with respect to a geometrical theory
(Coste, Makkai & Reyes), we have to note that the proof of Theorem 5
consists in applying Theorem 1 to the axiomatization (L, YON(Go(C)):
where YON: C + (SET®)® and (C, Go(Q)) is a site given by a basic
system Go(C) of covering families. And then we have:

THEOREN 13 (from [41). Let (S, A) be an axiomatization (for example,
€, Go(Q)))., If for all a = (as: D 4 By In A we have that each ai
is an epimorphism, then the sketch associated (by (1) & (k) in .Theo-
rem 1) is 1-injective, and the conclusion of Theorem 11 is true.

Now to go to a spectral analysis of an arbitrary first order
theory, the key is Theorem 11: the deeper step in the description of
the spectrum is the construction of small locally free diagrams as in
Theorem 11, and then the "total spectrum” of R will be the descrip-
tion of all connections between the various small locally free
diagrams on R. This will be exposed with details elsewhere.
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ON TME GECMETRY OF COMPUTATIONS
2, ESQUISSES DE PROGRAMMES™

Résumé, Le point de vue des esquisses permet un exposé "géomé-
trique" de la Théorie des Modéles. On rappelle ici ce qu'est une es-
quisse et on donne quelques exercices. On montre ensuite comment un
programme est une réalisation d'une esquisse. On en déduit une des-
cription de la composition des programmes.

1, Définition et exercices d'esquisses,

Une esquisse est une donnée S = (g, B, Y) ou § est une catégo-
rie**, P une famille de cénes projectifs dans § et Y une famille de
cones inductifs dans §.

Une réalisation de S dans une catégorie C est un foncteur R:
S -+ C tel que, pour tout p € P (resp. y € Y), Rp soit un céne limite
projective (resp. Ry soit un céne limite inductive). On désigne par
Real(S, C) la catégorie dont les objets sont les réalisations de S
dans ( et dont les morphismes sont les transformations naturelles
entre ces réalisations.

On dit qu'une catégorie X est naturellement esquissable par S si
elle est équivalente & Real(S, Ens). Ainsi sont les catégories de mo-
déles de structures algébriques unisortes ou multisortes, totales ou
partielles (si les domaines sont définis par des équations). Dans ces
cas on peut se passer de cénes inductifs dans S.

L'utilisation simultanée de cénes projectifs (pour décrire des o-
uplets et équations de domaines) et de cénes inductifs (pour décrire
des décompositions de sortes et des amalgamations) permet de décrire
plus que les structures algébriques: on atteint ainsi toutes les
structures du premier ordre et les structures mathématiques usuelles
(e.g., corps, eépaces topologiques).

Pour s'initier au maniement des esquisses il faut dessiner des
fragments d'esquisses (de théories familiéres), les coller entre eux,
etc. Voicl quelques exercices de modélisation dans le langage des
esquisses.

1. Décrire une esquisse dont les réalisations sont les
ensembles a4 1 élément, une esquisse dont les réalisations sont les
ensembles & 2 éléments, une esquisse dont les réalisations sont les
ensembles dénombrables.

%) Exposé & Paris, le 18/12/1982,
3%) ou plus généralement un graphe multiplicatif,
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2. Décrire une esquisse dont les réalisations sont les
groupes.

3. Décrire une esquisse dont les réalisations sont les
corps.

4. Décrire une esquisse dont les réalisations sont les
graphes orientés, un esquisse dont les réalisations sont les arbres.

5. Décrire une esquisse S ou deux points (objets) A et B
sont distingués et qui soit telle que, pour toutes les réalisations R
de S, si R(B) = N, alors

RMB) =4 (m, n)e NxN | m £ n}.

6. Reprendre l'exercice 5 avec successivement:
a) S8i R(A) = N alors R(B) Q.
b) Si R(A) = N alors R(B) = R.
c) Si R(A) est un graphe, alors R(B) est l'ensemble des arbres
(ou l'ensemble des chemins, etc.) de R(A).
d) Si R(A) est un polyédre, alors R(B) est l'ensemble de ses
faces (ou de ses sommets, etc.).

7. Décrire l'esquisse d'espace séquentiel (i.e., d'un ensem-
ble E muni d'une famille de suites réputées convergentes, telle que
toutes suites extraites de suites convergentes soient convergentes,
etc.).

]

8. Décrire 1l'esquisse d'ensemble simplicial, de catégorie,
de n-catégorie.
9. Esquisser le jeu de cubes.

2, L'esquisse d'un programme,

Les types d'objets abstraits que l'ordinateur peut traiter tels
quels, et les opérations qu'il peut faire dessus, sont les objets d'un
fragment de catégorie noté Q; et la description des vrais objets que
l'ordinateur peut manipuler et des vraies opérations qu'il peut faire
consiste en un foncteur O: Q 4 Ens. .

En fait 1l'utilisation d'un ordinateur O: Q -+ Ens se fait en
construisant un programme (comme précisé ci-dessous) pour lui faire
calculer une fonction f : E 4 F donnée. On commence en élargissant Q
en une catégorie ] des “types abstraits" accessibles en partant de Q.
Certains types sont construits a partir d'autres (et en particulier
d'objets de Q), et ceci est décrit par des limites projectives (e.g.,
produits et noyaux) ou par des limites inductives (e.g., sommes
disjointes et quotients), ou par limites projectives de limites
inductives, etc., dans I.
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Le type abstrait est donc une esquisse T = (I, B, ) avec un
foncteur U: Q -+ I, et la description des vrais objets complexes que
l'ordinateur peut manipuler sera une réalisation R: T - Ens telle que

Q u y T
N = /
Ens
On désigne par L. la catégorie suivante:
Bl,n"‘\ -
3
Bz,n”
T ‘
v .
// : e RN 2
. S B1Z «—— Bi,2 _
. - ~
. - -
! - Bi'le— «
. _ e
] S~ - -
=~ o - 2
e 3Bz «—Ba,z
l// ,/
T tees
g
Bzn "
291 .- 2 1

ou les fléches pleines sont des actions (ou opérations) et ou les
paires de fléches pointillées de méme. but sont destinées & décrire
des tests.

Soit Q une partie non vide de l'ensemble des "bouts"

Br= { Bl,n, ceny Bz"',n ),
et A: BAQ 9 Uaen-1 B

On désigne par L.[Q, Al le quotient de L. par 1l'identification des
éléments de Q entre eux, et de chaque B € B™Q avec A(B). La classe

des éléments de Q est notée w.

EXYENPLE. Un L:[Q, Al:
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Un guldage dans 1 est un foncteur G: L.[Q, Al -+ I. Soit L.* [Q, A]
la catégorie obtenue a partir de L.[Q, Al en renversant le sens des
fléches en pointillés. Pour un objet B de L.[Q, Al on désigne par
Ch*(B) l'ensemble des chemins (i.e., suites de fléches a la queue leu
leu) dans La*[Q, Al de source X et de but Q.

Si a : B— B', on pose Ch* @>(}\) = X\a ;

sli t: B -—9 B', on pose Ch* (t2)(0) = )yt.

Alors on a un foncteur:

Ch*: LA.Q, Al — BEns .

Etant donné un type abstrait donné sous la forme d'une esquisse
T = (I, B, 0 et un guidage G: La[Q, Al » I, on construit une nouvelle
esquisse Te =( Is, Bs, Ye) comme suit:
1* Pour chaque )\ € Ch*(a), soit Gx la restriction de G & la
partie » de L.[Q, Al. On ajoute & T un objet nm» et un céne projectif
Kx: [mx] 9 Gx de sommet n. et de base G.. On note

Kone: Tt 9 Ga () et Kaw: T 2 Gx (W)

les jambes de K, de pieds o et w. On ajoute enfin ¢: G(x) - Gw) et
les équations g.Kxx = Kiw. Ceci décrit Ja. On note Ue: I 2 Is le plon-—
gement canonique.
2° Les cénes projectifs distingués, éléments de Ps, sont:
- les images par Us des éléments de P,
- les cénes Kx pour ) € Ch*(a).
3° Les cénes inductifs distingués, éléments de Ys, sont:
- les images par Us des éléments de Y,
- le céne discret Kiaw: w1 4 G(a0),
- pour chaque test, i.e. pour chaque paire

B\
U
T-3»D  dans L.Q, A,
v -
c. -~
le céne discret
GB_ _ R
IR
Gv--7~
GC. - —

Un programme guidé par G dans le type abstrait I est alors ex-
actement une réalisation V: Te - Ens. La fonction calculée est f =
Vig): V(o) + V(w); l'ordinateur utilisé est

0= (Q—Yy Tl TV Ens.
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On a donc la situation:
LalQ, Al

/G

0—4Y¥ 7T o, T,

0

Ens

3, La composition des programmes,

On désigne par ESQ la catégorie ayant pour objets les esquisses
(mixtes) (@, B, Y), et pour morphismes les réalisations [i.e. les
foncteurs F: S + §' tels que F(R) C P' et F(I) C Y'l. On peut cons-
truire une esquisse projective (i.e. sans cénes inductifs) Sesa telle
que ESQ soit équivalente & Real(Sese, Ens). Donc ESQ est compléte et
cocompléte, et en particulier elle est a4 sommes fibrées.

On dispose alors d'une bicatégorie des programmes, notée FROG,
et définie comme suit:
Un objet de PROG est un morphisme dans ESQ, A: A 3 Ens (et
est considéré comme un ordinateur, e.g. O ou Tftde §2).
Un morphisme de A vers B est un programme ("calculant B a
partir de A "), i.e. une donnée, dans ESQ, (V; L., Is) = P.

Si
P=(V, In, I&d et P'= (V' L', Is"

sont deux programmes de A vers B, un 2-morphisme de P & P' est un K:
P + P' dans ESQ tel que V'K =V, K.Ia = I.', K.Is = Is".

Si P: A9 Bet QB - C, on les compose par sommes fibrées
de Is et Je:

(W; Je, Jo).(V; Ia, Ie) = (H; Je*.la, Is*.Je),

ot H est l'unique réalisation telle que HJs* = V et H.Is* = W (qui
existe car V.Ie = B = V.Je).
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A B o
T L T T,

P Somme fibrée Q
\Js’\ /Ia/

PVeQ

A B C
\IE/ “*PV;Q:"‘L//
P'\ _ Q!
PVaQt

Pour K: P + P' et L: Q + Q', on construit M: PVeQ - P'VeQ' qui est
défini par M.Je* = Je" K et M.Is" = Is".L.

Ainsi on fait de PROG une bicatégorie.

4, Références,

La mise en place générale ci-dessus sera, j'espére, raffinée plus
tard*. Elle a son origine dans deux exposés stimulants de B. Sucher
ou 11 exposait des situations concrétes ou l'usage des types
abstraits lui sembait indiqué. Ensuite j'ai lu un cours de B. Courcelle
sur les schémas de programmes, et je me suis proposé d'utiliser les
esquisses de C. Ehresmann pour exprimer ce qu'est un programme.

* En particulier en développant dans ce cadre la théorie de /'effectivité des pro-
grammes), en précisant le rdle des tests, de la mémoire, du temps, etc,
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3., ESQUISSES ET SPECTRES*

1. Soit U: A 2 B un foncteur, et B un objet de B. On appelle U-
structure libre engendrée par B un couple (LB, €s), ou LB est un objet
de A et e: B » ULB un morphisme de B, tel que pour tout objet A de A
et tout morphisme f: B -+ UA il existe un unique morphisme de A, noté
f-: LB + A tel que Uf .es = f. Autrement dit f~ b Uf~es détermine une
bijection naturelle

Homa (LB, A) =9 Homa (B, UA).

Alors L est un foncteur appelé adjoint (& gauche) de U, ce que l'on
écrit: L -1 U (e, ¥), ou Ya: LUA 2+ A est l'unique morphisme de A tel
que U¥a.eva = Idua. On dit que L est fidéle (resp. plein) ssi, pour tous
objets B, B' de B, l'application

Le,s:: Home(B, B'> — Homa (LB, LB")

est injective (resp. surjective); ceci équivaut & ce que, pour tout B,
€s soit un monomorphisme (resp. un épimorphisme scindé).

Pour tout catégorie A, soit A" = (EnsP)°P, et pour U: A -+ B soit
U%: A" » B" le prolongement de U donné par

U*(F)(B) = limca, ovaserF(A),
qui est tel que

UoYa = YaoU, avec Ya(A)(A') = Homa(A, A").

Alors U® admet un adjoint L donné par L(G)(A) = G(UCA, et U lui-
méme a un adjoint L ssi LeYe = YaoL.

2. Soit T une théorie raisonnable, c'est-a-dire telle que, pour
tout topos élémentaire E, la catégorie Mode T des modéles de T dans E
est bien définie, et ce de sorte que pour tout morphisme géométrique
f: E' 2 E on ait M € Mode'T si M € ModeT. On définit alors Mod T
comme la catégorie ayant pour objets les (E, M), ou E est un topos et
¥ € Mode T, et o0 un morphisme (f, ¢): (E, ¥) -+ (E', ¥") est la donnée
d'un morphisme géométrique f: E' 4 E et d'un §: M -+ M' € Mode'T.

Soit T: et T. deux théories raisonnables, T, plus forte que Tz,
et U: Modens T1 9 Modens Tz le foncteur d'oubli usuel entre catégories
de modeles usuels, et U~ : Mod T: - Mod Tz son prolongement naturel.

* Exposé fait au Séminaire Général de Logique, Paris 7, le 12/12/1983,
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On considére la situation:

A = Modens Ta ——l—————“‘—’ Modens T2

Mod T LUt ) Mod Tz
) |
U

A* = (Bpnsf)p—— ~ 3 (EnsP)or= B

Si U” a un adjoint, cet adjoint est noté Specy et est une restriction
de L. Si Specy(Ens, M) = (Faisc(Xw), M), avec Faisc(Xw) le topos des
faisceaux sur l'espace topologique Xw, les points de Xs sont appelés
les points du spectre et M. = limuv M~ (U) est la fibre en x € Xu;
elle se trouve munie d'une structure de modeéle usuel de T,; le € de
l'adjonction Specy — U™ (¢, ¥) est donné par les em,xi M 9 M7i, . € Xn
qui se recollent en un morphisme

En: M > T C Maexn M,

ou T(M~) est l'ensemble des sections (globales continues) de Xn— - X
ou Xu— est l'espace étalé sur X« associé & M~.

Lorsque (e)w: M 2 I'(M~) est un isomorphisme, le modéle M de T:
se trouve représenté comme ensemble des sections d'un faisceau de
modeles de la théorie plus forte T..

3. Soit U: A + B, et B un objet de B. On appelle U-petit diagram-
me localement libre engendré par B un couple ((L.B)icz, (€8, 1)i1er>, OO L
est une petite catégorie, L-B: 1 + A un foncteur, €s,-: "B’ 3UL-B une
transformation naturelle, tels que, pour tout objet A de A et tout f:
B -+ UA on ait:
1° I1 existe un 1€ I, et un £~ LB+ A tel que Uf-es,; = f.
2° 81 1'et f'v LuaB 4+ A satisfaisant Uf'ee,:» = f, alors il
existe dans I un "“zig-zag":

u us ,
1 D T ) 1s I fp-g —Ho 40

et dans A un "“éventail"

LBleB 1 peleB p 1B —LeB
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Autrement dit, £~ |19 Uf-.€e,. détermine une bijection naturelle

1}:]31;1 HDIIIQ(LxB, A) = Homg(B, UA).

4. Un petit diagramme localement libre ou I = (¥} est simplement
une structure libre au sens du 81. Les spectres (Faisc(dw), M™) cor-
respondent & des petits diagrammes localement libres discrets, c'est-
a-dire od ] est un ensemble vu comme catégorie discréte (i.e., sans
fléche autre que les identités sur les objets), & savoir I = Xn. Mais
il y a des situations ou il n'existe pas de p.d.l.l. discret et ou il
existe un p.d.l.l. Voici trois cas typiques:

a) Soit B la catégorie des anneaux commutatifs unitaires et
A sa sous-catégorie constitutée des anneaux de Boole.

b) Soit B comme en a, et A la sous-catégorie de B consti-
tuée des anneaux locaux.

c) Soit B comme en a et A la sous-catégorie de B consti-
tuée des anneaux de caractéristique non nulle.
Soit U 1l'inclusion de A dans B; alors tout objet B de B admet un U-
pd.l.l.: dans le cas a, I = {# car la situation est algébrique; dans
le cas b, 1 est discret, c'est le spectre de Zariski de B; dans le cas
¢, 1 n'est pas discret (par exemple pour B = Z, on obtient pour I la
catégorie dont les objets sont les n ?> 1 et ou il y a un morphisme de
m vers n ssi n divise m; et LaZ = Z/n2).

5. Une esquisse est une donnée ¢ = (S, P, D ou:
- 8 est une petite catégorie,
- P est une famille de petits cénes projectifs distingués sur §,
- J est une famille de petits cénes inductifs distingués sur 8.
Un morphisme d'esquisses de ¢ vers o' est un foncteur R: S - 8' tel
que R C P'et R C I

Un modéle de ¢ est un morphisme de ¢ vers (Ens, Lim, Lim). On
désigne par Modens o les modéles de o, et si g: ¢ 4 ¢' est un
morphisme par Modens #§ : MOdens ¢' 2 Modens ¢ le foncteur induit par la
composition avec 4.

Une catégorie A est dite esquissable si A est équivalente a
¥odens ¢ pour une esquisse ¢; un foncteur U: A -2 B est dit esquissable
81 U = Modens ¢ pour un morphisme d'esquisses g. Sont esquissables:
les catégories de faisceaux, de modéles d'un site, d'algébres partiel-
les, d'algebres avec spécifications initiales, les catégories de modé-
les de théories du premier ordre.
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6. La notion d'esquisse, les premiers exemples et l'application a
des questions de complétion sont dis & Ehresmann [3]. Les 4 exemples
de la fin du 8 sont expliqués dans [4]. En fait les théorémes clas-
siques d'existence d'adjoint (en particulier le Théoréme du faisceau
associé), les théorémes d'existence de spectre de Coste (1] et de
Diers [2] se retrouvent comme cas particuliers du résultat suivant:

THEORENE (Guitart & Lair [4]). Si U: A -+ B est un foncteur
esquissable, alors pour tout objet B de B il existe un U-petit
diagramme localement libre engendré par B.

En réalité (voir [41) la construction de ] et des L.,B est faite
par récurrence transfinie qui s'arréte, &4 l'aide de limites inductives
explicites, de sorte que l'on peut majorer le cardinal de I et de cha-
que LB a partir de ceux de o, B, I, o', P!, I' de ceux des bases des
cénes éléments de F, I, P', I', et & partir du cardinal de B. Par ex-
emple, si ¢ = (S, @, @) et ¢' = (§, P, I" et si B = 0, objet initial
de Ens®, la construction du théoréme montre que si ¢ a un modéle, ¢ a
un modéle de cardinal ¢ p(r'). On doit donc voir le théoreme comme
une version catégorique précisée de Lowenheim—-Skolem.

7. On peut voir un U-petit diagramme localement libre comme une
PROJ-U-structure libre, en désignant par PROJ-U: PROJ-A -» PROJ-B le
foncteur induit par U, avec PROJ-A la catégorie dont les objets sont
les foncteurs F: I » A, 1 petite, et ot un morphisme de F: I 4 A vers
G: J + A est un atlas (voir Commentaire 199 de [31), c'est-a-dire une
classe 4 de triplets notés «a: i 4 j» telle que:

a) 1€lo, J€ Jo, at F(1) 4 G e A.

b) Pour tout v: f J'e J, «G(Wa: 13 J'» e A

c) Pour tout fe Jo, i1 existe un «a: 14 f » € A

d) Pour tout i'e Jo et wx: 19 j» e Aet a: FaD - G,
on a «a't 1'9 J'» € A ssi 11 existe dans ] un zig-zag

1 M2, g e 1z PP iney —H—y 1

et dans 4 un “éventail"

Fu, Fus
Fi + Fiz ¢ Fis
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Autrement dit, on a

Homeros-a(F, G) = lims lim: Homa(F-, G-.).
On définit les foncteurs

ca: A 9 PROJ-A et bha: PROJ-A - (Ensh)er

par ca(d) = [Al: 1 » A
et ha(F) (A) = limier Homa(F (1), A).

Alors pour tout U: A 4 B on considére la situation:

» B
T o
PROJ-A PROJ-U____ , proJ-B
b
K U i

et on vérifie que l'existence d'un adjoint Specy & PROJ-U équivaut-a
l'existence pour chaque objet B de B d'un U-petit diagramme locale-
ment libre.

Ce formalisme permet de préciser que c'est donc comme objet de
PROJ-A qu'un p.d.l.l. sur B est déterminé & un isomorphisme prés. En
particulier la catégorie 1 n'y est pas déterminée a isomorphisme (de
catégories) preés, sauf dans des cas particuliers. Par exemplé si on
sait que I est discret (resp. un groupe), alors ce 1 est déterminé a
une bijection (resp. & un isomorphisme de groupes) pres.

8. Avec les notations du 83 on dira que le p.d.l.l. est relative-
ment filtrant ssi pour tout f: B 2 UA et toute catégorie finie E, tout
foncteur V: E 2 1 et tout céne )\ dans A de base LBoV et sommet A tel
que Uxe = f, il existe un i- € L., un céne )\' dans [ de base V et
sommet 1. et un ot LB 9 A avec a. LxB = )\, UL.-B.e = €5, 10,

En itérant une suite dénombrable de fois le théoréme du §6, on
montre (voir [51) que tout p.d.l.l. peut étre agrandi en un p.d.d.l.
relativement filtrant noté rf((LB)ic, €s, ).

Pour tout foncteur W: X - B, soit BIV la catégorie dont les ob-
jets sont les (f: B » VX; X), et dont les morphismes sont les x.

X + X' tels que Wx.f = ',
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Dans la situation que nous envisageons, le foncteur
BlWoL¢~>B) 4 BIU

est a4 fibres filtrantes, et donc, d'aprés le Théoréme A de Quillen, les
catégories Biy(UoL(~>B) et BIU ont le méme type d‘homotopie. Et comme
Bi(UoLc->B) est petite, on obtient:

THEORENE (Guitart [51). Si U: A - B est un foncteur esquissable, alors
pour tout objet B de B, la catégorie BIU a un petit type d'homotopie;
en particulier si A = Modens ¢, A a le type d'homotopie d'un petit CW-
complexe noté gv et appelé géométrie de v.

Par exemple si ¢ est la théorie dont les modeles sont les réso-
lutions complétes de P e QIX], gr est le classifiant du groupe de Ga-
lois de P, de sorte que ce groupe apparait comme n.gv (groupe de
Poincaré de gm).

9. Avec les notations du 87, soit PROJais A (resp. PROJcon A) la
sous-catégorie pleine de PROJ-A dont les objets sont les F: 1 + A
avec ] catégorie discrete (resp. connexe). On a

PROJ-A = PROJaia PROJcon A

de sorte que Specv (du §7) est isomorphe & Speceroscon-v (du 82). L'ap-
proche de Diers [2] est alors reproductible de sorte a décrire une
topologie spectrale sur 1l'ensemble des composantes connexes de gv,
d'ou un espace spectre Sr et un morphisme continu gr -+ Se.

10. La catégorie Top des espaces topologiques n'est pas esquis-
sable au sens strict. Par contre elle est P-esquissable au sens:

Une P-esquisse est un couple (¢, E), ou o¢ est une esquisse
et oo E C 8x8; un modéle de (r, E) est un modele R de ¢ tel que, pour
tout (f, g) € E, on ait PR()) = R(g), ov P: Ens 3 Ens est le fonc-
teur "parties".

Les catégories Ens°®, Top sont P-esquissables.

On a un principe de dualité: si X est P-esquissable, alors Xe°
l'est aussi.

On peut montrer (les détails paraitront ultérieurement) que si U:
A + B est un foncteur P-esquissable, les théorémes des §86 & 9 sont
encore valables, et donc PROJ-U: PROJ-A - PROJ-B a un adjoint a gau-
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che et, vu le principe de dualité, INDU-U: INDU-A - INDU-B a un
adjoint a droite (avec INDU-A = (PROJ-A°P)°P).

On montre aussi que si A est P-esquissable, alors dans A les
idempotents se scindent.

Cecl permet d'obtenir des résultats du type Birkhoff:

THEORENE. Soit U: Modens(v, E) <— BEns®. Alors U a un adjoint a gauche
(resp. a droite) ssi pour tout diagramme F: 1 - Modens(¢, E) avec 1
petite, on a

1(i_m(UoF) € Modens(r, E) (resp. 1im(UoF) € Modens(r, E)).

Remarquons pour terminer que 1l'on peut reprendre toute la théo-
rie, exposée ici pour des modéles dans Ens, dans le cas des modéles
topologiques (i.e. dans Top). Par exemple dans des situations:

A = Corps topologiques, B = Anneaux topologiques,
ou A = Anneaux locaux topologiques, B = Anneaux topologiques,-
on obtient des spectres "non-discrets", c'est-a-dire des petits
diagrammes localement libres ou ] n'est pas discréte.

REFERENCES,

1, M, COSTE, Localisation, spectra and sheaf representation, Llecture MNoles In
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4, TYPE D'HOMOTOPRPIE DES THEORIES*

1. Une P-esquisse est une donnée S = (8, B, ¥, E) avec § une
petite catégorie, P un ensemble de petits cénes projectifs sur &, Y un
ensemble de petits cénes inductifs sur S, et E une partie de SxS. Un
modele de S est un foncteur M: § - Ens qui transforme en limites
projectives (resp. inductives) les éléments de P (resp. de Y) et qui
satisfait a

PN (f)) = M (g) pour tous les (f, g) € E,

avec P: Ens -+ Ens le foncteur "parties". On désigne par P-esq la caté-
gorie des P-esquisses et foncteurs compatibles. On désigne par mod S
la catégorie des modeéles de S, avec pour morphismes les transforma-
tions naturelles. On désigne par CATMOD la sous-catégorie de CAT
ayant pour objets les mod S et pour morphismes les

mod F: mod S 9 mod T, avec F: T » S.

On démontre que CATMOD a pour objets: les catégories d'algébres de
triples avec rang, les catégories de faisceaux, la catégorie des
compacts, la catégorie des topologies, les catégories de modéles de
théories du premier ordre, les catégories de modéles de sites, les
catégories d'algebres topologiques, etc. On démontre aussi que CATMOD
est stable dans CAT par limites projectives et que, pour toute S, il
existe S*° telle que (mod S)°° soit équivalente & mod S*.

2. Si C est une catégorie non nécessairement petite, son espace
classifiant est BC = (Unio (NQ)n x AW/~ , OU

(NC)n = {(Fr,,f) € C" | cod f; = dom fisr, 1 € 1 ¢ 0

est muni de la topologie discrete, ou

A= { (ts, ooy t) e R 1O ¢ £, €1, 2¢8:=1,0¢1i#% n}
est muni de la topologie induite par R"*/, et ou ~ est décrit par:
C(fry ooy Limgy Livr Liy fivryorny o), (to,nnny ta-)> ~
CErynny £a)y, oy tiar, 0, ta,e., ta-1)D,
<K (f1,-.-, fi, Idcoau, fnl,..., fn), ('to,..., Toe1 D ~
<< (f),..., fn), (tc,..-,t[—l, tz“xw, tx;z,...,tr..”)>,

ceci pour tous les i ¢ n et tous les n > 0.

* Exposé au Peripatetician §,5,L,, 3/3/1984, Paris,
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On définit ainsi un foncteur B: CAT -+ TOPFP. On notera ici
1i: Hotop -+ HoTOFP et q: TOP - HoIOP

les foncteurs canoniques.

3. THEORENE 1. Pour toute P-esquisse S on peut construire par
récurrence transfinie un ensemble ¥S dans la classe B(mod S) tel que
¥S - B(mod S) soit une équivalence d‘homotopie, et on détermine ain-—
s1 un foncteur ¥ a petites valeurs tel que 1Y spit naturellement iso-
morphe & geoBemod, soit ¥: (P-esq)°® - Hotop.

THEORENE 2. On a un “principe de dualité": S = YS*.

Si 8 est algébrique, ¥S = o, et si S est multialgébrique ¥S est
discret; voici deux cas plus riches, assez typiques:

- On désigne par POLY la catégorie des (K, P), avec K un
corps commutatif et P un polynéme sur K, un morphisme de (K, P) vers
(K*', P) étant un morphisme de corps u : K » K' tel que v P = P'. On
désigne par SOL la sous-catégorie pleine de POLY ayant pour objets
les (K, P) avec K contenant toutes les racines de P. Pour (K, P) dans
POLY, soit sol(K, P) la P-esquisse dont les modéles sont les

s: &, P)+ (' PY avec (', P e SOL.

THEORENE 3. On a ¥ sol(, P) = B Galois(, P).
En particulier on peut définir le groupe de Galois par:
Galois(K, P) = mY¥ solX, P).

~ On désigne par Top la catégorie des espaces topologiques
et par 1-Flein sa sous-catégorie pleine ayant pour objets les espaces
X satisfaisant &: 1° X est connexe et est localement “connexe et sim-
plement connexe"; 2° X est simplement connexe.
Pour X € Top, soit l-remplissage(X) la P-esquisse dont les mo-
deéles sont les u : X' » X avec X' € 1-Plein,

THEORENE 4. Soit X un espace connexe et localement "connexe
et simplement connexe"; alors on a:

Y l-remplissage (X) = B Poincaré(X).
En particulier on peut définir le groupe de Poincaré par:

Poincaré(X) = m: Y l-remplissage(X).
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5, ELEMENTS OF A GEOMETRICAL STUDY OF
ALGORITHMS™

O, Motivations,

As a byproduct of the theory of satellites exposed in "Calcul de
satellites" (Cahiers Top. et Géom. Diff.,, 1983), I have a ‘“complete"
non-abelian cohomology for groupoids. Now I plan to use this cohomo-
logy to study algorithms (ends of computations, loops, ambiguity). So
I have firstly to associate to each algorithm a fundamental groupoid,
or even a homotopy type. The purpose of this talk is to show how
this is possible. For that, I shall explain three claims:

Claim 1. An algorithm A can be seen as a (mixed) sketch S and
this point of view allows a natural description of recursive partial
functions.

Claim 2. To an arbitrary (mixed) sketch S it is possible to
associate a small homotopy type gS, which is often a BGS, where GS
is "the" fundamental groupoid of S.

Claim 3. In this way it is possible to get Galois's and Poin-
caré's groupoids, two main dual attempts in order to develop a
mathematical description of ambiguity in reality.

1. Algorithms as sketches,

In the paper “"Sketch of programs" (to appear) a full description
of the link between sketches and programs is exhibited. Here I'll just
give one elementary example.

Let c: BxK - N be the map given by:

(abt1)>2/2 iff a and b are odd
c(a,b) = {

absr2 iff a or b is even

I recall that a sketch S = (§, B, 1) consists of a category S
equipped with a family P of projective cones and a family I of induc-
tive cones, with 8, P and ] small, and each element of P or ] small. A
realization R of S in Set is a functor R: § -+ Set which transforms
each element of P (resp. of ]) into a projective limit cone (resp. an
inductive limit cone) in Set.

% Lecture given at the “Cate‘?ory Theory at Léwenburg Manor", Univ, of Fribourg and
Univ, of Genéve, 23-28/7/1984,
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If we consider the figure
¥ ;___.)_+_1__ 0Odd \ \\ ﬁ

(Ro) ¥ ———x-— Hx

the dotted arrow c is “computed" by a sequence of actions and tests:
for (a, b) € NxN, take x(a, b); test if the result is in Odd or in
Even: Iff in Odd, take ( >+1 and A and x, and test if the result is in
Odd of Even, and so on. Iff in Even, take ( )/2.

In (Re) there is a projective cone describing the inobjet as a
product NxN of two copies of the out-object N, and there is an induc-
tive cone describing the target N of x as a sum Odd I Even.

(R>) can be enlarged to R by adding other cones:
- an inductive cone describing

IxH = (0ddx0dd) I ((OddxEven) 1l (Evenx0Qdd) I (EvenxEven),
with two inclusions
u: 0ddxOdd - NxHN, v: (OddxEven) I (EvenxOdd) I (EvenxEven) - HxN,

- a projective cone with vertex Oddx0dd and base

¥22 peendy m X w8 w2 gaal ¥ X W,

the first projection being u and the last k,
- a projective cone with vertex (OddxEven) I (EvenxOdd) and base

N «<22 Even—Ii— N = HxHN,

the first projection being v and the last 1
- Finally we assume that c.u =k, cv =1,

Clearly Ro\{c}, R and {¢} are realizations in Set of sketches
pa\{¥}, p, (¥}, and in this situation

pa\ (¥ I, p+—3 o)
Ra\{O} R = _~r¢
-~
Set
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we car check that: (¢l is.computed by the computer Ru\{c) with the
orogram (I, IV, according to the following definition:

DEFINITION. Let a, B and p be sketches, I: a » p and J: B 2 p
morphisms of sketches, and A: a -+ Set be a realization of «. Ve say
that B: B — Set is computed by a with (I, J) iff B = R.J where R is
<2 free realization of p generated by A.

lo X 9 p L B

Set

RENARKS. In general R does not exist (p is a mixed sketch, i.e., it
has projective and inductive comnes); and 1if it exists, it is not un-
ique (but only unique up to an isomorphisme). Nevertheless we explain
in "Sketch of programs" why this description of program schemes as
mixed sketches (p), with such a universal semantics, is useful. For
example B is effectively computable by A iff it is computed by A
with (I, J) finite (for a good definition of finite, which is not re-
produced here!).

2, Fundamental groupoid of a sketch,
Let S 4+ S' be a morphism of (mixed) sketches, and
U: Real(S', Set) -+ Real(S, Set)

the induced functor between the categories of realizations. In general
U has no adjoint. But the Guitart-Lair's Theorem asserts that for
each R: § -+ Set we can construct by transfinite induction a small
category I(R) and a functor F(R): I(R) -+ Real(S', Set) such that for
each realization R': S' 4 Set we have

Hom (R, UR") = lj.*muum Hom (F(R) (i), RY.

This theorem can be understood as a Lowenheim-Skolem's type of
result, because the transfinite induction gives in fact a control of
the cardinals of I(R) and of the F(R) (). Usually, in order to cons-
truct the free algebra generated by R, we construct an algebra of
terms. But in the non-algebraic case, there are ambiguities at each
step in the description of new terms. For example in the "“free field

132



ON THE GEOMETRY OF COMPUTATIONS

construction® with each new term x we have to add a new y such that
(yx =1 or x = 0) and at the same time we have to choose the part
played by y : (yx = 1) or (x = 0). In the general situation there is
a transfinite sequence of such choices, blowing the algebra of terms
into a family, indexed by I(R), of realizations. For example starting
with the ring Z and trying to construct a free field we get in fact
the family
Q U {Z/pZ | p prime ).

As a special case of the theorem, there is no initial object in
Real(S, Set), but there exists a small diagram

F8(@): I2(@) - Real(S, Set)
such that for each realization R: S 4+ Set we have

{¢} = 111111;13(5) hom (Fs (@) (.i), R.

Now by a countable induction we may construct [°(@)~ with the same
cardinal as ]®(@), such that

12 @) FE@) _, Real(s, Set)

~__ " P I

Is@-

and such that F3(@)~ admits filtered fibres. Then by Theorem A of
Quillen, F*(@)~ is a weak homotopy equivalence, i.e.,

B Fs@)—: B I®(@)~ — B Real(S, Set)

is a homotopy equivalence between a large CW-complexe B Real(S, Set)
(which is a class and not a set) and the small CV-complexe B I3(@)~
(which is a set). So the small homotopy type of B I®(@)~ depends in
fact only on 8, and will be denoted by g S. It is the homotopy type
of S. If S is the sketch p in §1 associated to an algorithm A, this
gives a precise construction of the homotopy type of an algorithm.

The fundamental groupoid GS of g S (defined up to an equivail-
ence) will be called the fundamental groupoid of S. Again by Theorem
A of Quillen, applied to the functor

R(S, Set) 4 R(S, Set)>l R(S, Set)~'] =~ GS§,
we see that g S ~ BGS if in Real(S, Set):

—

1. For each l there is a square l l
v = v

o —
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—t. w
2. For each . ——— with w.w = w.v, there is a
. S . ? with k = v.k
— u. k.

3, Galois and Poincaré groupoids,

Let K be a commutative field of characteristic 0, and P e K[X].
Let SOL(K, P) be the category with objects the resolutions of X, P,
i.e.,, the @ ; K" with K' a field where P is completely split and u:
K -+ K' a morphism of fields such that u®) = P. Then there exists a
mixed sketch Sk,r with

SOL(K, P) = Real(Sk,r, Set) and g Sk,r = B Galois &, P).

Let T be a topological space which is connected and locally
“connected and simply connected". Let PIE(T) be the category with
objects the pieces of T, i.e, the @ ; T with T' connected, simply
connected, locally “connected and simply connected", and with wu:
T' + T a continuous map. Then there exists a mixed sketch pr with

PIE(T) = Real(pr, Set) and g pr = B Poincaré(T).

REMARKS. So this approach provides candidates for Galois or Poincaré
groups in various examples: Galois groups for P ¢ A[[X1], with A a
ring, Poincaré groups for a topos, and so on. The machinery works
each time, after specifying the class of trivial objects we want to
consider (e.g., decomposition field, simply connected spaces,...).

If TS is the classifying topos of the theory described by S,
Real(S, Set) is the category of points of TS. So in order to inter-
prete the homotopy type of a topos I our approach hereover suggests
to look for an algorithm A described by a sketch a such that I = Ta:
then the homotopy of I speaks of the ambiguity of this algorithm.
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&, COMMENTS (1986)

1. The five preceding Notes are reproduced in the form they
were oirculated in 3t the momant of the corresponding lectures. They
were not published before, because I intended to write a more com-
plete paper on ambiguity, but I have been engaged in other Math-
ematics since automn 1984. However it seems interesting to publish
them now, due to the recent surge of interest on sketch theory, of
which I am going to indicate some directionms.

2. The general results on sketches (quoted here in the first
part, and taken from [10], 1980) are: the computation of limits and
ultralimits of models, the existence of small locally free diagrans,
the characterization of a category of models of a site, and the
characterization of multialgebraic (i.e., localizable) categories of
Diers; in [13], 1981, Lair has completely characterized the categories
of models of any mixed sketch (cf. also [14)). Interesting variations
and complements on these results are given in (2] and [3].

3. The existence of small locally free diagrams, as it is com-
pleted in [11], admits a good formulation in terms of categories
equipped with an "epi-strong mono" decomposition structure (see (8D).

4. If Ens™ is the category of partial maps between sets, a cat-
egory enriched in Ens” reduces to a multiplicative graph (associa-
tive); so, for the definition of a sketch, it is not so important to
choose between categories or multiplicative graphs: both definitions
are contained in the notion of enriched sketches, as it is developed
in [61 and [7].

5. At the Lowenburg Manor Meeting where the fifth above talk
was presented, Gray exposed [4] and [5], in which he constructs a
modification of the tensor product of sketches and proves its useful-
ness for the description of a program.

6. Other aspects of my work around sketches are given in [9],
where links between bimodules, figurative algebras, mixed sketches,
initial algebras (in the sense of the A.D.J. team [11) are explained.

7. Finally let us point out three original results contained in
the preceding talks and which have not had an echo in other recent
works:
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the idea of a P-sketch (which makes a jonction between

"sketch" and "algebraic universe"),

the idea of the small homotopy type of a sketch, and so of

a theory, of an algorithm (which amalgamates our Theorem on the ex-
istence of locally free diagrams (111 and the Quillen Theorem A on
functors inducing homotopy equivalences);

the description of programs by means of mixed sketches

(but a posteriori this appears as a categorical version of Herbrand's
schemes).

—
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