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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XVIII-2(1977)
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LES QUASI-TOPOS
par Jacques PENON

INTRODUCTION.

En rédigeant cet article nous avons voulu convaincre le lecteur sur
deux points :
1 Les quasi-topos [ 9] sont «presque» des topos. Nous entendons par
12 qu'ils en possédent «presque» toutes les propriétés essentielles.
2° Il existe des exemples variés de quasi-topos utiles dans de nom-
breuses branches des Mathématiques (Topologie, Géométrie Différentielle

ou Analytique ou méme Algébrique).

Outre quelques exemples empruntés, pour la plupart, & la Topologie
les quatre premiers paragraphes traitent des quasi-topos de fagon abstraite,
étudiant d'une part leurs propriétés et, d'autre part, les procédés pour les-
quels ils sont stables.

Le cinquiéme paragraphe s'est attaché & caractériser un certain type
de quasi-topos (les U-bornés ), carce sont eux qui apparaissent dans la plu-
part des exemples connus jusqu'ici.

Enfin dans le sixiéme paragraphe on a voulu montrer que les diffé-
rents types de variétés connus (différentiables, analytiques, algébriques,
etc...) peuvent étre définis de fagon simple a 1'aide de certains quasi-topos

(quasi-topos de p-cribles [1,2]).

Nous voudrions mentionner, pour finir, que ce travail s'est forte-
ment inspiré d'un article de O. Wyler [11] qu'il reprend par endroits, com-

plete ‘et prolonge sur certains points.

On utilise la terminologie et les notations usuelles en Théorie des

topos {voir par exemple [6] et [7]).



2 J. PENON

1. CATEGORIE LOCALEMENT CARTESIENNE FERMEE.

1.1. Soit E une catégorie. Considérons alors les deux systémes d'axiomes
suivants :

Premier systéme d'axiomes: Pour tout objet [ de E, E/; est cartési-
enne fermée.

Deuxiéme systéme d'axiomes :

(LCF1) E est A produits fibrés finis.

(LCF2) Pour toute fléche f:J -1 de E, le foncteur f*: E/;>E/;

changement de base a un adjoint & droite (noté Hf ).

1.2. THEOREME (Day [5]). Les deux systémes d'axiomes ci-dessus sont

équivalents.

1.3. DEFINITION. On dira que la catégorie E est localement cartésienne
fermée (briévement l.c.f.) si elle vérifie 1'un des deux systémes d'axiomes
ci-dessus (ces catégories sont appelées «span-closed» dans la terminolo-

gie de Day [5]).

1.4. Si E est localement cartésienne fermée, elle vérifie la condition de

Chevalley - Beck, i. e. pour tout carré cartésien

A f! B’
a b
A f B

la transformation naturelle canonique
b*ﬂf* Hfra*.'_E/A d E/B

est un isomorphisme.

1.5. Remarquons aussi que la propriété d'étre «localement cartésienne fer-
mée» est locale (i.e. si E est l.c.f., alors, pour tout objet I de E, E/;

est encore l.c.f.).

1.6. PROPOSITION. Soit C =(C,e¢, ) un cotriple exact a gauche sur une

catégorie l.c.f. Alors la catégorie E des C-coalgébres est l.c.f. et le fonc-
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SUR LES QUASI-TOPOS 3

teur E > E- admet un adjoint d gauche qui est exact a gauche.

PREUVE. Soit (4, a) une C-coalgébre. Nous allons, tout d'abord, montrer
qu'il existe un cotriple exact & gauche C% sur E/ 4 pour lequel onaun

isomorphisme
(E/g)ca=Ec/ (4, ay

Soit f: B+ A un objet de E/ 4 . Considérons alors le produit fibré suivant

c’B CB
oA Tk
c4

On définit ainsi un endofoncteur C%: E/ 4> E/ 4.

Posons maintenant ¢% =¢_.u_ . Comme (A, a) est une coalgébre, le dia-
B ‘B 'B ’ BEDIE,

gramme suivant commute :
C°B—2

et les eaB définissent une transformation naturelle ea - C% IdE/ . Puisque
=74

I'on a les égalités

2 — — -
Cfyg.ug =y, .Clupg=¢,.a.C"f=Ca.a.C
et que l'image du carré (1) par C est cartésienne (puisque C est exact

a gauche), il existe un unique bp: C°B~»> CC°B tel que
CC.¢pp=a.Cf et Cup.pp=yp.u

Mais la premiére égalité entraine alors, puisque le carré ci-dessous est

cartésien,
u a
(Ca)2B C*"B CC°B

(C°)*f ccef
A @ cA

4183



4 J. PENON

qu'il existe un unique z: C?B - (C%)?B tel que

(C°)f. = Cf e "c“a"/’% =¢p-
La encore, on voit que les (/1% définissent une transformation naturelle :
¢ % C*> (C?)2. On montre que C?=(C?,¢% ¢ %) est un cotriple sur £/ 4.
Il est exact & gauche car le foncteur C®: E/ 4~ E/ 4 peut s'écrire comme

le composé des deux foncteurs exacts 4 gauche suivants :

E/ 4 E/c4 a* L E/y,

ol CA(B_LA) = CB L1 CA. Enfin soient les foncteurs :
1o y:(_E/A)ca > EC/(A,a) défini par y(B,b) =(B,upg.b),
20 8:Ec/r4,a)(E/g)ca définipar 85(B,b)=(B,b%), ou b°
est l'unique fleche b%: B » C®B telle que
CUf.b% =f et ug.b® =b.
Les deux foncteurs y et § étant inverses l'un de l'autre, on a un isomor-
phisme :
e (E/g)ca=Ec/if. ay
Si maintenant la catégorie £ est l.c.f., alors, pour tout objet 4 de I,
E/ 4 est cartésienne fermée. Par suite, pour toute C-coalgébre (4,a)la
catégorie (E/A)ca est cartésienne fermée (voir la démonstration dans [7]).

Il en va donc de méme de la catégorie EC/(A, a): Mais ceci signifie exac-

tement que £ est Lc.f.

1.7. Si E est l.c.f., on voit (comme dans les topos) que la bicatégorie

SPAN(E ) est bifermée.

1.8. Enfin si C est une catégorie interne dans E (i.e. une monade (T, 7, u)
0

dans SPAN(E)) et Eg est la catégorie des fibrations discrétes internes

c’ . c’ .
sur C, alors E~ est encore une catégorie l.c.f. (Eneffet, £~ apparait

comme une catégorie d'algébres sur £/ Co= Span(C,, 1) pour le triple

18%



SUR L ES QUASI-TOPOS 5

T #-: Span(Cy, 1)~ Span(C,y, 1),
ol # est le symbole de composition non strictement associative dans la bi-

catégorie SPAN(E). Comme T #- admet un adjoint 2 droite, il suffit alors

d'appliquer le théoréme d'Eilenberg-Moore ainsi que la proposition 1.6.)

2. QUASI-TOPOS.

On suppose donnée une catégorie £ a limites projectives finies.

2.1. DEFINITION. m: A > B étant un monomorphisme de E, on dit que m
est fort si et seulement si, pour tout épimorphisme f: C > D, le carré ci-

dessous est un produit fibré :

E(D,A)——E(D,B)

|

E(C,4)——E(C,B).

2.2. Les monomorphismes forts possédent les propriétés suivantes :

1° Tout égalisateur est un monomorphisme fort.

2° Les monomorphismes forts sont stables par changement de base et
par composition.

3° Si le composé A > B C est un monomorphisme fort, alors A » B

€én e€st encore un.

2.3. Si p: E~» F est un foncteur admettant un adjoint & gauche, alors p

préserve les monomorphismes forts.

2.4. Soit m: A > B une fléche de E . Alors si le foncteur E/ p » E préserve
les épimorphismes, m est un monomorphisme fort dans E si et seulement si

la fléche ci-dessous est un monomorphisme fort dans E/ g :

2.5. DEFINITION. On dit que £ est un quasi-topos si elle vérifie les qua-

185



6 J. PENON

tre axiomes suivants :
(QT1) E esta limites projectives finies (hypothése de départ);
(QT2) E esta limites inductives finies ;

(QT3) E est localement cartésienne fermée (voir 1.3);

(QT4) E a un sous-objet I rai,_q classifiant les monomorphismes

forts (i.e. pour tout monomorphisme fort A > B il existe une unique fléche

B > Q rendant le diagramme suivant commutatif et cartésien ).

2.6. REMARQUE. Cette définition différe sensiblement de celles données
dans [9] et [11]. Nous verrons pourtant plus loin (4.8) qu'elles sont équi-
valentes. Undes principaux intéréts de cette définition est de faire appa-

raitre presque immédiatement le caractére local de la notion de quasi-topos.

2.7. EXEMPLES DE QUASI-TOPOS AUTRES QUE LES TOPOS.

I. Les algébres de Heyting: On rappelle qu'une algébre de Heyting H
est un ensemble ordonné vérifiant les propriétés suivantes :

(H1) H a un plus petit et un plus grand élément.

(H2) Tout couple (x,y) d'éléments de H admet une borne supérieure
xVy et une borne inférieure x/\y .

(H3) Pour tout couple (x,y) d'éléments de H il existe un élément

x — v tel que, pour tout z , on ait:
b b
z<x—y sietseulementsi zAx <y,

II. La catégorie des «Limesraiime» de Kowalsky [8]: Rappelons-en la
définition. Un «Limesraum» est un couple (E,7 ), ou E est un ensemble
et 7 une application de source E a valeurs dans l'ensemble des parties
de 'ensemble des filtres sur E, qui vérifie les propriétés suivantes:

Pour chaque x de E, on a:

(L1) x€ €n(x) ot x° désigne le filtre des sur-ensembles de x.

(L1) Si ¢ €n(x) et ' est un filtre plus fin que ¢ , alors @' €n(x).

186



SUR LES QUASI-TOPOS 7

(L3) Si ¢ et ¢' appartiennent d w(x), alors pnp' €m(x).
Un morphisme f: (E,7)~> (E’,n’) entre «Limesraiime» est une ap-
plication f: E » E’ telle que, pour tout x de £ et pour tout filtre ¢ €n(x),

le filtre image f¢ appartienne a 7'(fx ).

III. La sous-catégorie pleine de la précédente ayant pour objets les
pseudo-topologies de Choquet [4]. Une pseudo-topologie est donc un «Li-
mesraum» ( E, 7 ) qui vérifie, de plus, la condition suivante :

(P) Si tout ultrafiltre plus fin qu'un filtre ¢» appartient 2 7(x ), alors

il en va de méme de ¢ .

IV. La catégorie des quasi-topologies de Spanier [ 10] : Une quasi-to-
pologie est un couple ( X,A ), ot X est un ensemble et A une application
de la classe des espaces topologiques compacts dans la classedes ensem-
bles qui, & un espace compact C, associe un ensemble A ( () d'applica-
tions de C dans X. L'application A doit en plus vérifier les axiomes sui-
vants :

(Q1) Si C est un espace & un élément: A(C)=Ens(C, X).

(Q2) Sia €eA(C) etsi f: C'> C est une application continue, alors
a.feA(C').

(Q3) Soient C' et C” deux compacts; si C estla somme directe to-
pologique de C’ et C” et si a: C» X vérifie

al C'e€A(C’) et al C"€A(C"),
alors ¢ €A(C).

(Q3") A(D)=Ens(0,X).

(Q4) Soit f: C'> C une application continue surjective entre com-
pacts, et soit a: C~> X une application; alors si a.f €A(C'), on auara:
a €A(C).

Un morphisme f: (X,A)>(Y,B) est une application f: X > Y tel-
le que, pour tout compact C et tout ¢ €A(C),on f.a €B(C(C).

V. X étant un espace topologique, la catégorie des faisceaux de fonc-
tions sur X : Un faisceau de fonctions sur X est un couple (E, ¥ ), on
E est un ensemble et F une application de I'ensemble des ouverts de X

dans la classe des ensembles qui & un ouvert U de X associe un ensemble
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8 J. PENON

F(U) drapplications de U dans E . L'application § doit en plus vérifier
les axiomes suivants :

(F1) Si V est un ouvert de X contenudans U eta €F (U) , alors
'application a| V appartienta F( V).

(F2) Si (U, ),
si a: U~ E est une application telle que, pour tout i de /, a [U; appar-
tientd F(U,), alorsona a e F(U).

Un morphisme f:(E,¥)-(E',¥') est une application f: E > E'
telle que, pour tout ouvert U de X et tout a €F(U), ona f.a eF'(U).

est une famille d'ouverts de X, U leur réunion et

2.8. REMARQUE. Le lecteur constatera une profonde similitude entre les
exemples IV et V. En fait, nous verrons plus loin (au paragraphe 5) qu'ils
apparaissent comme des cas particuliers de la notion de p-cribles [1,2].
Les exemples II et ITI peuvent aussi étre décrits de fagon similaire, comme

le montre la remarque 5.17.

2.9. Supposons que la catégorie E vérifie les axiomes (QT1), (QT2)et
(QT3). Alors, dans F:

1° les limites inductives sont stables par changement de base,

20 les épimorphismes sont stables par changement de base,

30 les coégalisateurs se composent,

40 toute fléche A -> B se décompose sous la forme A4 - BB , ou
Z? » B est un monomorphisme et 4 - B un coégalisateur,

5° tout épimorphisme fort (i.e. monomorphisme fort dans E¢ ) est un
coégalisateur,

6° O, son obj et initial, est strict (i.e. toute fleche 4 > O est inver-
sible),

7° les fléches de la forme O » A sont des monomorphismes.

2.10. Supposons maintenant que la catégorie E vérifie les axiomes (QT1),
(QT2) et (QT4). Alors, dans E :

1° tout monomorphisme fort est un égalisateur,

2° toute fléche f: A > B se décompose sous la forme 4 - B-B , ot

B> B est un monomorphisme fort et A > B un épimorphisme.
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SUR LES QUASI-TOPOS 9

A partir de maintenant, £ sera un quasi-topos.

2.11. Pour chaque objet A de E notons mon(A ) (resp. mof(A)) la sous-
catégorie pleine de £/ 4 ayant pour objets les monomorphismes (resp. les
monomorphismes forts) de but 4. Comme pour toute fleche f: A-> B, le

foncteur f*: E/ p > E/ 4 préserve les monomorphismes et les monomorphis-

mes forts (2.2.2), on a donc les foncteurs restrictions :
-] -1
f :mon(B)>mon(A) et f :mof(B)>mof(4).

2.12. 1° Pour tout objet A de E, mon(A) et mof(A) sont des algébres
de Heyting.
2° Pour toute fléche f: A~ B,

;’1: mon(B)-> mon(A) (resp. ;’1: mof(B)»mof(A))

admet un adjoint & gauche 3!» (resp. -jf ) et un adjoint a4 droite, noté Vf

(resp. Vf ).

2.13. A et B étant deux objets de E, notons Ref(A4,B) la sous-catégo-
rie pleine de Span( A, B) ayant pour objets les relations fortes (i.e. les
spans A « R~> B tels que la fleche R+ A X B soit un monomorphisme fort).
Notons aussi R( A4, B) le quotient de Ref(A, B) pour la relation d'équi-
valence d'isomorphisme. Comme dans E les épimorphismes sont stables
par changement de base (2.9.2), on construit ainsi une catégorie, notée

R(E ). De plus, on a deux foncteurs canoniques

I:E~R(E), *:R(E)»R(E).

2.14. Le foncteur [ : E» R(E) admet un adjoint & droite P: R(E )~ E , ou
pour tout objet 4 de E, PA = Q4. Ceci permet de construire les deux

foncteurs

comme étant respectivement les composés suivants :

E—L.wrg)—> - REp L+ o,
E_! rg)_ P g

4189



10 J. PENON

2.15. Soit f: A > B une fleche de E . Alors:
1° Si f est un monomorphisme,
-
I(f)*.1(f)=1d, et par suite Pf.Pf=Idp,.
2° Si f est un épimorphisme,

I(f).I(f)*=1dg et par suite Pf.Pf=1dpg.

2.16. 1° Soit R /=4 une relation d'équivalence forte et f: 4 » 04 e

morphisme correspondant. Alors le diagramme suivant commute et est un

produit fibré :

2° Toute relation d'équivalence forte est une paire égalisatrice.
3° Pour tout objet 4 de E, {.},:4- Q4 est un monomorphisme,

ou{ .}, estle morphisme d'adjonction pour /- P.

2.17. 1° Q est un objet injectif (i.e. pour tout monomorphisme 4 - B,
E(B,Q)->E(A,Q) est surjectif).

20 Pour tout objet 4 de E, 04 est injectif.

3° Tout objet de £ est un sous-obj et d'un obj et inj ectif.

40 Si le carré ci-dessous a gauche est cartésien et est formé de mono-
morphismes, alors le carré de droite est co-cartésien (i.e. est une somme

amalgamée )

/I T P(D) P(B)
C D P(C) P(4)

on P(A4)=R(4,1).

5° Si E est un objet injectif de £, alors le foncteur E(-, E) envoie
un produit fibré de monomorphismes sur une somme amalgamée.

6° Un carré de monomorphismes forts est cartésien si, et seulement si,

pour tout objet injectif £ de E, son image par E(-, E)estcocartésienne.
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3. CONSTRUCTION DE QUASI-TOPOS.

3.1. Si E est un quasi-topos, alors, pour tout objet / de E, la catégorie

E/| est encore un quasi-topos.

3.2. PROPOSITION (Wyler [11]1). Soit C un cotriple exact a gauche sur
un quasi-topos E. Alors la catégorie E des C-coalgebres est encore un
quasi-topos et le foncteur E > E. admet un adjoint a gauche qui est exact

a gauche.

PREUVE. On sait que -EC vérifie (QT1) et (QT2) (voir par exemple [7])
ainsi que (QT3) (d'aprés 1.6). Enfin (comme dans le cas des topos ) 1'ob-
jet classifiant les monomorphismes forts est l'égalisateur du couple de

fléches suivant :

Ct’l/lQ
1d

(CQ,yq)

(CQ', I)ZIQ,)'

3.3. DEFINITION. E étant un quasi-topos,
1° on appelle topologie sur E la donnée, pour chaque objet 4 de E,
d'un foncteur y , : Moﬁ(A)» Mon ( A ) vérifiant les propriétés suivantes :
(T1) (A'™>=A) <y  (A'>—A4);

(T2) yAyA(A'>—>A)zyA(A'>—>A);

-1 -1
(T3) Pourtout f: B~ 4, f(yA(A'>—>A))== yB(f(A'>->A));
(T4) Si A'>>4 est fort, alors il en est de méme de y, (A'>~4);

2° on dit qu'un monomorphisme A'>~A est fermé (resp. dense ) pour

y sil'ona:
V(A= A)<(A">~A) (resp. y(A'>~A4)~(4>19 1),

3° on dit qu'un objet A de E est séparé (resp. est un faisceau ) si,

pour tout monomorphisme dense d: C>D , 'application canonique
E(D,4) » E(C,4)
est inj ective (resp. bij ective ).

3.4. PROPOSITION (Wyler [11]). Soit y une topologie sur un quasi-topos

194



12 J. PENON

E ; alors les objets séparés (resp. les faisceaux ) pour y définissent une
sous-catégorie pleine Spy(_E) (resp. Faisy(E)) de E qui est réflexive.
De plus la catégorie Faisy(E) est un quasi-topos et le réflecteur de E
vers Faisy (E ) préserve les limites projectives finies.

PREUVE. On montre (comme dans le cas des topos) que Faisy(E) est a
limites projectives finies et est cartésienne fermée. De plus on remarque

que, pour tout faisceau F pour y , on a ['égalité
Fais, (E)/ = Fais, (E/p),

ou yp estla topologie sur £/ définie par:

<A>\——'>/B > \F/B

avec A>~B =y(A>>B). Ceci permet de conclure que Faisy(E) est

l.c.f. Enfin 1'objet classifiant les monomorphismes forts est (comme dans

I
le cas des topos) l'égalisateur des deux fléches ) _I_‘TQ , ot j est la fonc-

tion caractéristique de y(]>—wiﬂ ). Pour la fin de la proposition, on pro-

cédera, par exemple, comme dans [6] en utilisant la Proposition 2.17.

3.5. REMARQUE. La construction du faisceau associé par P. Johnstone

n'est plus valable ici.

3.6. Toute sous-catégorie exactement réflexive (i.e. réflexive, a réflecteur
exact a gauche) d'un quasi-topos est une catégorie de faisceaux pour une

certaine topologie.

3.7. Si C est une catégorie interne dans un quasi-topos E, alors la caté-

c’ . . . . .
gorie E= des fibrations discrétes internes sur C est un quasi-topos.

3.8. DEFINITION. E étant une catégorie et F > E une catégorie fibrée sur
E , ondit que F > E est:
1o alimites proj ectives (resp. inductives ) finies si:

a) pour tout objet /] de E, la fibre F; est 2 limites projectives
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SUR LES QUASI-TOPOS 13

(resp. inductives) finies,
b) pour toute fleche f:J > de E, le foncteur image inverse f*:

Fy» F; préserve les limites projectives (resp. inductives) finies ;

2° i produits (resp. sommes )internes si:
a) pour toute fléche f: J» [ de E, le foncteur image inverse f*:
F; > F; admet un adjoint a droite [l (resp. & gauche S‘f )
b) pour tout carré cartésien

’

I’ £ J
fr lf
I £ I

dans E, la fléche canonique g*Hf» I g™ (resp. zf.g'*—* g*Ef) est
un isomorphisme ( condition de Chevalley-Beck);
3¢ compléte (resp. cocompléte) si F~ E est a limites projectives

(resp. inductives ) finies et & produits (resp. sommes ) internes ;

4° cartésienne fermée (resp. localement cartésienne fermée, un qua-
si-topos, un topos ) si:
a) pour tout objet / de E, F; est cartésienne fermée (resp. l.c.f.,
un quasi-topos, un topos ),
b) pour toute fleche f: J»1 de E, f*: F;» EJ préserve la struc-

ture cartésienne fermée (resp. l.c.f., de quasi-topos, de topos ).
Pour avoir plus de détails sur ces questions, on peut consulter [3].
3.9. 1° Les catégories fibrées a limites projectives finies (resp. & limites

inductives finies, cartésiennes fermées, l.c.f., qui sont des quasi-topos,

qui sont des topos ) sont stables par changement de base.
2° Considérons le produit fibré de catégories suivant :

F

E

ot E'- E préserve les produits fibrés finis. Alors, si F » E est une caté-
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14 J. PENON

gorie fibrée & produits (resp. & sommes ) internes, il en est de méme de

E"’ E"

3.10. PROPOSITION. Soit F > E une catégorie fibrée. Si:

Io F>E et E sont a limites projectives finies, alors il en est de
meme de F;

2 F s E est cocompléte et E a limites inductives finies, alors F
est a limites inductives finies;

P F->E et E sont cartésiennes fermées et F > E compléte, alors
F est cartésienne fermée;

4 F-E et E sontl.c.f. e¢ F~ E compléte, alors F estl.c.f.

5 F- E et E sont des quasi-topos et F » E compléte et cocompléte,
alors F est un quasi-topos;

6 F - E et E sont des topos et F -~ E compléte et cocompléte, alors

F est un topos.

PREUVE. 1° Déja connu.

20 Si F» E est cocompléte, alors c'est une catégorie cofibrée. De
plus la catégorie fibrée Fo » E0 est 4 limites projectives finies, ainsi
que E° . Par suite, Fo est a limites proj ectives finies. ,

3° Soient X et X' deux objets de F au-dessus, respectivement, de

A et A'. Alors 'exponentiation de X' par X est:

XpX' =11 . ¢ p Val*X'
1 p(P (afd )

(Ung désigant, de fagon générale, l'exponentiation de V par U, dans

la fibre au-dessus de B ), ot p, p’ et Val sont les fléches canoniques ap-

paraissant dans le diagramme suivant:

ApAr—E  apar)xq —2L 4
Val
A'
4° Soit X un objet de F au-dessus de 4 dans E. Alors le foncteur

F/x~ E/ 4 est fibrant, et pour toute fleche a: B> A de E on a un iso-

morphisme :
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(F/x)a=(Fg)a*x-

Comme F » E est l.c.f., EB est l.c.f., donc (EB)/a*X est cartésienne

fermée. Par suite F/y~» E/ 4 a des fibres cartésiennes fermées. De méme

comme le carré suivant commute
(F/x)y—=—(Fg )/ a*x

| |

(-F/X)a'—t"““"(fB’)/a'*X

B'—B
pour toute fléche a\ﬁz de E/ 4, (F/x),> (F/ x),+ préserve la struc-
A

ture cartésienne fermée. Donc F/y > E/ 4 est cartésienne fermée ainsi que

E/ 4 et F/ x> E/ 4 est compléte (on le vérifie de la méme maniére ) donc

F/x est cartésienne fermée, pour tout objet X de F. Ainsi F est Lc.f.

5° L'objet classifiant de F est Q =vai(§21), ot wvrai: 1> Q est
la fleche classifiante de E et QI I'objet classifiant de la fibre au-des-

sus de 1.

6° On vérifie facilement que tout monomorphisme de F est fort.

4. DEFINITION EQUIVALENTE DE QUASI-TOPOS.

Soit E un quasi-topos.

4.1. A>>~B étant un monomorphisme de E, on peut considérer sa décom-

position 4 —~A>-B en épimorphisme et monomorphisme fort. En posant
yg(A>=B)=(A>=B),

on construit ainsi une topologie sur £ .

4.2. DEFINITION. On dira qu'un objet 4 de E est grossier si c'estun

faisceau pour la topologie définie ci-dessus.

4.3. Si Gr(E) désigne la sous-catégorie pleine de E ayant pour objets
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les objets grossiers, alors Gr(E) est un topos (d'aprés la Proposition
3.4). De plus Gr(E) est une sous-catégorie exactement réflexive de E.

On notera gr: £ » Gr( E) laréflexion et 77 1'unité de cette réflexion.

4.4. 1° Pour tout monomorphisme fort m: A > B le carré suivant est car-

tésien :

A n B

N4 U»:]

grA ._ELL@L»grB

2° Les monomorphismes forts sont les monomorphismes gr-cartésiens.
3° Les monomorphismes sont stables par co-changement de base (i.e.

stables par changement de base dans E0 ).

4.5. DEFINITION. Soit 4 « A'> B un span dans E . On dit que c'est une

fléche partielle forte si A’> A est un monomorphisme fort.

4.6. PROPOSITION. Dans un quasi-topos les fleches partielles fortes sont
représentables (i.e. pour tout objet A de E, le foncteur Part(-,A) est
représentable, ot pour tout objet B de E, Part(B,A) désigne le sous-
ensemble de R(B,A) ayant pour éléments les classes d'équivalence de

fléches partielles fortes ).

PREUVE. Pour cela, démontrons tout d'abord le lemme suivant :

4.7. LEMME. Soit A un objet grossier, 4 la représentation de Part(-, A4 )
dans le topos Gr(E) et v, : 4 >4 la fléche canonique. Alors, quelle
que soit la fléche partielle forte C-<2—< B L4 de E, il existe une uni-

que fléche C 1.4 rendant le carré ci-dessous commutatif et cartésien:

B f y
(1) m UA
C f y

PREUVE DU LEMME. Considérons la fléche partielle forte
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grC ~&(mk op_ g(f) 4

dans Gr(E) (ce qui a un sens car gr préserve les monomorphismes ). Com-
me Gr(E) est un topos, il existe alors une unique fléche f': grC » A ren-

dant le carré ci-dessous cartésien dans Gr(E)

g B gr(f) A
g"(m)I/ : IUA
grC [’ 4

Posons alors f=f'.5,. Comme m est un monomorphisme fort dans E ,
les deux carrés ci-dessous ainsi que leur composé sont cartésiens (d'a-

prés 4.4.1):

B 8 grB gr(f) A

m gr(m) vy

C Tc grC f* . a

Le carré (1) est donc cartésien. Inversement soit g: C > A une fléche de

E rendant le carré ci-dessous commutatif et cartésien

B 4
c —8 .4

Alors son image par le foncteur gr est encore cartésienne. Mais ceci en-
traine que gr(g) = f"', donc que g = f .

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.6. 4 étant un objet de E , notons

A>2 gt =10 (A ).
gr

Comme Vgr4 €StUR monomorphisme, on a

v’;rAH (A grd)= A—2+grd
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(résulte de la condition de Chevalley-Beck), donc il existe une fléche

vy A > A rendant le carré suivant commutatif et cartésien :

v
A A

ot

(2) 7]A| (o4
v ~
grA— &4 A
v 4 est donc un monomorphisme fort, car c'est le cas de Ver d - Soit main-

tenant C ~2—< B-—L»A un morphisme partiel fort. D'aprés le Lemme 4.7
il existe alors une unique fléche f': C > gr A rendant le carré suivant car-
tésien :

B>—0— ¢

(3) n4- f’
grd _ Vgrd | g?A
Mais comme on a une bij ection canonique :
E/gu(fa) > E/ g alng-fong),

il existe une fleéche f C> 4 telle que a. ]? = ;". On a

—~

a.f.om= '.m’—'vgrA.nA.f:a.vA.f.

Or a: A~ grA est un monomorphisme, car I 4 préserve les objets mo-
8&T
niques (i.e. les objets dont la diagonale est inversible ). Donc v, . f = ? m.

De plus, comme les carrés (2) et (3) sont cartésiens, il en est de méme

du carré:
B It c
o i
A 4 A

Inversement, soit g: C > A une fléche telle que le carré suivant (4) soit
cartésien. Alors, le carré obtenu en composant (4) et (2) est cartésien, et

ainsi d'aprés le Lemme 4.7, a. g = a. f, d'ou g = f puisque g est un'mono-
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morphisme.
B>—"——-¢C
(4) f‘ lg
A—"4 )

4.8. THEOREME. E étant une catégorie, c'est un quasi-topos si et seule-
ment si elle vérifie les axiomes (QT1), (QT2) ainsi que les deux axiomes
suivants :

(QT'3) E est cariésienne fermée,

(QT'4) Dans E les fléches partielles fortes sont représentables.

PREUVE. Si E est un quasi-topos, nous avons vu qu'il vérifie (QT'4)
(Proposition 4.6). 1l vérifie aussi (QT'3). La réciproque ( qui procéde com-

me dans les topos) est signalée dans [9] et [11].

Ainsi la notion de quasi-topos considérée ici est bien la méme que

celle étudiée dans [9] et [11].

5. QUASI-TOPOS U-BORNES.

5.1. DEFINITION. U étant un univers, on dit qu'un quasi-topos E est U-
borné si E est 3 sommes U-petites et si elle est U-bien balancée (i.e.,

«well powered»).

Le but de ce paragraphe est de donner une caractérisation des qua-

si-topos U-bornés. Pour cela donnons quelques définitions.
5.2. DEFINITION. Soit p: F » E un foncteur.

1o Si (Aiﬁ»A)it,I est une famille de fleches de F de but 4 on dit
qu'elle est finissante pour p si, pour toute famille ( Ai—i>B Jieq » €t toute

fleche pA—-lL p B vérifiant, en chaque i de [, 1'égalité

a. b.
pd, i pakpp=pa, Pipp,

il existe une unique fléche /: A > B au-dessus de k£ pour laquelle, en cha-
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que i de [, on ait:

l b

a, ,
20 Si (A~ A Jie1 €st une famille de fleches de F de source 4 on

dit qu'elle est commengante pour p si elle est finissante pour po : Fo - Eo.

3° On dit que p (ou F par abus de langage) est a structures finales

quelconques (resp. épimorphes, finies ) si, pour tout objet B de E et pour

toute famille de couples (4,, bi)is ; ou (p4; _i"'B)ieI est une famille

quelconque (resp. épimorphe, finie) de £, il existe une famille finissante

a.
(Ai-—’>A)i6] et un inversible y: B> p A tels que, en chaque i de [,

on ait :
b. .
pA, e B Yopd=pd, Lpa.

4° On dit que p (ou F ) est a structures initiales quelconques (resp.
monomorphes, finies ) si po : F? > E0 est a4 structures finales quelconques

(resp. épimorphes, finies).

N

5.3. 1° Un foncteur est a structures finales quelconques si et seulement

si il est A structures initiales quelconques.

2° Si le foncteur F'» E est & structures finales épimorphes, il est fi-

dele. Si de plus E est U-compléte, il en est de méme de F .

30 Si le foncteur F » E est a structures initiales finies et £ a limites

proj ectives finies, alors F est a limites projectives finies.
5.4. DEFINITION. On dit qu'une famille finissante épimorphe (4, » A)iel
est universelle si, pour toute fléche B » A et pour tout ; de [ , le produit

fibré suivant existe dans F :

B.

-

B

i

et si la famille ( B; > B );_; est aussi finissante et épimorphe.
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5.5. Considérons les catégories E pour lesquelles :
Il existe un foncteur p: E » G vérifiant les propriétés suivantes :
(QTB'1) p est a structures initiales finies,
(QTB'2) p est a structures finales épimorphes,
(QTB'3) les familles finissantes épimorphes pour p sont universelles.
(QTB'4) les fibres de p sont U-petites,
(QTB'S) G est un topos U-borné.

Nous allons montrer, dans ce paragraphe, que ces catégories sont

exactement les quasi-topos U-bornés.

5.6. Soit p: E » G un foncteur od E est une catégorie U-petite et G une
U-catégorie (i.e. une catégorie dont tous les «Hom» sont U-petits ). Nous
allons lui associer une catégorie notée Eg (ou simplement E°7 s'iln'y
a pas de confusion possible pour G ), appglée catégorie des p-cribles [1].

Elle est obtenue par le produit fibré suivant :

P(E)

Ity
2
iy

cr

~
~—

)

|ty ———

(o

oa ®(G)=G(p(-),G) et on P(E)» E est la catégorie fibrée des «sous-

objets de E = b_?n_sE ».
Plus concrétement la catégorie E°7 a:

- pour objets les couples (G,§) ot G est un objet de G et § un
sous-foncteur de G(p(-),G),

- pour morphismes f:(G,G)>(G",§"), les fleches f: G» G’ de G
telles que, pour tout objet X de E et pour toute fleche x:p(X )~ G de
G(X), le composé p(X) % G £ 6" soit dans G'rx).

On construit aussi un foncteur Y : E > E°" au-dessus de G de la
fagon suivante: Y( X ) =/ pX,cHX), ol
‘HX(Y)={pY—P_Z..pX | y: Y X1,

5.7. THEOREME ( Antoine [1]). Pour tout p-crible (G, G), on a l'égalité :

2014
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ET(Y(X),(6,8))=8(X).
En particulier, Y est un foncteur plein. De plus si p est fidéle, il en est

demémede Y.

5.8. THEOREME (Wyler [11]). Si G est un quasi-topos, alors il en est

de méme de E°.

PREUVE. On pourrait (comme le fait O. Wyler) démontrer directement ce
théoréme en utilisant le théoréme d'Antoine. Nous préférons, pourtant, en
donner une autre démonstration ( plus globale ) qui est la suivante :

Comme E est un topos, la catégorie fibrée P(E)> E est un quasi-

topos complet et cocomplet (voir Définition 3.8). De plus ®: G E pré-

servant les limites projectives finies et le diagramme de 5.6 étant un pro-

cr
duit {ibré, le foncteur _E_cr—p»- G, qui est fibrant, est encore un quasi-topos

complet et cocomplet (3.9). Par suite, d'aprés la Proposition 3.10, comme

G est un (quasi-)topos, il en est de méme de E°T.

5.9. Notons maintenant E°"¢P la sous-catégorie pleine de E€" ayant pour
5 g L y P

objets les p-cribles épimorphes (i.e. les p-cribles (G, §) tels que la fa-
mille ( GiiG). g soit épimorphe, ou
i€

Q:XE!E{@(X), Cra,x)=PX et g1y x)= %)

5.10. PROPOSITION. Soient A une catégorie, G un topos U-borné, et p:
A~ G un foncteur vérifiant les trois conditions { trés faibles ) suivantes :
(EP1) Il existe une famille (A;);, ; d'objets de A telle que la fa-
mille (p A; > 1); ; soit épimorphe.
(EP 2 ) Pour tout couple d'objets A et A' de A, il existe une famille

(A<a_i Aiﬁ’Al)igI de spans de A telle que la famille

(pd; LPoPeil

l

pAXpA’ ) g
soit épimorphe.
(EP 3 ) Pour tout objet A de A et tout sous-objet G>=p A dans G,
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a.
il existe une famille (A;—>A ), ; de fléches de A telle que
itJIIm(pai) =6G.

Alors la catégorie A°7°P des p-cribles épimorphes est un quasi-topos.

PREUVE. 1° Montrons tout d'abord que 4°"®P est stable pour les limites
proj ectives finies de 4°7.

a) Soit (I1,9) 1'objet final de A°7. Alors, d'aprés les hypothéses,
il existe une famille (4;); ; d'objets de 4 telle que (p4;~ 1); soit

épimorphe. Par suite, la famille (p 4A-%~1) ~ contenant la précédente

(x,A )cg
comme sous-famille est donc, elle-méme, épimorphe.

b) Soient (G,G) et (G',G’) deux p-cribles épimorphes et soient
fo f': GXG"=ZG" deux fléches de G telles que, pour tout objet X de
A et tout x:pX->GXG' de (§XG’')(X), on ait f.x =f'.x . Si main-
tenant g: pA-> G et a': pA'> G’ sont deux fleches quelconques respec-
tivement de §(A4) et §(A’), alors on sait qu'il existe une famille

’

(A—2i g % gr)

i iel

de spans de 4 pour laquelle la famille

_tpappald )

iel

(pA4;
soit épimorphe. Pour tout { de / on a

(pa, LP2PeL g aXal Gxgr)c@xgira,).

Par suite
fraxa’.[pa;,pa/l =f".aXa'.[pa;,pa]l.
Et ainsi f.aXa' = f'.aXa', puisque
YL L NS
iel
est épimorphe. D'autre part les familles

et (pA'2.G')

A2 G N
e Yo, 4)e8 (a'4')e§’
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étant épimorphes, il en est de méme de la famille produit

(pAxpAr—axe

14
CXC e, a)arar)
puisque les familles épimorphes définissent une topologie de Grothendieck
sur G . Ainsi 1'égalité f.a Xa'=f'.a Xa"' entraine que f=1f", ce qui prou-

ve que le p-crible (G, §)x(G',G")=(G XG',GxG’) est épimorphe.

L4

c) Soient (F, 3")%(0, §) deux fleches paralléles de E°T€P,
(N,JU) 1'égalisateur de (g,8") et f,f': NZZZG' deux fleches de G tel-
les que, pour tout objet X de A4 et toute fléche x: pX-N de N(X), on
ait f.x = f'.x. Soit maintenant a:pA > F un élément de F(A) et con-

sidérons e produit fibré suivant dans G :

Ne
No—

a.
D'aprés les hypothéses, il existe une famille (4; —L A)iel de fléches

de 4 telle que U lm(a ) =N, . Notons alors a :pA;» N, I'unique fle-
iel
che telle que

>———pA

a

> F.

pA L-N >—pd =pA; —»pA

On veit que, pour tout i de [, u,.a; appartient a ?T(Ai). Par suite

f.ua.ai"—‘-f'.ua a
a!
Mais nous savons que la famille (p Ai—”>N )iel est épimorphe, donc:

L = . D'autre part la famille N —»N) ~. est épimorphe,
foug=f"u P ( A a)ed P
car il en est de méme de (pA-%-F) et les familles épimorphes

(Ad,a) e?'-

de G sont stables par changement de base.

Ainsi on en conclut que f=f’, ce qui prouve que le p-crible (N, 1)
est épimorphe.

2° Montrons maintenant que l'inclusion E°™P ¢ _ E°" admet un ad-
q L L
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joint & droite.

Soit (F,¥) un p-crible, et posons F= ~Im(x). La restric-

W)
(%,X)e S
tion (}7, 2.J‘r) de (F,¥) a F est épimorphe par construction. Soit mainte-

nant (G, §) un p-crible épimorphe et (G, §) £ (F,¥% ) une fleche de E° .

Alors, on a les inégalités suivantes:

:3 ra = A x = A 3 m X =
Im(f)=3.6 Bf((x,xu)e Im(x)) (x,ijfg Im(x)

= ~Im . Al '—‘-F.
(x,XU)fQ (f %) C(y,YU)J m(y)

Donc f: G- F se factorise par ;7>->F, et ainsi f: (G, 8)>(F,¥F) se
factorise par (-F,g)C,(F,?).

c N . .

30 Le foncteur Ecrep . E T étant exacta gauche ainsi que son ad-
joint & droite, ils définissent un cotriple exact & gauche C. Par suite,
) ) g
E°T®P | qui s'identifie & la catégorie des C-coalgébres, est un quasi-topos

(d'apres 3.2).

5.11. G étant un quasi-topos, considérons une topologie de Grothendieck
J sur E et soit E]" la sous-catégorie pleine de E°" ayant pour obj ets
les p-cribles (F,F ) tels que le sous-objet F C, G(p{-),F) soit fermé
pour / dans E . On montre facilement que E;r est une sous-catégorie exac-

tement réflexive de E°”. Par suite (3.6) l_’:;r est encore un quasi-topos.

5.12. Si maintenant p: E »-Q vérifie les trois conditions (EP 1), (EP2) et
(EP 3) de la Proposition 5.10 et si G est un topos U-borné, alors la sous-
catégorie pleine E;’ep = E°T°P ﬂlj;r de E°TP est exactement réflexive
(car le réflecteur E°7 » E;r préserve les p-cribles épimorphes ). C'est donc

encore un quasi-topos.

5.13. PROPOSITION. Si le foncteur p: E » G vérifie les quatre propriétés
(QTB'1), (QTB'2), (QTB'3) et (QTB'5), alors E est un quasi-topos.

PREUVE. Pour chaque objet X de E soit J la topologie de Grothendieck
ayant pour familles couvrantes les familles finissantes épimorphes (c'en

est bien une d'aprés (QTB'3)). Montrons qu'on a 1'équivalence E = E;rep .
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Tout d'abord, on voit que le foncteur Y: £ » E7" a son image dans EJ"°P,
car, pour tout objet £ de E, Y(E) est épimorphe, Idp g aPpartenant &
Y, (E ). Réciproquement, soit (F,F ) un objet de ES°P . Comme p: E~ G

E proq ] Ly 54

est & structures finales épimorphes, il existe une famille finissante

%, .
(X E)(x,X)eg: dans E

et un inversible y: pE = F tels que

pX PX. pE_Y.F=pX_X.,F.
y définit alors un isomorphisme Y(E )~ (F,F). (En effet, le p-crible

(F,¥) appartenant a E;rep et la famille (X -2*~E) 5 étant finis-

(%,X)eF

sante, on voit que y appartienta F(E).)
Les deux catégories £ et EJ'°P étant équivalentes et E7'°P étant un

quasi-topos (5.12), on en conclut que £ est un quasi-topos.

S.14. THEOREME. E étant une catégorie et U un univers, E est un qua-
si-topos U-borné si et seulement si elle vérifie les axiomes énoncés au 5.5.

Dans ce cas il existe une équivalence Gr(E )s G qui rend le diagramme

o

Gr(E) —= G.

suivant commutatif :

PREUVE. 1° Supposons tout d'abord que E vérifie les axiomes énoncés
au 5.5. Alors d'aprés la Proposition 5.13, £ est un quasi-topos. D'autre
part, G étant U-cocompléte et p A structures finales épimorphes, E est
donc ‘U-cocompléte (5.3.2).

Soit maintenant A un objet de E . Notons PE(A) (resp. Po(pA))
I'ensemble des sous-objets (non nécessairement forts ) de A dans E (resp.
de pA dans G ). Il existe une application canonique Pg(4)- Po(pA4).
Or d'aprés (QTB'4), cette application est a fibres ‘U-petites et, d'aprés
(QTB'S), Pg(p A) est ‘U-petit. Donc PE(A) est U-petit.

2° Supposons maintenant que E soit un quasi-topos U-borné et posons
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GC=Gr(E) et p =gr. G est un topos U-bien balancé, car, pour tout obj et
A de G, PQ(A) est contenu dans PE(A) ; de plus il est 4 sommes -
petites, car l'inclusion G C. E admet un adjoint & gauche. Par suite c'est
un topos U-borné. On voit aussi que les fibres de p sont U-petites, car,
pour tout objet A de G, on a plrid})c Pp(A). p estaussi a structu-

res initiales finies; en effet, soient ((4; )ieI une famille finie d'obj ets de

E, G un objetde G et (C_&’PA;');‘(] une famille de fléches de G. Con-

sidérons le produit fibré suivant dans £ :

G A,
G

l 1
On montre que la famille (.G > II14;~ 4; )ieI est commengante. Avant de

p(IL4;).

Avant de montrer que p vérifie (QTB'2), démontrons que:
a) Pour tout objet A de E, le treillis Py (4) est complet;
b) Si (A;>~A);,; est une famille épimorphe de monomorphismes,

alors _UI A;>~A est un épimorphisme (on peut supposer [ U-petit ).
i€

PREUVE DE a. L'inclusion mon(A4)C, E/ 4 admet un adjoint & gauche
et £/ 4 est U-cocompléte. Donc mon( A) est U-cocompléte. Par suite I'en-
semble ordonné Pp(4) qui lui est équivalent est aussi U-cocomplet, donc

complet en tant qu'ensemble ordonné, car il est (U-petit.
PREUVE DE b. Comme

UA>A=Im( 3A4,—~4)
13 i€1 1

iel

et que

teIAi > A est un épimorphisme, iLeJIAi >>A est un épimorphisme.

Soit maintenant (4;); ; une famille d'objets de E et (p 4; -&*B Jier
une famille épimorphe de fléches de G (donc de E, car p: E» G est fi-

déle). Notons

B,>-B = Hfi(Ai»pAi)
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et soit f!: A;» B, pour tout i de I, la fleche qui rend le diagramme sui-

vant commutatif :

Soit maintenant B>+B = U B;>~B. Comme la famille (p4; —fL-B)

iel iel

est épimorphe et que les fléches A;>~p A; sont des épimorphismes, la

famille

f; '
(4; >-p4;,—B), ;=(4;,—B,>-B)

iel
est épimorphe, ainsi que la famille (B, >>B);. |- Par suite, B>~B , qui
en est la réunion, est un épimorphisme (et un monomorphisme).Il existe
alors un isomorphisme B~ p B tel que
.B>—>Bﬁ>p-B =-B>—>p-B.
De plus, pour chaque { de [,
’

f!

Montrons que la famille (4; —~B; » -B)i ¢ est finissante. Soit donc une

famille (Ai—&*C)iEI de fleches de E, et k: B> pC une fléchedeG telle

que, pour tout ¢ de [, on ait

pAiﬁ-»B—k—ﬂ)C =pAi—£ii->pC.
On a les inégalités successives suivantes :
-1 -1-1
A;>>pA;<(pg;)(C>>pC)=f; k(C>pC),

-1

B,>~B = afi(Ai>—>pAi) <k (C>pC),

- -1

B>"B=.UI(B;'>_’B) <k (C>=pC).
113

Donc il existe une fléche [: B> C rendant le diagramme suivant commu-
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tatif :
.li | T
B—%k __,cC.

Comme B>~B et C >+p C sont des bimorphismes, on a les égalités:
* ’
2=_Rnpl - nk i L= &i
BE=pB-ELpC=B2EpC et A,~~B;>>B=-C=4;,—*

Enfin 1: B> C est I'unique fléche de E remplissant ces deux conditions,

car p est fidéle. On a donc achevé de montrer 1'axiome ( QTB'2). Nous ve-

nons de voir qu'une famille (Ai—i-A)iE ; est finissante et épimorphe si

et seulement si 4 = 'UI Im(f;). Or, pour toute fléche a: A'> 4 de E,le
ig

foncteur a*: E/ 4 » E/ 41 préserve les images et les unions, car il préser-

ve les limites inductives et projectives. Par suite les familles finissantes
>

épimorphes sont universelles. La fin de la proposition se prouve facilement.

5.15. REMARQUE. En fait nous avons vu, au cours de la Proposition5.13
que tout quasi-topos U-borné pouvait se mettre sous la forme AP (du
moins & une équivalence prés), ob 4 est une catégorie munie d'un foncteur
d'oubli & structures initiales finies vers un topos U-borné. La proposition

suivante montre méme un peu plus.

5.16. PROPOSITION. Soient G un topos U-borné, p: E > G un foncteur
vérifiant les trois axiomes (QTB'1), (QTB'2) et (QTB'3) et A: A» E un
foncteur pleinement fidéle. Supposons de plus que tout objet E de E soit
le but d'une famille finissante épimorphe (A A; > E); ; od, pour chaque
i de I, A; est un objet de A. Alors il existe une équivalence naturelle :
E~ AP, ou ] est la topologie de Grothendieck sur A ayant pour famil-
les couvrantes les familles (A; - A)iel telles que (NA4; > \A); jsoient

finissantes et épimorphes.

PREUVE. Tout d'abord précisons que, sous les hypothéses ci-dessus, le

foncteur composé
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42 E-L.g
vérifie les conditions (EP1), (EP2) et (EP3) de la Proposition 5.10. Ain-
si la catégorie A°7®P est bien un quasi-topos. D'autre part sous ces mé-
mes hypothéses J est bien une topologie de Grothendieck. Ceci dit, pour
vérifier la proposition, il suffit de montrer (d'aprés la Preuve de 5.13) qu'on
a un isomorphisme 477°P = E{'°P, ou ]’ est la topologie de Grothendieck

sur £ ayant pour familles couvrantes les familles finissantes épimorphes.

5.17. REMARQUE. I. On peut appliquer la proposition précédente aux ex-
emples II et III de 2.7 qui sont des quasi-topos U-bornés. Si, dans ces deux
cas, on prend pour 4 la catégorie Top des espaces topologiques, les fa-

milles J-couvrantes sont alors :

1° dans l'exemple [, les familles (Xi—LX)iE] telles que, pour

tout x de X, il existe un nombre fini d'indices iy, ..., ¢ de [ et des élé-
ments x; ,...,%; respectivement de X; ,..., X; tels que:
1 n 1 n
Ve=fi Ve noonf, Voo et fi x; =..=f; x; =x,
1 iy n i 1 71 n n

n

ot ¥ note le filtre des voisinages de x dans l'espace X ;

2° dans l'exemple 1II, les familles (X; —LX)iEl telles que, pour

tout x de X et pour tout ultrafiltre ¢¢ sur X convergeant vers x, il existe
un indice i de /, un élément x; de X; et un ultrafiltre ¢, sur X, conver-

geant vers x; tels que

(On retrouve ainsi une partie de la Proposition 4.9 de [11].)

II. Soit A une catégorie et p: A > Ens un foncteur vérifiant les deux
conditions suivantes :
1° A a un élément final 1 préservé par p,
2° Pour tout objet 4 de A et tout x: pl > pA il existe une unique
fleche a: 1> A telle que pa = x.
Alors p vérifie les trois conditions (EP1), (EP2) et (EP3) de la Propo-
sition 5.10, et un p-crible (E, &) est épimorphe ssi &(1) = Ens(pl,E).
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6. APPLICATION AUX VARIETES.

6.1. Tout d'abord donnons quelques terminologies.

- Si A: F» E est un foncteur pleinement fidéle, on dit qu'un objet £
de E est représentable dans F s'il existe un objet F de F tel que A F
soit isomorphe a2 £ dans E .

- Soit E une catégorie et top: E > Top un foncteur fidéle (top( X ) si-
gnifiant intuitivement : topologie sous-jacente @ X ). Si X et X' sont deux
objets de E, on dira que X' est un ouvert de X si top(X') est un sous-
espace ouvert de top(X) et X'C, X un morphisme commengant (i.e. hy-
percartésien, ou une fop-injection) de E . Enfin, si X est un objet de £,
on dira qu'une famille (Xi)iel d'objets de E est un recouvrement d'ou-

verts de X si X; est un ouvert de X pour tout i de / et si

w top(X;) = top X.
iel

- E étant une catégorie et top: E » Top un foncteur fidéle, soit main-
tenant A: B> E un foncteur pleinement fidéle. On dit qu'un objet X de
E est variétal (resp. variétal de type fini) sur B s'il admet un recouvre-

ment (resp. fini) d'ouverts qui sont tous représentables dans B .

6.2. Soit E une catégorie et top: E > Top un foncteur. On dit que le cou-
ple (E,top) (ou simplement E, par abus de langage) est une catégorie
variétalement close (resp. variétalement close de type fini ) s'il vérifie les
axiomes suivants :

1° top est fidele;

20 si X estun objetde E et y: X'~ topX un inversible de Top, il
existe un unique objet X' de E tel que top X' = X' et que y: X'> X soit
une fléche de £ ;

30 E a assez d'ouverts (i.e. soit X un objet de E et U un sous-
espace ouvert de top X ; alors il existe un ouvert X’ de X tel que l'on ait
top X' =U (onnote X' = X| U)).

4° Soit (X, )iel un recouvrement (resp. recouvrement fini) d'ouverts
de X dans E ; alors la famille (X; C. X ), ; est finissante (voir Défini-

tion 5.2.1).
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so E vérifie la condition de recollement (resp. recollement de type

fini) (i.e. soit X un espace topologique et ( X;; )(. e 12 une famille (resp.
t,] JE
famille finie ) d'obj ets de _Z_C telle que:
a) (top X;. )

.. .o est une famille de sous-espaces ouverts re-
(LjJ)el
couvrant X,
~

i
b) top Xij = top X;;M top Xii ,

iioet Xij C,Xj]. sont commengants (i.e hypercarté-

siens, des top-inj ections ).
Alors il existe un objet X (qui est unique d'aprés les axiomes 2 et 4) au-

dessus de X tel que Xij C, X soit commengant pour tout { et j de [ ).

Pour simplifier le texte on écrira souvent c.v.c. (resp. c.v.c.t.f.) au
lieu de catégorie variétalement close (resp. catégorie variétalement close

de type fini).

6.3. Appelons site topologique concret (resp. site topologique concret de
type fini ) ou plus briévement s.t.c. (resp. s.t.c.t.f.) un triplet (B, top, %),
ol B est une catégorie, top: B> Top un foncteur fidéle et B la donnée
pour chaque objet B de B d'une partie B(B) de LB/B[ vérifiant les axi-
omes suivants :

1o Si m: B'> B est dans B(B), alors top(m) est injective ouverte
et m est commengant.

20 Scit B'-> B dans B(B) et A~ B une fleche de B ; alors le pro-

duit fibré suivant

’

I

A

existe dans B et est préservé par top ; de plus A'> A est dans B(4).
30 Si A> B et A'> B sont dans B(B), alors 4 ;A'» B y est aussi.

4° Soient B un objet de B et U un sous-espace ouvert de topB ;

m.
alors il existe une famille (resp. famille finie) (B; — B)iel d'éléments
de B(B) telle que -Ulmi(tOPBi) =U.
i€
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mo
5° Soit (Bi—L’B)ieI une famille (resp. famille finie) d'éléments

de B(B) telle que .Ulmi(top B;) = top B ; alors elle est finissante.
ie

La plupart du temps on notera un s.t.c. ou un s.t.c.t.f. (B, top, B )

seulement par la lettre B.

6.4. 1° Soit B un site topologique concret (resp. s.t.c.t.f.) et f: A » B
une fléche injective (i.e. top f est injectif). Alors f est commengante ou-
verte (i.e. topf est ouverte) si, et seulement si, il existe une famille

(resp. famille finie) (B;» B); ; d'éléments de B(B) telle que
(topf*B; » topA)

iel
est épimorphe et f*B; > B; , pour tout i de [, est inversible.

2° Soient B et B’ deux sites topologiques concrets (resp. s.t.c.t.f.)
et soit A: B> B' un foncteur au-dessus de Top tel que, pour tout BB
de B(B), on ait A\B > AB dans B'(AB). Alors \ préserve les morphis-

mes commengants injectifs ouverts.

3° Soient B un site topologique concret (resp. s.t.c.t.f.), £ une ca-
tégorie variétalement close (resp. c.v.c.t.f.) et A: B> E un foncteur plei-
nement fidéle au-dessus de Top tels que, si A > B est dans B(B), alors
A A > AB est commengant. Alors la sous-catégorie pleine de E ayant pour
obj ets les obj ets variétaux (resp. objets variétaux de type fini) sur B est

encore variétalement close (resp. une c.v.c.t.f.).

4° Soient B un site topologique concret (resp. s.t.c.t.f.), £ et F des
catégories variétalement closes (resp. c.v.c.t.f.), A: B> E et p: B> F
deux foncteurs pleinement fidéles au-dessus de Top tels que:
si A> B estdans B(B), alors \A>AB et pAd->puB sont com-
mengants.
De plus on suppose que tout objet de £ est variétal (resp. variétal de type
fini) sur B . Alors il existe un unique foncteur ®: E > F au-dessus de Top

tel qu'on ait
_B__A_.E _L.E =pt-F.

5° Si de plus on suppose, dans la propriété précédente, que tout objet
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de F est variétal (resp. variétal de type fini) sur B, alors ® est un iso-

morphisme.

6.5. Soit B un site topologique concret (resp. s.t.c.t.f.) et considérons
le quasi-topos Bj" (construit au 5.11) ot J est une topologie de Grothen-
dieck pour laquelle :

1° toute famille (resp. famille finie) (B; » B); ; d'éléments de B( B)

pour laquelle (top B; - top B);.; est épimorphe, est J-couvrante,
2° toute famille J-couvrante est finissante.

Remarquons que les familles (resp. familles finies) (B; > B)igl
d'éléments de B(B) pour lesquelles ( top B; - top B)ie ; est épimorphe for-

ment une topologie de Grothendieck vérifiant les conditions ci-dessus.

6.6. 1° Le plongement Y: B > B (voir 5.6) se factorise par Q;'
20 On construit un foncteur top : E;ra Top : il associe au p-crible
(E,&) (ot p=B-1%. Top O—Ub>E_'n_s ) I'espace topologique final pour

la famille d'applications (p BX-E)

Bxjeb Ainsi Y: B> Bf" devient
» X )€

un foncteur au-dessus de Top.

30 Sous les conditions 6.5, la catégorie BS™ est variétalement close
’ g =27

(resp. une c.v.c.t.f.).

Ainsi, a 1'aide de 6.4, on voit que:

6.7. PROPOSITION. Pour tout site topologique concret (resp. s.t.c.t.f. ) B,
il existe une catégorie E variétalement close (resp. une c.v.c.t.f.) et un
foncteur pleinement fidéle \: B > E au-dessus de Top tels que:

Io toute fléche B'-> B de B(B) est envoyée par A sur une fléche
commengante ;

20 tout objet de E est variétal (resp. variétal de type fini) sur B.
De plus, si A': B~ E' est une autre solution du probléme, il existe un uni-

que isomorphisme ®: E » E' au-dessus de Top tel que:

B—Aep-Pop=p A

1y
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PREUVE. On prend pour E la sous-catégorie pleine de B;r ayant pour ob-

jets ceux qui sont variétaux (resp. variétaux de type fini) sur B.

On notera alors E =Var(B) (resp. E = Varf(§) ), et on dira que
Var(B) (resp. Varf(_B) ) est la cloture variétale (resp. cléture variétale
de type fini ) de B.

6.8. REMARQUE. Dans la preuve de la Proposition 6.7, nous voyons qu'il
y a plusieurs choix possibles de topologies de Grothendieck (celles qui
vérifient 6.5) qui donnent la méme catégorie Var(B ) (resp. Varf(B) ).

En fait dans la pratique on donne la plupart du temps une autre des-

cription, plus particuliére, de Var(B ) que nous allons résumer ici.

6.9. 1° Soit B une catégorie et top: B> Top un foncteur vérifiant seu-
lement les axiomes (1), (3) et (4) des catégories variétalement closes
(6.2). B est en particulier un site topologique concret en prenant pour

B(B) 1'ensemble des morphismes commengants inj ectifs ouverts de but B .

2° On appelle carte sur un espace topologique V un triplet (V,¢, B),
ot U est un sous-espace ouvert de V', B un objet de B et ¢p: U->top B

un homéomorphisme.
3° Deux cartes (U,¢p,B) et (U',¢', B') sont dites compatibles si,
b1 UNU'>(UNU') et ¢;:UnU'>@'"(UNU")
étant les restrictions respectivement de ¢ et ¢', I'homéomorphisme
BBy (UNY)>¢1(UNT")
se reléve en un isomorphisme Bl ¢(UNU')> B'[ ¢'(UNU’).

4° Un atlas A sur V est un ensemble de cartes deux & deux compa-

tibles qui recouvrent V (i.e. tel que V = u U
(U,¢,Ble A

5° Un atlas est dit complet s'il est maximal pour 1'inclusion.

6° On appelle variété modelée sur B un couple (V,A) od V estun

espace topologique et A un atlas complet sur V.

7° Un morphisme f:(V,A)» (V' A') entre variétés modelées sur

B est une application continue f: V » V' telle que, pour toutes les cartes
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(U,,B) de A et (U',¢',B') de A', le composé

-1 1 -1
SUNFU ) Unfu L U %  1pB
se reléve en une fléche Brgb(Uﬂ)-‘IU')-» B'. On construit ainsi une ca-

tégorie Var(B).

8° On construit canoniquement un foncteur v: B - Var(B) qui est plei-
nement fidéle. Il associe & 1'objet B de B le couple (top B, AB), ot Ap
est l'atlas complet formé des cartes (U,¢, B') ot U est un sous-espace
ouvert de topB et ¢: U~ top B' un homéomorphisme qui se reléve en un

isomorphisme B[ U~ B’.

6.10. PROPOSITION. Var(B) est lacliture variétale de B. Par suite

Var(B) = Var(B).

G.11. EXEMPLES. 1° La derniére proposition montre que, si on prend pour
catégorie B :
a) la catégorie ayant
- pour objets, les couples (U, B), ot B est un espace de Banach et
U un ouvert de B,
- pour morphismes f:(U,B)->(U’, B') les applications f: U» U' qui
sont différentiables de classe CP ,
b) la catégorie ayant:
- pour objets, les couples (U,n ), ot n est un entier naturel et U un
ouvert de k™ (k étant un corps valué fixé une fois pour toutes),
- pour morphismes (U,n)->(U',n') les applications f:U> U’ qui
sont analytiques sur £,
alors la catégorie Var( B ) n'est autre que la catégorie:
- des variétés banachiques de classe CP dans le cas a,

- des variétés analytiques sur & dans le cas b.

2° La Proposition 6.7 permet de donner un autre exemple qui n'entre
pas dans le cadre de la Proposition 6.10: Prenons, en effet, pour catégorie
B la catégorie opposée (ou duale) de la catégorie des k-algébres réduites

de type fini. B devient un site topologique concret en prenant pour ensem-
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ble B(A) I'ensemble des homomorphismes de la forme
A - Af ol Af= ALX1/(1-fX),

et pour foncteur top = Spm: B > Top (spectre maximal). Alors la catégorie
des prévariétés algébriques vérifie les axiomes d'une cloture variétale de

type fini de B .

6.12. CONCLUSION. Ainsi ces différentes catégories de variétés peuvent
étre construites de fagon sensiblement plus simple, en utilisant le quasi-
topos _B;r, Var(B) (resp. Varf(Q) ) étant simplement, comme nous l'a-
vons vu, la sous-catégorie pleine de cette derniére qui a pour objets les
obj ets variétaux (resp. variétaux de type fini) sur B . L'utilisation de Q;r
présente d'autres avantages (sur la catégorie des k-espaces de Cartan, par

exemple ), comme le montre la proposition suivante :

6.13. 1° Si les produits finis existent dans le site topologique concret (resp.
s.t.c.t.f.) B et sont préservés par le foncteur d'oubli composé
B —Top —Ekns,

alors ils existent aussi dans Var(B) (resp. Varf(_E) ) et ils sont préser-

vés par le foncteur inclusion
Var(B) . B;" (resp. Varf(_B_)C, BS™).
2° On a l'isomorphisme B = Var(B )" (resp. = Varf(l_i’);r. ), ol:

- | est la topologie de Grothendieck sur B ayant pour familles couvran-
tes les familles (resp. familles finies) (B; > B); ; d'éléments de B(B)
pour lesquels (top B; » top B); ; est épimorphe,

- J' est la topologie de Grothendieck sur Var(B) (resp. Varf(ﬁ))
ayant pour familles couvrantes sur I'objet V de Var(B) les recouvrements
(resp. recouvrements finis) d'ouverts de V.

3° Le foncteur inclusion Var(B)C.Bj" (resp. Varf(_B)C_,Q;r)

préserve les limites projectives déja préservées par le foncteur d'oubli

Var(B)» Ens (resp. Var/(B)~ Ens ).
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