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Introduction

Une application harmonique ¢ entre deux variétés riemanniennes est un
point critique de la fonctionnelle Energie. Elle est dite stable si la variation
seconde H, de I'énergie en ¢ est semi-positive sur I'espace I'(¢) des champs
de vecteurs le long de ¢. Dans cet article nous nous intéresserons essentiel-
lement au cas ou la variété source est une sphére canonique S™ de
dimension m (le cas ou la variété but est une sphére avait été étudié dans
un précédent article [4]). En effet, il est bien connu (depuis Xin [19]) que
si m = 3, alors toute application harmonique stable de S™ dans une variété
riemannienne (N, h) est constante. La question qui se pose alors naturelle-
ment est de savoir quelles sont les applications harmoniques non con-
stantes les moins instables de S™ dans (N, h). Le degré d’instabilité d’une
application harmonique ¢ étant mesuré par l'indice, noté Ind.(¢), de H,,
ie. la dimension des sous-espaces maximaux de I'(¢) sur lesquels H, est
définie négative.

Le premier résultat que nous obtenons dans cet article nous dit précisé-
ment que, parmi toutes les applications harmoniques non constantes
définies sur S™, I'identité I de S™ posséde I'indice le plus petit. Autrement
dit, pour tout ¢: S™ — (N, h) harmonique non constante, avec m = 3, on a

Indg(¢p) = Indg(I) =m + 1.

Noter que Eells et Lemaire avaient obtenus dans [2] la minoration
Indg(¢) = 1 + rang(¢).

Comme celles de Xin et de Eells—Lemaire, notre preuve est fondée sur le
calcul explicite de la restriction de H, 4 I'espace A des champs gradients
des premiéres harmoniques sphériques. Cependant, notre méthode ne passe
pas par la formule générale de la variation seconde, mais s’appuie sur un
calcul global de la variation premiére de I’énergie le long des courbes
engendrées par les champs de A. Elle présente ainsi 'avantage de donner
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lieu & un résultat de type global. En effet, nous en déduisons que, non
seulement la variation seconde de I’énergie est, pour m > 3, définie négative
sur le sous-espace d¢(A4), mais aussi qu’il existe une variété (instable) C, de
dimension m + 1 difftomorphe & G(m)/O(m + 1), ou G(m) est le groupe
conforme de S™, et dont I’espace tangent en ¢ est précisément d¢(A), telle
que la restriction de I'énergie a C, atteigne son maximum absolu strict en
¢ (cf. 1.2 et 1.5). Ceci s’exprime par le fait que, pour tout ¢: S™ — (N, h)
harmonique non constante (m > 3) et tout difféomorphisme conforme non
isométrique y de S™, on a I'inégalité stricte

E(¢ ) < E(¢)

ou E(¢) est I’énergie de ¢.

L’existence d’applications holomorphes de S? dans des variétés Kih-
lériennes explique pourquoi les résultats précédents ne sont pas valables en
dimension 2. En effet, toute application holomorphe entre variétés Kih-
lériennes est une application harmonique stable (méme minimisante) [11].
Cependant, dans le cas particulier ou la variété but est ’espace projectif
complexe CP?, Siu et Yau [16] avaient montré que les seules applications
harmoniques stables de S? dans CP“ sont les applications holomorphes ou
antiholomorphes (cf. [1] et [12] pour un résultat plus général). Reste donc
a savoir ce qui se passe pour l'indice des applications harmoniques non
(anti-) holomorphes.

Dans la seconde partie de cet article, nous calculons l'indice de
Pimmersion canonique j,,: S™ -RP™ — CP™ (qui est totalement réelle), puis
nous montrons que, parmi toutes les applications harmoniques non (anti-)
holomorphes ¢ de S? dans CP4, I'application j, posséde I'indice le plus
petit (cf. 2.2 et 2.11), i.e.

Indg(¢) = Indg(j,) =6

Une catégorie intéressante d’applications de S™ dans CP? est celle des
applications totalement réelles. Notre théoréme 2.3 montre que, parmi
toutes les immersions harmoniques totalement réelles ¢ de S™ dans CP,
l'application j,, posséde I'indice le plus petit, i.e.

Indg(¢) = Indg(j,) = (m + 1)}m + 4)/2.

Noter que, si ¢ est une application harmonique de S™ dans S, alors j;° ¢
est une application harmonique totalement réelle de S™ dans CP.
Certaines applications harmoniques sont aussi des immersions mini-
males, i.e. des points critiques de la fonctionnelle Volume. La comparaison
des variations secondes des fonctionnelles Energie et Volume en de tels
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points critiques communs permet d’avoir des résultats semblables aux
précédents mais concernant Iindice, noté Ind,(¢), des immersions mini-
males ¢ de S™ dans CP?. Ainsi, nous montrons qu’on a (cf. 2.2 et 2.3), pour
toute immersion minimale non (anti-) holomorphe ¢ de S? dans CP?,

Indy (¢) > Ind,(j,) =6,

et, pour toute immersion minimale homothétique et totalement réelle ¢ de
S™ dans CP¢,

Indy(¢) > Indy(j,) = (m + 1)m + 2)/2.

1. Le cas géneral

Tout au long de cet article on désignera par (M, g) une variété rieman-
nienne compacte de dimension m = 2 et par (N, h) une variété rieman-
nienne de dimension n = 2. Les produits scalaires associés a g et h seront
tous notés {,). Pour toute application différentiable ¢ de M dans N,
on notera E(¢) =3[y |d@|>dv I'energie de ¢, ou |d¢| est la norme de
Hilbert—Schmidt de d¢ et ou dv est I'element de volume canonique associé
a g. Les connexions de Levi—Civita de (M, g) et (N, h) seront notées
respectivement D et V. On désignera par I'(¢) I'espace des champs de
vecteurs le long de ¢ (i.e. les sections du fibré ¢*TN), par V¢ la connexion
induite sur ¢*TN par V et par 1(¢) = tr, V¢ d¢ la tension de ¢. La variation
premiére de 1’énergie dans la direction d’un champ V eI'(¢) est donnée par
la formule (cf. [3]).

GE)4(V) = % E@i=o0 = —L {t(¢), V> dv, (€Y

ou (¢,), est une famille a un paramétre d’applications différentiables telle
que ¢, = ¢ et d/(dt)¢d,l,—o = V. L’application ¢ sera dite harmonique si
(¢) = 0.
A une application harmonique ¢, on associe la forme quadratique définie
pour tout Vel(¢) par
d2

H¢(V) = a‘t}' E(¢t)lt=09

et on appelle indice de ¢ la dimension, notée Indz(¢), des sous-espaces
maximaux de I'(¢) sur lesquels la forme H, est définite négative,

Ind;(¢) = Sup{dim F; F = I'(¢) t.q. H; définite négative sur F}.
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L’application ¢ sera dite stable si Indg(¢) = 0. On appellera nullite de ¢ la
dimension, notée Nulg(¢), du noyau de H,.

Dans tout le reste de ce paragraphe, nous nous intéresserons exclusive-
ment au cas ou la variété source est la sphére S™ munie de sa métrique
canonique notée can.

1.1. THEOREME. Toute application harmonique non constante ¢ de la
sphére S™ de dimension m = 3 dans une variété riemannienne (N, h) verifie

Indg(¢) = m + 1.

Cette minoration de I'indice est optimale. En effet, I’égalité¢ Indg(¢) =
m + 1 a lieu en particulier pour I'identité de S™, ou m = 3 (cf. [17]), et pour
la fibration de Hopf n: S® — S? (cf. [18]).

Le théoréme 1.1 montre en fait I’existence d’'un sous-espace F de
dimension m + 1 de I'(¢) tel que, pour toute variation (¢,), de ¢ telle que
(d¢,/dt)|,= o€ F, la restriction de I'énergie a (¢,), admet un maximum local
strict en ¢. Une version globale de ce résultat est contenue dans le théoréme
1.2 suivant.

Pour tout xe M et tout Ve Ty, N, on notera VT et V* les projections
orthogonales respectives de V sur d¢(T,. M) et d¢(T, M)l Si 'on des1gne
par G(m) le groupe des transformations conformes de S™, i

G(m) = {ye Diff(S™); Jae C*(S™) t.q. y* can = a can},

alors on a le

1.2. THEOREME. Soit ¢ une application différentiable de S™ dans une
varieté riemannienne (N, h) telle que 1(¢)T =0.On a

E(¢) = Sup E(¢°y).

yeG(m)

De plus, si ¢ est non constante et m = 3, alors l'egalite E(¢ °y) = E(¢) n'a
lieu que si y est une isometrie (i.e. yeO0(m + 1)).

Dans le cas particulier ou (N, h) est une sphére canonique et ou ¢ est
non homotope a une application constante, la premiére partie de ce
théoréme avait €té obtenue par Ramanathan [13].

1.3. REMARQUES. (i) L’hypothése 1(¢)T = 0, que vérifient en particulier
les applications harmoniques, est vérifiée aussi par toutes les immersions
homothétiques de S™ dans (N, h) qu’elles soient harmoniques ou non. En
effet, 1a tension t(¢) d’une telle immersion est proportionnelle a sa courbure
moyenne (qui est un champ normal).
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(ii) Une conséquence du théoréme 1.2 est que, si 7(¢)” =0 pour une
application ¢ de S™ dans (N, h), alors il n’existe aucune transformation
conforme non isométrique y de S™ telle que ©(¢ °y)T = 0. En particulier,
lorbite G,,(¢) = {$°y;y€ G(m)} d’une application différentiable ¢ de S™
dans (N, h) sous I'action du groupe G(m), contient, modulo les isométries
de S™, au plus une application harmonique.

1.4. Preuve des théorémes. Pour tout ac R™*!, on note @ le champ conforme
de S™ donné en tout point x de S™ par:

a(x) =a—<{x,ayx. 2)

On note (¥7), le groupe a un paramétre de difffomorphismes conformes de
S™ engendré par le champ a. On a alors (cf. [5]):

G(m) = {ry?!; reO(m + 1), teR* et ae R™*1\{0}}. 3
Pour étudier la restriction de I’énergie a G,,(¢) = {@°y;ye G(m)}, il suffit

donc de déterminer, pour tout ae R™*1\{0}, les variations de la fonction
d’une variable réelle

Ja(®) = E(¢ ° 7).
Or, la dérivée de f, en un point t€ R est donnée par:
S0 = 5 B o ymo = <= B9 ¥m0
ds ds
= —L_ {t(¢ ©77), do(dyi(@))y dv C)

ou la derniére égalité provient de la formule de la variation premiére (1)
appliquée a ¢ o y{ et du fait que

d
P (¢ ovi o ¥ls=0 = do(dyi(a)).

On a (cf. [3]):

¢ o) = d(x(y9)) + treanV? dop(dy?, dy?), )
Soit «f la fonction positive sur S™ telle que (y9)* can = of can. On a alors

treanV? d(dy7, dyf) = of troa(V? ) 037 = afr(@) o 97 Q)



348 A. El Soufi

D’autre part, y? est un difffomorphisme isométrique de (S™, af can) sur
(S™, can). On a donc, pour tous X, Y, champs de vecteurs sur S™:

V¥ dyA(Y) = Dyyax) dya(Y) = dyA(DY),

ou D est la connexion de Levi-Civita de la métrique «f can. Par suite, si {e;}
est un repére orthonormé local au voisinage d’un point x de S™, alors on a

w08) = Y dviDeie; — Dee).

Or, leffet d’'un changement conforme de la métrique sur la connexion de
Levi—Civita est donné par:

DyY — DY = Ya®) " '(X, grad oa#)Y + (Y, grad a?>X —<(X, Y grad o),

ou grad «f est le gradient de of pour la métrique can. D’ou

o) = Hat) 1 dye (2 ¥ e, grad afye, — ¥ grad cx:‘)
=@ (a1 dyetarad o). ™)

Le report de (6) et (7) dans (5) donne:

(o7) = 227 (@) dg(driCarad o) + afe(4) 7t ®

D’apreés [6], on a pour tout xe S™

aé(x) = |a|*(sht{x,a) + |a| cht) 2. 9)
D’ou

grad of = —2|a|’(sht{x,a) + |a| cht) " 3shta = — ﬁ(oc‘,'):‘/2 sht a, (10)
et donc

Apovi) =

(mgT_|2) (4)172 sht dg(dy@) + ae(d) ot (1)
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Le report de (11) dans (4) donne, pour tout ae R™* 1\ {0} et tout teR,
Ja(t) = ——— sht j ()2 |dp(dyi(@))|* dv
+ L"’ af<t(¢) ° v, dp(dyr(a))> dv. 12)

Preuve de 1.1. On suppose m > 3 et ¢ harmonique non constante et on note
d¢(A) le sous-espace de I'(¢) formé des champs d¢(a), i.e.

dg(A4) = {d¢(@); acR™*1}.

d
Pour tout ae R™*!, on a d¢(a) = aqﬁoyﬂ,:o et donc

2
H,(00(@) = <7 E@20l,-0 = £100)

La dérivée en t = 0 de (12) donne immédiatement (avec t(¢) = 0):

@-—m

H,(d¢(a)) = f'(0) = L’m ldp(@)|* dv. (13)

(cette formule peut s’obtenir aussi a partir de la formule générale de la
variation seconde et de la formule de Weitzenbock, cf. [2]). On en déduit que
la forme H, est définie négative sur d@(A4) et donc que

Indg(¢) > dim dg(A).

Si I’on considére I'application linéaire qui, a tout vecteur ae R™*! associe le
champ d¢(a) ed¢p(A4), on voit alors que

dim d(4) = m + 1 — dim{ae R™* };d¢(a) = 0}.

Or, la condition d¢(a) = 0 équivaut a dire que ¢ est constante sur les courbes
intégrales de a, i.e., pour tout xeS™, I'application t+ ¢ °y¥(x) est constante.
Cependant, si a # 0, alors, pour tout xe S™\{ +a/la|}, la limite de y{(x) quand
t tend vers I'infini est égale a a/|al. Par suite, la nullitée de d¢(a) pour un a # 0,
entraine que ¢ est constante sur S™. En conclusion, on a {a; d¢(a) = 0} = {0},
et donc dimd¢@(4) = m + 1, dés que ¢ est non constante.
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Preuve de 1.2. L’hypothése 1(¢)” = 0 entraine que le second terme de I’expres-
sion (12) donnant f;(¢) est nul et donc qu’on a, pour tout ae R™* '\ {0} et tout
teR,

2-m
lal

f) = sht fs_ (@f)'*dg(dyi (@)l do. (14

On en déduit que f(t) <0 pour tout te R* et donc que f; est décroissante sur
R* (ie. f,(t) = E(¢ °y?) < E(¢) = £,(0), pour tout te R*). De plus, si ¢ est non
constante et m > 3, alors f, est strictement décroissante sur R*. En effet, s’il
existe t,e R* tel que f(t,) = 0, alors on a (comme of, # 0 en tout point de S™)
do(dyi(a)) = 0. Mais, comme (y{), est le flot de a, on a dyf(a) = a-y?. Cette
derniére condition équivaut donc a d¢(a-y?) = 0, c’est-a-dire a d¢(a) = 0 (%,
est un difffomorphisme). Or, dans la preuve de 1.1, on a vu que si ¢ est non
constante, alors il n’existe aucun vecteur non nul ae R™* ! tel que le champ d¢(a)
soit identiquement nul sur S™. En conclusion, sous les hypothéses m > 3 et ¢ non
constante, on a pour tout ae R™* '\ {0} et tout t€]0, + oo, E(¢ °y{) < E(¢).
Soit maintenant une transformation conforme y =ryfeG(m), ou reO(m + 1),
teR* et aeR™*'\{0}. On a (comme (¢ °7) = t(¢) or et E(¢ o 1) = E(P)):

E(¢°y) = E(p°roy) < E(¢ or) = E(¢).

De plus, si ¢ est non constante et m > 3, alors I'églité E(¢ °y) = E(¢) ne peut
avoir lieu, d’aprés ce qui précéde, que si t=0, cest-a-dire si y=
reO(m + 1). O

1.5. REMARQUE. Les théorémes 1.1 et 1.2 nous disent en fait que, sous les
hypothéses m > 3 et ¢ harmonique non constante, la restriction de I'énergie a
la variétée C, = {¢°y{;acR™*'} de dimension m + 1 et dont I'espace tangent
en ¢ est précisément d¢(A) = {d@(a); ae R™* '}, est une fonction qui admet ¢
pour unique point critique, que ce point critique est non dégénéré (le Hessien
de la fonction est défini négatif sur d¢(A4)), et qu’il correspond au maximum
absolu et strict de I'énergie sur C,.

2. Applications harmoniques a valeurs dans Pespace projectif complexe

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser au cas particulier ou la
variété but est I'espace projectif complexe CP? de dimension réelle n = 2d
muni de sa métrique canonique, dite de Fubini—Study, et de sa structure
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complexe canonique notée _#. Hormis les applications holomorphes de S?
dans CP?, I'application harmonique la plus naturelle de S™ dans CP™ est
celle obtenue en composant l'injection canonique de I'espace projectif réel
RP™ dans CP™ par le revétement canonique de RP™ par S™. En effet,
cette application, notée j,, est une immersion homothétique, totale-
ment geéodesique (i.e. V/mdj, =0) et totalement réelle (une application
¢: M — CP? est dite totalement réelle si, pour tout xe M, les sous-espaces
d¢(T, M) et # dé(T M) sont orthogonaux dans Td,(x)CP").

Rappelons que toute application harmonique et homothétique ¢ entre
deux variétés riemanniennes est aussi une immersion minimale, i.e. un point
critique de la fonctionnelle “Volume” V. A ce titre, 'application ¢ posséde
un autre indice de Morse, noté Ind,(¢), et une autre nullité, Nul,(¢),
définis de maniére paralléle a Indg(¢) et Nulg(¢h).

Ainsi, pour I'application j, qui fait partie de cette catégorie d’applica-
tions, nous avons la

2.1. PROPOSITION. L’application canonique j,: S™ — CP™ verifie

.y Jm+1)m+4)/2 sim=3 .y fmm+2) sim>3
IndE(’"')_{6 sim=2, Nulg(im) = 16 sim=2

SN .y Jm(m+3)/2. sim>3
Ind, (j,) =(m+ 1)(m+2)/2, Nuly, (j,) = { 10 sime2

11 est bien connu (cf. [11] et [16]) qu’une application harmonique de S$?
dans CP? est stable si et seulement si elle est holomorphe ou anti-
holomorphe. Le théoréme suivant montre que, parmi toutes les applica-
tions harmoniques non (anti-) holomorphes de S? dans CP?, I'application
j2: S? = CP? poosséde l'indice le plus petit.

2.2. THEOREME. Toute application harmonique ¢ de S* dans CP? verifiant
Indg(¢) < 6 (ou Ind, (¢) < 6) est holomorphe ou antiholomorphe.

Rappelons a cet effet que toute application harmonique ¢ de S2 dans
une variété riemannienne (N, h) est faiblement conforme (i.e. ¢*h =
3Id@|? can), et que toute application harmonique et faiblement conforme
d’une surface de Riemann compacte (M, g) dans (N, h) est une immersion
minimale admettant au plus un nombre fini de points de branchement
(cf. [3D.

Dans le cas ou la dimension m est supérieure ou égale a 3, il est naturel
de se poser la question suivante: parmi toutes les immersions harmoniques
(resp. les immersions minimales homothétiques) de S™ dans CP?, I’applica-
tion j,,: S™ ¢« CP™ posséde-t-elle I'indice le plus petit? Une réponse partielle
a cette question est donnée par le
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2.3. THEOREME. (i) Toute immersion harmonique totalement reelle ¢ de
S™ m > 3, dans CP? verifie

Indg(¢) > Indg(j,) = (m + 1)m + 4)/2.

(ii) Toute immersion homothetique minimale et totalement réelle ¢ de S™
dans CP? verifie

Indy () > Indy(j,) = (m + 1)(m + 2)/2

La partie (ii) de ce théoréme est un cas particulier du résultat suivant.

24. THEOREME. Toute immersion homotheétique minimale et totalement
reelle ¢ d'une variété riemannienne compacte (M, g) dans CP* verifie

Min(Indg($), Indy(¢)) = Indg(I) + Nulg(l),

ou I est d’identité de M.

A toute application harmonique ¢ d’une variété riemannienne compacte
(M, g) dans une variété riemannienne (N, h) est associé un opérateur noté
J 4 tel que, pour tous ¥, WeI(¢), on ait

H,(V, W)= JM <V, W dv.

Cet opérateur, dit operateur de Jacobi de ¢, est donné par la formule (cf.
[3D:
Jy(V) = —tr, VPVOV — Ric*(V), (15)

ou Ric#(V) = tr,R¥(d¢(.), V) d¢(.), RN étant le tenseur de courbure de
(N, h). Ainsi, si N_(J,) et No(J,) désignent respectivement le nombre de
valeurs propres strictement négatives de J,, comptées avec leurs multiplic-
ités, et la dimension de KerJ 4> on a alors

Indg(¢) = N_(J,) et Nulg(d) = Ny(J ). (16)

Les trois lemmes suivants nous seront utiles pour la suite.

2.5. LEMME (cf. [2]). Pour tout champ de vecteurs X sur M on a:
J5(de(X)) = dé(J (X)) —2tr, V¢ d(D . X, ),

ou I est l'identité de M.
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La preuve de ce lemme est une application de la formule de Weitzenbock.

2.6. LEMME. Si ¢ est totalement geodesique et homothétique, alors on a:

Indg(¢) — Indy(¢) = Indg(I)

et
Nulg(¢) — Nuly(¢) = Nulg()),

ou I est lidentite de M.

Preuve. Le lemme précédent nous dit, puisque ¢ est totalement
géodésique, que le sous-espace I'T(¢) = {VeI(@); V* = 0} est stable par
J,. Comme J, est auto-adjoint (pour le produit scalaire L?), il en est de
méme du sous-espace I''(¢) = {Vel(¢); VT = 0}, complémentaire ortho-
gonal de I'(¢), et on a donc

Indg(¢) = N_(Jo) = N_(J,/TT(9)) + N_(J,/T*(¢)) an
et
Nulg(¢) = No(J ) = No(J4/TT(9)) + No(J /T ($)). (18)

Or, pour tout champ V = d¢(X) eI'"(¢), ot X est un champ de vecteurs
sur M, nous avons (par le lemme précédent)

J4(dp(X)) = de(J ;(X)).

Comme ¢ est une immersion, nous en déduisons que les spectres de
Jgr T(¢) et de J; sont identiques et donc que

N_(J4/TT(¢) = N_(J ) = Indg(]) (19)
et

No(J 4/TT(¢)) = No(J;) = Nulg(l). (20)

Par ailleurs, 'opérateur de Jacobi K, de Il'application ¢ considérée

comme immersion minimale (cf. [14]), est proportionnel, dans le cas ou ¢
est homothétique et totalement géodésique, & J,/T"(¢). D’ou

N_(J4/TH9)) = N_(K,) = Ind,(¢) @1
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et
No(J 4/TH($)) = No(K,) = Nul,(¢). (22)

Le report de (19), (20), (21), (22) dans (17) et (18) donne le résultat. []

2.7. LEMME. Si ¢ est une application harmonique de (M, g) dans CP*, alors,
pour tout Vel(¢), ona

Jo(FV) = FJ,(V) + tr,(KFV, dé(.)> do(.) — (V. de(.)>7 dg(.)).

En particulier, si ¢ est faiblement conforme, alors, pour tout champ de
vecteurs X sur M, on a

dg|?
m

J4(F do(X)) = #J4(dd(X)) — (F dp(X).

Preuve. Puisque ¢ commute avec V%, on a donc pour tout VeI(¢),

J(FV) — FI,(V) = —tr,VOV® FVRIcHFV) + F(Ur,VPVPV + Rick(V))
= #Ric*(V) — Ric*(#V). 23)

Or, le tenseur de courbure de CP? est donné par
R(X, V)X =3(XI’Y — (X, Y)X — KX, £YD #X).
Il en découle:

Ric!(V) = 3{1d$I*V — tr, (¥, dg(.)> dg(.)+3{FV,de(.)>.# dg(.))],
(24)

et donc

F Ric!(V) — Ric'(FV) = tr,((FV, dé(.)> dg(.) — <V, de(.)>.7 dé(.))-
(25)

D’ou la premiére formule de I’énoncé. Supposons maintenant ¢ faiblement
conforme et considérons un point x de M tel que |[d¢|?(x) # O et une base
orthonormée {e,,...,e,} de T,M. Comme ¢ est faiblement conforme, la
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famille {ﬁldd}l“dq&(ei)},-sm est une base orthonormée de d¢(T, M) et
on a

2
e, VA )> o) = T SV dgle)> dle) = 2L (ovyr. (26)
De méme, on a
2
r,VAB()# () = £ T <Vddie)y dpie) =208 g0 )

D’ou, pour V = d¢(X), on a

Id¢|2

Jo(F dP(X)) — FJ4(dd(X)) = (F dp(X)T — 7 dp(X))

2
— O (g aguy. 0

2.8. Preuve de 2.1. L’application j, est homothétique, totalement
géodésique, totalement réelle et on a I''(j,) = #T'7(j,) Nous avons donc
(cf. 21) et (22))

Indy(j,) = N_(J;IZT7(j) et Nuly(j,) = No(J ;£ T().

Pour tout champ V = # dj(X) € #I'7(j) on a (lemme 2.7)

Ji(F dj(X)) = #J;(dj(X)) — 4.7 dj(X)

(en effet, on a |dj,|* =4m). Comme J;(dj(X)) =dj(J (X)), ou I est
I'identité de S™ (lemme 2.5), on a donc

Ji(# dj(X)) = £ dj(J (X) — 4X).

Si I'on note A, le laplacien de Hodge-de Rham agissant sur les champs de
vecteurs (ou les 1-formes) de S™, alors la formule de Weitzenbock donne

—tr,,D?*X = A, X —(m — )X
et donc

Ji(X) = —tr,D*X — (m — DX = A, X — 2(m — DX (28)
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On en déduit

Ji(F dj(X)) = #dj(A, X —2(m + 1)X)
et donc que

Indy (j,) = N_(A; —2(m + 1)) et Nuly(j,) = Nod; —2(m + 1))
(29

Or, pour m > 3, les premiéres valeurs propres de A, sont (cf. [8] et [9]):
A1(A;) = m, de multiplicité m + 1, I’espace propre associ¢ étant celui des
champs conformes purs (i.e. les gradients des premiéres harmoniques
sphériques), 1,(A,) = 2(m — 1) de multiplicité m(m + 1)/2, I'espace propre
associé étant celui des champs de Killing, et 15(A,) = 2(m+ 1) de multiplic-
it m(m+3)/2, l'espace propre associ¢ étant celui des gradients des
deuxiémes harmoniques sphériques. Pour S2, on a 4,(A,) = 2, de multi-
plicité 6, et A,(A,) = 6 de multiplicité 10. D’ou

Ind,(j,) =m+ 1 +mm + 1)/2 = (m + 1)Ym + 2)/2
et
Nul, (j,) = m(m + 3)/2 sim = 3, et Nul,,(j,) = 10.

Pour obtenir les valeurs de Indg(j,) et Nulg(j,), il suffit d’appliquer le
lemme 2.6 en remarquant qu’on a, d’aprés ce qui précéde (cf. aussi [17]):

m+1 sim=>=3
Indg(I) =N_(A, —2(m — 1)) = {O §m=2

mm+ 1)/2 sim=3

Nulg(I) = No(A; —2(m — 1)) = {6 sim=2. -

2.9. Preuve de 2.2. Notons C l'espace des champs conformes de S? et
considérons le sous-espace £ d¢(C) = { # dp(X); X e C} de I'(¢). La di-
mension de cet espace est donnée par la formule

dim #d¢(C) = dim C — dim{X e C; £ d¢(X) = 0}.
Or, il est bien connu que toute application harmonique de S? dans une

variété riemannienne est faiblement conforme, i.e. pour tout champ X sur
s?,
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ld(X)I> = Hdel® | X2

De plus, I'ensemble {xe S?;|d¢|*(x) = 0} des points de branchement de ¢,
i.e. les points ou ¢ n’est pas une immersion, est fini. Par suite, # d¢(X) =0
entraine X = 0 et donc {X e C; £ d¢(X) = 0} = {0}. D’ou

dim #d¢(C) = dim C = 6. (30)
Pour tout X e C, on a (lemme 2.7)

Jo(F dP(X)) = #7,([dp(X)) — 2lde*(# dp(X))*

Or, en dimension 2, les champs d¢(X), X € C, sont des champs de Jacobi
de ¢, i.e. J4(dd(X)) = 0. En effet, pour toute transformation conforme y de
la surface source, ’'application ¢ oy est encore harmonique. On en déduit,

Jo(F (X)) = —3ld¢|*(# dp(X))* (31)

et

Hy(# do(X)) = -—% Lz Idé|* 1(# d(X))*I* dv (32)

Deux cas seulement sont possibles. Ou bien H, est définie négative sur
F d¢(C), auquel cas on a Indg(¢p) = dim £ d¢(C) = 6. Ou bien il existe un
champ non nul X € C tel que (£ d¢(X))* = 0. Or I'existence d’un tel champ
entraine que, pour tout xeQ = {xeS?%*d@(X(x)) # 0}, le sous-espace
d¢(T,S?) est stable par #. En effet, ((# d¢(X))* = 0 entraine que d¢(T, S?)
est engendré par les vecteurs d¢(X(x)) et £ d¢(X(x)). Nous pouvons donc
définir une structure complexe #; sur Q en posant pour tout xeQ et tout
ve T, Q,

jlv = (d¢x)_1f d¢x(v)

La restriction de ¢ a Q est clairement holomorphe pour #, (ie.
d¢o #, = F#od¢). Or, sur un espace de dimension 2, I'espace des structures
complexes est de dimension 1, et comme ¢, est isométrique (i.e. | #,0| = |v|
pour tout ve TQ), on a donc en notant _#, la structure complexe canonique
de S?, #, = + #, sur chaque composante connexe de Q. D’ou, dans
chacune de ces composantes connexes, ¢ est holomorphe ou anti-
holomorphe pour ¢, Cependant, si une application harmonique ¢ est
holomorphe ou antiholomorphe dans un ouvert non vide de S?, alors elle
P’est en tout point de S? (résultat connu de Siu [15]). En conclusion, le
second cas ci-dessus correspond bien a celui ou ¢ est holomorphe ou
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antiholomorphe. La seconde partie du théoréme 2.2, celle concernant
Ind, (¢), découle du lemme suivant

2.10. LEMME. Soit M une surface de Riemann compacte. Pour toute
application harmonique faiblement conforme ¢ de M dans une variété
riemannienne (N, h), on a

Ind, (¢) = Indg(¢).

Preuve. En dimension 2, on a pour toute application y de M dans N,

V) < E(¥)

ou I’égalité a lieu si et seulement si Y est faiblement conforme (ceci résulte
de la simple application de la formule de Minkowski).
Ainsi, pour toute variation (¢,), de ¢ on a

Vi) < E(¢)
pour tout t. Le développement de Taylor a 'ordre 2 en t = 0 de V(¢,) et
d d
de E(¢,) donne, avec V(¢) = E(¢) et - V(dJli=0 = g7 E(®)li=0 =0,

dZ

dz
de? V(¢t)|t=0 < F E(¢r)lt=0’

On en déduit que, si I'on note Q, la variation seconde de la fonctionnelle
volume en ¢, on a alors, pour tout VeI'(¢)

Q4(V) < Hy(V),

le résultat en découle immeédiatement. O

2.11. REMARQUE. Sans rien changer a la preuve du théoréme 2.2, nous
pouvons énoncer le résultat plus général suivant: Toute application har-
monique faiblement conforme non (anti-) holomorphe ¢ d’une surface de
Riemann compacte M dans CP? vérifie.

Indy(¢) = Indg(¢) = dim C

ou C est I'espace des champs conformes de M.
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2.12. Preuve de 2.3. Notons K l'espace des champs de Killing de S™. Le
sous-espace A = {a;ae R™*1}, défini au paragraphe précédent, n’est autre
que le complémentaire orthogonal (pour le produit scalaire L?) de K dans
I’espace C des champs conformes de S™. Nous allons montrer que, pour
toute application harmonique totalement réelle ¢ de S™, m > 3, dans CP?,
la forme H, est définie négative sur le sous-espace F = d¢(A4) + # dé(4) +
F d¢(K). En effet, pour tous g, be A et tout X e K, on a ([2] et lemme 2.7):

2-m
I I

Jo(F do(B) = #J,d(b)
+2 (K do(b), dle)> dgle)—<dg(b), dd(e)>7 dele))

J4(do(a) =

de(a), (33)

-° I;lm) 7 466) — ¥ doB), dple)y s ddle)  (34)

(car ¢ est totalement réelle),

Fo(F dd(X)) = - = = (dp(X), dd(e)) 7 dple) (35)

(car J,d¢(X) = 0 pour X de Killing), ot {e;} est un repére orthonormé
local de S™. Doy, si V = d¢(a) + £ dé(b) + # dp(X) e F, alors on a

@—m L @—m
|al el

L @=m
|al

— 2 ), <d¢(b), d(e)><dp(X), deple,)>

V), V) =

[dg(B)* — 3 <de(b), d(e,)>>

<d¢(b), dp(X)>

— ¥ <do(X), dgle))*
On a donc en fin de compte

@—m
|al

L G=m
la|

(V) VD = (Idg(@)* + 1dg(B)*) — 3. <dp(X) +dp(b), dle)>?

<d¢(b), dp(X)>. (36)
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Or, pour tout be 4 et tout XK on a

L" <de(b), dp(X)> dv = 0. (37

En effet, les sous-espaces d¢(A4) et d¢(K) sont orthogonaux (pour le produit
scalaire L?) car ce sont des sous-espaces propres de 'opérateur symétrique J ¢
associés respectivement aux valeurs propres (2—m) et 0. Par suite, (36) donne

Hy(V) = L Jy(V), Vydv <O0.

De plus, I'égalité H,(V) = 0 entraine qu’on a, en tout point de S™,
dg(@)* = ldg(d)> = Y. <d¢(X), dd(e)>* =0

et donc que
V = d¢(a) = dé(b) = dp(X) = 0.

En conclusion, la forme H est bien définie négative sur F et on a donc
Indg(¢) > dim F. (38)

Or, les sous-espaces dg(A4), £ d¢p(A) et # d¢(K) sont orthogonaux deux a deux
(car ¢ est totalement réelle et dg(A4) et d¢(K) sont toujours orthogonaux

comme nous venons de le voir), on a donc
dim F = 2 dim d¢(A4) + dim d¢(K).

Au paragraphe 1, a la fin de la preuve de 1.1, nous avons montré que
dimd¢(4) =dimA=m + 1 dés que ¢ est non constante. Par ailleurs,
I’hypothése “¢ est une immersion” nous permet d’avoir dimd¢(K) =
dim K = m(m + 1)/2 et donc

dim F = (m + 1)(m + 4)/2.

Ceci achéve la preuve de la partie (i) du théoréme 2.3. La partie (ii) de ce
théoréme découlera du théoréme 2.4. O

2.13. Preuve de 2.4. Soit F un sous-espace de dimension Indg(I)+ Nul z(I)
de ’espace I'(I) des champs de vecteurs sur M tel que H, soit négative sur
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F (i.e. H(X) < 0 pour tout X € F). Pour tout X e F on a (lemme 2.7)

2
Ty 46) = £, — 9L (5 a9y,
et donc
2
Uy 440, 403 = <J (09X, d9x)> — L 1 gy

(39

Comme ¢ est homothétique, la 2-forme V¢d¢ prend ses valeurs dans le
fibré normal de ¢ et on a donc, d’aprés le lemme 2.5,

Id<15|2

{Jp do(X), dp(X)) = <d@(J (X)), dp(X)> = I (X)), X>. (40)
De (39) et (40) on déduit

Idfbl2

Hy(# dé(X)) = (H(X) — j I db(X))* > dv)

< —

2
08 || 17 avao an (@)
M

Comme ¢ est totalement réelle, on a (£ dp(X))* = # d¢(X). La forme H,
est donc définie négative sur le sous-espace # d¢(F) et on a

Indz(¢) = dim # d¢(F) = dim F = Indg(I) + Nulg(J).

Pour montrer que Ind, (¢) est lui aussi minorée par dim F, il suffit de savoir
que (cf. [7]), pour tout champ normal VeI¥¢), la variation seconde
Q,(V) de la fonctionnelle volume en ¢ dans la direction de V est
proportionnelle & H,(V) — 2 [,/ [(V¢V)*|* dv. O

2.14. REMARQUE. Dans l’assertion (i) du théoréme 2.3, il suffit de
supposer ¢ de rang m en au moins un point de S™ pour avoir la minoration
de l'indice de ¢ par (m + 1)(m + 4)/2. En effet, d’aprés la preuve de 2.3,
cette minoration de I'indice s’obtient dés que I'on a dim d¢(K) = dim K, ou
K est T'espace des champs de Killing de S™. Or, un champ XeK qui
s’annule au voisinage d’un point x est identiquement nul sur S™. Par suite,
on a {XeK;d¢(X) = 0} = {0}, et donc dim d¢(K) = dim K, dés que ¢ est
une immersion en un point x de S™.
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