COMPOSITIO MATHEMATICA

V. NAVARRO AZNAR

Sur les multiplicités de Schubert locales des
faisceaux algébriques cohérents

Compositio Mathematica, tome 48, n°3 (1983), p. 311-326
<http://www.numdam.org/item?id=CM_1983__48 3 311_0>

© Foundation Compositio Mathematica, 1983, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Compositio Mathematica » (http:
//http://www.compositio.nl/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CM_1983__48_3_311_0
http://http://www.compositio.nl/
http://http://www.compositio.nl/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Comp. Math. 48 (1983) 311-326.
© 1983 Martinus Nijhoff Publishers, The Hague. Printed in the Netherlands

SUR LES MULTIPLICITES DE SCHUBERT LOCALES DES
FAISCEAUX ALGEBRIQUES COHERENTS

V. Navarro Aznar

Dans un récent article ([8]) Lé D.T. et B. Teissier ont donné une
formule qui permet d’étendre la définition de I'obstruction locale d’Euler
introduite dans [9] par R. MacPherson, aux variétés algébriques sur un
corps algébriquement fermé de caractéristique zéro.

L’objet de cette note est de prouver une formule qui généralise celle
de Lé-Teissier pour un faisceau algébrique cohérent F sur une k-variété
algébrique X, ou k est un corps algébriquement fermé de caractéristique
arbitraire, et qui donne la formule de Lé-Teissier quand on prend pour
F le faisceau des différentielles Qy,. On peut en conséquence étendre la
définition de I'obstruction locale d’Euler et la construction formelle de
la classe de Chern—MacPherson a toute k-varieté algébrique.

§1. Préliminaires

Dans cette note k désigne un corps algébriquement fermé. On appelle
k-varieté un schéma intégre, de type fini et séparé sur k.

1.1 Soit X une k-variété et soit # un Oy-module cohérent.

DEFINITION: On dit qu’un morphisme v: X — X est ’éclatement de X
relatif a &, s’il vérifie

(1) v est un morphisme birationnel et propre,
(ii) v*& /Torsion(v¥*#) est un Oz-module localement libre,
(ii) Si m:Z — X est un morphisme qui vérifie (i) et (ii), alors il existe
une factorisation unique
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Z— X

U

X
La proposition suivante est due a H. Rossi [13], voir aussi [12].

PROPOSITION: Léclatement de X relatif a & existe et est unique a un
isomorphisme prés.

1.2. Dans ce qui suit on utilisera une description locale plus précise de
I’éclatement de X relatif a &
Soit U un ouvert affine de X sur lequel on a une présentation

0y~ F1y~ 0,

puisque X est réduit et irréductible, il existe un ouvert dense U° < U, tel
que F |, soit localement libre, nous noterons r son rang. Ainsi, au dessus
de U°, il existe une section

0:U° - Grass(0}) =~ U x Grass,(n)
Soit U = a(U°), et notons v: U — U et y: U — Grass,(n) les projections.

LEMME: ([12]) Le morphisme v:U — U est Péclatement de U relatif &
Fy, et v*F y/Torsion(v*Fy) est isomorphe a y*2,(n), ou 2,(n) est le fibré
universel quotient de rang r sur la grassmanienne Grass,(n).

Or, on obtient donc immédiatement

COROLLAIRE: Léclatement de X relatif a & est un morphisme projec-

tif.

1.3. Soit x un point fermé de X, et soit a un symbole de Schubert, c’est-
a-dire a = (ay,...,a,)€Z°, avec a; > ... > a,=> 0. On va définir dans la
suite un entier positif e,(F;a), quon appellera la multiplicité de Schubert
en x de F relative au symbole a.

Soit U un ouvert affine de X, qui contient x et sur lequel on ait une
présentation

Oy > F y—0

Sis>n—r,oua; >r, on définit e (F;a) = 0.



[3]1 Multiplicités de Schubert locales 313

Sis <n—reta,; <r,soit D un drapeau de symbole a dans k", c’est-a-
dire, D = (D, c ... < D,) avec D; un sous-espace linéaire de k" de di-
mension r + j — a;, et soit S(D) la variété de Schubert que ce drapeau
définit dans Grass,(n), c’est-a-dire, S(D) est la sous-variété de Grass,(n)
qui paramétrise les sous-espaces linéaires L de k" de dimension n — r tels
quedim LNnD; >j,1<j<s.

Puisque le morphisme v: U — U est propre, image par v de y~ }(S(D))
est un sous-schéma fermé de U, qu’on dénotera par Sy(#; D). Comme la
variété des drapeaux 2(a) paramétrise la famille des variétés Sy(#; D),
De%(a), il existe un ouvert dense ¥4 de P(a) tel que la multiplicité
e.(Sy(#; D)) soit constante pour tout De%. On définit, dans ce cas,

e(F;a) = e(Sy(#F; D))

avec De¥%.
On verra dans le prochain paragraphe que les entiers e (£, a) sont
indépendants du choix de 'ouvert U et de la présentation de # choisie.

§2. Le résultat principal

2.1. Dans ce qui suit on fixe un nombre premier [ distinct de la caracté-
ristique du corps k.
Soit X un k-schéma de type fini. On pose

H+(X) = ® H*(X,,, Z)(0),

et

H.(X) = ® Hy(X.0 Z)(— )

Le groupe d’homologie de Borel-Moore H ,(X), a coefficients dans Z,, a
une structure de module sur I'anneau de cohomologie H*(X) (cap-
produit).

Si & est un fibré vectoriel sur X et a est un symbole de Schubert, on
notera ¢ (&) la classe caractéristique de symbole a du fibré &, qu’on
obtient comme un polynome universel dans les classes de Chern ¢,(€) de
&, concrétement

ca(é’) = det |cai +j—i(év)|31 < laj <s.

Pour tout sous-schéma fermé Y de X on notera [Y] son cycle associé
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dans le groupe des cycles Z (X), et on notera [ Y] sa classe d’homologie
dans H (X). On désignera par | ’homomorphisme d’augmentation
H (X) - Z, induit par le morphisme structurel X — Speck, quand X est
complet.

2.2. THEOREME: Soit X une k-variété, # un Ox-module cohérent, x un
point fermé de X et ¢ le Oy-idéal qui définit x dans X. Sin:X' — X est
un morphisme birationnel et propre, tel que

(1) F0Oy. est un Ox-idéal inversible, et

(i) n*& /Torsion n*F est un Ox.-module localement libre, alors pour
tout symbole de Schubert a, on a

elF;0) = [, (L) e H)n[Y],

ou Y’ est le sous-schéma fermé de X' défini par 0., £ est la restriction a
Y’ du faisceau inversible 0., & est la restriction a Y' de n*% /Torsion

S
n*F, et i=dimX — Zl a;.
=

Avant d’aborder la démonstration de (2.2), que nous laissons pour le
§3, nous ferons quelques remarques autour de ce résultat.

2.3. D’abord, on fera voir comment obtenir un morphisme minimal en-
tre ceux qui vérifient les hypothéses du théoréme.

Soit v:X — X léclatement de X relatif a &%, et soit ¢: X~ - X
Iéclatement de X le long du sous-schéma fermé v=1(x), si 7: X~ — X est
la composition de ces deux éclatements, on vérifie que £0,_ est un
idéal inversible, puisqu’il est I'idéal du sous-schéma &~ (v~ !(x)), et que
n*& /Torsion n*# est un Oy_-module localement libre, puisqu’il
coincide avec ¢*(v*# /Torsion v¥&).

Si m: X’ — X est un autre morphisme propre et birationnel qui vérifie
les hypothéses de (2.2), il résulte de la propriété universelle de
I’éclatement de X relatif & &, qu'on a une factorisation unique

et il résulte alors de la propriété universelle de I'éclatement de X le long
de v~!(x), qu’on a une factorisation unique.
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X—X —X

X

Dans le §3 nous utiliserons cette propriété universelle de 5, en méme
temps que le fait que #, étant la composition de deux morphisme projec-
tifs, est aussi projectif.

2.4. Tl résulte de la non vacuité de (2.2), qu’on vient de voir, le corollaire
suivant:

COROLLAIRE: Les multiplicités de Schubert locales e (¥ ,a) sont indé-
pendantes de I’ouvert U et de la présentation de F choisis.

Notons ici que ce résultat avait déja été démontré en caractéristique
zéro et pour F = Qyy, dim Y < 1, par L€ D.T. et B. Teissier.

2.5. On peut maintenant définir, d’aprés [9], [3] et [8], I'obstruction
locale d’Euler de X en x comme

EuX) = 3 (= 1Y ey @y urali))

i=1

ou a(i) dénote le symbole de Schubert

d—i

a(i)=(1,1,...,1,0,0,...,0)

et il résulte de (2.2) que si on définit une application 7, du groupe des
cycles algébriques de X au groupe des fonctions constructibles sur X,
par

T(Z nX;)(x) = z nEu (X)), xeX,

alors T est un isomorphisme.
Ceci permet de construire, comme dans [8], (6.2.5), pour toute k-
variété X son cycle de MacPherson

T7'() =) nX,

et de définir sa classe de Chern—MacPherson
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oX) = znicM(Xi)’
ol ¢p(X;) est la classe de Chern—Mather de X;.
Il faut signaler cependant que l'auteur ignore le rdle que peuvent

jouer ces classes dans la construction d’une théorie de classes
d’homologie de Chern en caractéristique p, voir [15].

§3. Preuve du théoréme (2.2)
Par souci de clarté, nous diviserons la démonstration en six étapes.

3.1. Fixons un ouvert affine U comme dans le §1, qu’on identifiera ici
simplement avec X, et considérons le diagramme

X/
T Xv ')
v Y
X Grass,(n)

ou le morphisme X' — X résulte de la propriété universelle de
I’éclatement.

D’aprés les hypothéses de (2.2) il existe un sous-schéma fermé et pro-
pre 4 de X, en dehors duquel = et v sont des isomorphismes, et il existe,
d’aprés [14], un sous-schéma férmé et propre I de Y’ en dehors duquel
Y’ est de Cohen—Macaulay.

Or, il résulte du théoréme de transversalite de Kleiman ([6]) qu’il
existe un ouvert dense ¥~ de la variété des drapeaux %(a), tel que si
De ¥ la variété de Schubert S(D) est en bonne position par rapport aux
morphismes y, y,- 14y Yv-1xp D> Pin-1(4y> Pjn-1() €t @r- On va montrer
que si De ¥  alors

e(S(#;D)) = J‘Cl(«? )" le&) N[,

ce qui évidemment prouvera (2.2).

3.2. On suppose dans ce qui suit que s<n—r, que a, <r, et que
S(Z; D) n’est pas vide, les cas contraires étant immediats.
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Si on restreint le diagramme antérieur au dessus de S(D), on obtient

S(F; D) S(D)

ou on a posé X'p = X5 et Xp = X5y Comme 7, et vj, sont encore
des morphismes propres et birationnels, car S(D) est en bonne position
par rapport aux morphismes y, V|,-14), ¢ €t P.-14; €t comme la
restriction 4 X'j, de I'idéal inversible #(©y. définit le sous-schéma Y’}
= npl(x), il résulte d’une interprétation géométrique de la multi-
plicité de C.P. Ramanujan ([10]) que

e, (S(F;D)) = d;_(Zp)

ou % est la restriction a Y, de &, et d,_ (&) est le coefficient de
N1/ — 1)! dans le polynome x(Y'p, #3).

3.3. 1l s’ensuit de [5], Proposition 2, I§3, qu'on peut exprimer le degré
d;_ (¥ p) comme un nombre d’intersection:

d;—(Zp) = (3‘5‘ l)Y’D
et puisque Zp = %)y, il résulte de [5], Proposition 5, 1§2, que
(33_ 1)1/';; = (f'i_l ‘Yol
Le lemme suivant, qui est bien connu, nous permet de passer des
nombres d’intersection analytiques aux nombres d’intersection topologi-
ques.
LEMME: Soit X un k-schéma de type fini complet, soient % ,,...,.%, des

faisceaux inversibles sur X, et soit ¥ un Ox-module cohérent avec
dimsupp & < t, alors

(L1 s e F)x = J\cl(gl)"".cl(’gt)n[y],

ou [F] est la classe d’homologie de ¥ dans H (X).
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En revenant a la preuve de (2.2), on voit donc que
(L Yy = J01(=g)i_1 N [Y'p],

et on aura fini la preuve de (2.2) si on montre que

[Y'p] =cl&)n[Y']
3.4. Si on note f la restriction & Y’ de ¢, on a d’aprés sa définition
Y, = f~Y(S(D)), et on va prouver d’abord que

[Yp] = [S(D)] ° Y]

comme cycles de degré i — 1 dans Y".

Puisque [S(D)]o[ Y] est le cycle d’intersection défini par
!
.zo (= IY[Tor; %= (O, Osip)) ]i-1
Jjz
il suffira de prouver que
dim supp Tor; *Srs® (0., Ogp)) < i — 1,

pour tout j > 0.
Comme on a choisi un drapeau D tel que S(D) est en bonne position
par rapport 4 ¢, on a

dmInY,<i—1,
et ainsi I'inegalité cherchée résultera de I'inclusion
supp Tor;*Sres=r (Oy., Ogp) = '\ Yy,

pour tout j > 0.

En effet, soit y un point fermé de Y’, qui n’appartient pas a I, soit
z = f(y), et notons A I'anneau local Oy. ,, B 'anneau local O, (), > €t
J' idéal qui définit S(D) dans B, de facon que B/J est I'anneau local
Os o), -

A est un anneau de Cohen—Macaulay puisque y n’appartient pas a I,
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B est un anncau régulier et B/J est de Cohen—Macaulay, d’aprés
Eagon-Hochster ([1]). Or, si on note I 'extension de J dans A, on aura

prof; A = cod, (f ~(S(D))Y"),
prof; B = cod,(S(D), Grass,(n)),

lesquelles, d’aprés le choix de D, seront égales. Donc I'inclusion cherchée
résulte du lemme suivant.

LeMME: ([4],§4) Soit ¢ : B— A un morphisme d’anneaux locaux noethe-
rians, soit J un idéal de B et soit I = ¢(J)A son extension dans A. Si B est
régulier, A et B/J sont de Cohen—-Macaulay, et prof; B = prof; A, alors

Tor? (A, B/J) = 0, pour tout j > 0.
3.5. Si on note
cly:Z (Y)—> H (Y

’homomorphisme classe d’un cycle, on vient de prouver que

[Y'p] =cly([Y'p])
= cly([S(D)] ° R4

Or, si le morphisme f est projectif, il résulte de la compatibilité des
produits avec ’homomorphisme classe d’un cycle ([7], Théoréme (7.2))
que

[Y'p] = f*c1e=O([SD))n[Y7],
et puisque la formule de Giambelli donne
clOs= O ([S(D)]) = c.2.(n)
et
f*2,(m = ¢,
on obtient finalement
[Y'p] = c(&)n[Y'],

ce qui conclue la preuve de (2.2), quand f est projectif.
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3.6. Dans le cas géneral, considérons la factorisation

X’_t,X—_a_.)X’

de (2.3). On note Y~ le sous-schéma fermé n~!(x) de X ~, et on pose

f_ = yole‘a
L = JOx v,
&~ = m*F [Torsionn*F)y-.

Puisque # est un morphisme projectif, Y~ est un schéma projectif et
ainsi f~ est aussi projectif; donc, on aura

eF;a) = Jcl(f_)i_ e67)n[Y7]

Etant donné que 7 est un morphisme propre et birationnel et que Y~ est
un diviseur de Cartier, il résulte de [10] (voir aussi [2], 1.5, Proposition
1), que

T [T*Y 1 =[Y"],

or

ex(#;a) = FT*(T*(CI(E Ve e N [*YT])

= |ce,(t*F ) e (t*E )N [t*Y ]

»

= | (&) el N [Y],

o

ce qui met fin a la preuve du théoréme.
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§4. Applications

Dans ce paragraphe nous donnons deux corollaires du théoréme (2.2)
pour le faisceau des différentielles.

4.1. Soit X une sous-variéte fermée de A", et soit x un point fermé de X.

Si f:X — S est un morphisme de k-variétés on écrira e,(f,a) par
ey, a), et e(X,a) par e,(Qy,a).

On note Y~ le sous-schéma fermé n }(x)de X ,oun: X~ — X estle
morphisme introduit dans (2.3).

Si Hax est un hyperplan de A", on note (X n H)  la transformée
stricte de X n H par I’éclatement de Q, v:X > X, et on pose ¥y =

=VxnH) -

4.2. THEOREME: Soit f: X — S un morphisme génériquement lisse de di-
mension relative r, et soit x un point fermé de X. Si H 5x est un hyperplan
de A", qui coupe transversalement tout plan T dans ¥4 '(x), et qui est en
position assez générale par rapport a Y, alors

ex(f; a) = ex(fanH, a)’

pour tout symbole de Schubert a = (a,,...,a,) tel que Y, a; < dimX — 2.
i=1

DEMONSTRATION: Soit E, resp. F, I'espace cotangent a A", resp. H, en
x; et soit A le sous-espace unidimensionnel de E défini par la suite exac-
te

0-A->E->F-0.

Considérons dans Grass,(E) la variété de Schubert des (n — r)-plans qui
contiennent A et soit % son complémentaire, il existe alors un morphis-
me

s:U — Grass,_(F),

défini par: si E - Q — 0 est un quotient de E de rang r et Qe %, alors
5(Q) est le quotient Q/A4 de F.

Puisque H coupe transversalement tout T dans 75 '(x), on peut définir
un morphisme

~ o~
6:(XnH) - XnH,
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ol X N H est 'éclatement de Q. y, qui rend commutatif le diagram-
me

H

e (X ~H) @
XnH \ ° s
o X~H X0H _, Grass,_,(F)

Donc, si ég:(X "H)” - (X " H)" est Iéclatement de ¥5'(x) dans
(X n H)", on obtient un morphisme propre et birationnel

fig=éyy:(X"H) ' ->XnH
tel que 7z '(x) = Yy soit un diviseur, et tel que 752/ .y admette un

quotient localement libre de rang r — 1 (yx~g0éx)*2, - (F). On note &y
sa restriction & Y . Ainsi, il résulte du théoréme (2.2) que

elf,a) = fcl(f)i_‘ca(é’) n[Y"],

et
ex(fanH: a) = Jcl(gYﬁ)i_zca(gH) Nn[Yy 1

Puisque H est en position assez générale par rapport a Y, il résulte
des arguments de (3.4) que

(Z)n[Y ]1=[Yy]
D’autre part on a
Ca(Yx nu0En)*2,_,(F)) =
= ,((sTuén)*2, - 1(F))
= (Juén)*ci(s*2, _1(F))
= (Juén)*cu(2,(E)a),
car sur % on a la suite exacte

0- A‘Ul - ‘Qr(E)‘W - S*"@r—l(F) - 09
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et par conséquent on a
c(€n) = 1*c (&),

ou 1: Yy — Y~ est le morphisme d’inclusion. Le diagramme suivant ré-
sume la situation considérée

X Yy © Y~ x

9 £ £ 9

XnH—— (XnH) "¢ X~ X
! !

U —— Grass,(6)
On arrive ainsi a

ef,a) = ”61(«7 )" 2c (&) [Yq ]

~

= | 1, (*c( L) 21*c () N[ Yy ]

»

= | t*c (L) 21*cE) N [Yy ]

= Pca(-‘l’ va) el u) N[ Ya']

= ex(ﬁXnH’ a).

4.3. THEOREME: Soit X une sous-variété fermée de A", soit x un point
fermé de X, et soit p: A" — A" une projection telle que P X—Z
= p(X) soit un morphisme birationnel et propre. Si p est assez général,
alors

e(X,a) = e, Z,a), ou z = p(x),
pour tout symbole de Schubert a = (ay,...,a,) tel que s < n — dim X.
DEMONSTRATION: Soit E, resp. F, 'espace cotangent a A", resp. A" 1,
en x, resp. z. La projection p induit un monomorphisme (dp,)*: F — E.
Considérons dans Grass,(E) la variété de Schubert des (n — r)-plans
contenus dans (dp,)*F, et soit ¥~ son complémentaire, il existe alors un

morphisme

t: v — Grass,(F)
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défini par: si E - Q — 0 est un quotient de E de rang r et Qe 7, alors
t(Q) est le méme Q considéré comme quotient de F.

D’abord on choisit la projection p assez générale pour que # =
=(ye) Y(¥)n Y~ soit un ouvert de Zariski dense de Y™, ce qui est
possible d’aprés [6], Theorem 2.

Soit ¢, Iidéal de z dans 04, et soit £, 'idéal de x dans (. Puisque
D x est birationnel la formule de projection donne

ex(jz(ox) = ez(jz)’

et puisque si p est assez général on a

ex(jx) = ez(fz)’

on obtient

ex(jz(px) = ex(jx),

ce qui implique, d’aprés [11], que la clbture intégrale de #,0, est #,.
Soit #: X' > X un morphisme birationnel et propre qui domine les
éclatements de Qy, Q,, 7. et £,0y4.
Sur X' on a

fz(o}{' = jx(gx’,

car ces deux idéaux sont inversibles sur X' et # Oy est intégre sur
F.,0x.. On notera Y’ le diviseur de X' qu’ils définissent.

Comme X’ domine les éclatements de Q4 et Q,, on a deux
morphismes

¢.: X' > Grass,(E),
et
¢.: X' — Grass,(F),
tels que ¢*2,(E), resp. ¢*2,(F), est un quotient localement libre de

T*Qy, resp. (pr)*Q,.
Dong, il résulte du théoréme (2.2) que

ex(X9 (l) = Jcl(g)i_ lca(éax) N [Y’],
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et
ez(29 a) = Jcl(g)i_ 1Ca(éaZ) N [Y’]9

ou &y, resp. &4, est la restriction de ¢¥2,(E), resp. ¢F2,(F), a Y. Par
conséquent, il suffit pour conclure la preuve de montrer que

cEx) N [Y'] = c6) n[Y'].

Puisque ces deux classes d’homologie sont les classes de deux cycles
algébriques positifs, dont le support a un ouvert de Zariski dense
contenu dans ¥, d’aprés ’hypothése s < n — dim X et [6], Theorem 2,
il suffira de montrer I’égalité de leurs restrictions & #". Mais ceci résulte
immédiatement du diagramme commutatif

w2y« Grass,(E)

= Jt

Grass,(F)

et de I'isomorphisme
t*Qr(F) = ’@r(E)‘V'

4.4. Nous aurions pu énoncer, et démontrer, sans grandes modifications
les résultats de cette note dans le cadre de la géometrie analytique. Nous
remarquons a ce propos que nous utiliserons ces résultats ailleurs pour
donner une caractérisation de la condition (W) de Verdier en termes de
I’équimultiplicité des variétés polaires relatives.
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