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Über unvollständige Orthogonalsysteme 1)
von

S. Sidon

Budapest

Hat das bezüglich des Intervalls a C x  b orthogonale Funk-
tionensystem pl(x), - - ., fPn(0153), ..., dessen Glieder für a  x  b

beschrânkt sind, die Eigenschaft, daß jede Funktion
n

T (x) = 1 CkfPk(0153), wo die ck beliebige reelle Konstanten be-
k=1

deuten, für ein reelles p &#x3E; 2 die Ungleichung

mit von T (x) unabhängigem C 2) erfüllt, wâhrend für jedes e &#x3E; 0

gilt 3), so nenne ich p den charakteristischen Exponenten des

1 ) Für die in Betracht kommende Literatur siehe meine Noten: I. Bemerkungen
über Fourier- und Potenzreihen [Acta Szeged 7 (1934), 85-94], insbesondere

Einleitung und Teil 4. II. Über die Fourier-Konstanten der Funktionen der Klasse

Lp für p &#x3E; 1 [Acta Szeged 7 (1935), 175-176].
2) C wird hier auch weiter diese Bedeutung haben.
s) Auch das Erfülltsein von

wenn sämtliche BYkB = 1 oder

ist von Interesse.
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nämiichen Systems. Gilt (1) für jedes reelle p, so sage ich, das
System J?l(ae), ..., qJn(ae), ... habe den charakteristischen Expo-
nenten oo.

Der charakteristische Exponent eines vorstândigen normierten
cos nx

Orthogonalsystems ist 2, der des Systems cos x, ... , cos nx ...

Es lassen sich auch normierte, gleichma13ig beschrânkte Ortho-
gonalsysteme 4) von beliebigem charakteristischen Exponenten

angeben. Das System

wo

-

hat den charakteristischen

Exponenten wenn wenn Von den Teil-

systemen des normierten trigonometrischen Orthogonalsystems
sind solche von geradem ganzen charakteristischen Exponenten
bekannt 5). Wichtig wâre die Frage der Existenz von Teil-

systemen jedes normierten vollständigen Orthogonalsystems von
beliebigem charakteristischen Exponenten zu entscheiden.
Für ein bezüglich des Intervalls a C x C b normiertes Or-

thogonalsystem 911(ae), ..., 91n(ae), ... von charakteristischen Ex-
ponenten p gelten die Sätze:

A. Jede im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion

gehôrt zur Klasse

4) Unter einem bezüglich des Intervalls a  x  b gleichmäßig beschrânkten
Orthogonalsystem verstehe ich ein solches, dessen Funktionen für a  x  b

dem Betrage nach sâmtlich unter einer gemeinsamen Schranke bleiben.
6) Hat cos nix, sin nl x , ... , cos nkxi sin nkx, ... den charakteristischen Ex-

ponenten 2l, wo l&#x3E; 1 und ganz ist, so erfüllt, wenn 2i  l, i ganz, cos (2i n, x),

sin (2’nlx),
1

mit dem Exponenten

_1"’ . 
Für i =1 ist diese Tatsache schon in meiner "Über Fourier-Reihen mit

2 -1
Lücken" [Compositio Mathematica 4 (1936), 78-81] enthalten. Dort ist auch
eine Vermutung bezüglich des charakteristischen Exponenten von cos 2nlx,
sin 2nlx, cos (nI + n2) 0153, ... ausgesprochen. 

6) Ist nur (1’) oder (1") erfüllt, so gilt
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C. Fur beliebige reelle Konstanten Ck gilt

woraus, wenn die Existenz einer im Intervalle

a  x  b überall stetigen Funktion f(x) mit

folgt.
Bei den bisher untersuchten gleichmäßig beschrânkten Ortho-

gonalsystemen bezüglich eines Intervalls a  x  b vom charak-
teristischen Exponenten p gilt für a &#x3E; 0 auch

wenn E eine beliebige Menge von positivem MaBe des Intervalls
a  x  b bedeutet.

In den folgenden Zeilen beweise ich, daB es zu jeder monoton
wachsenden Funktion H(k) mit lim H(k) =00, H(k) = 0 (log k)
ein bezüglich des Intervalls 0  x  2n normiertes, gleichmäßig
beschrânktes Orthogonalsystem gibt, fur welches
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für gewisse E Mengen des Intervalls 0  x  2n vom Maße

2n - e, wo e &#x3E; 0, aber beliebig klein, gilt 7).
Ich schicke folgende Hilfssâtze voraus.
HILF’SSATZ I: Für j edes Polynom (n -1 )-ter Ordnung P(z)

gilt, wenn 1 eine positive ganze Zahl bedeutet und ce -n 

wo C(l) nur von 1 abhängt.

Beweis: Wird gesetzt, wo die Pj(z) Poly-
nome hôchstens (n -1 )-ter Ordnung sind, so gilt

HILFSSATZ II: Für ein beliebiges Polynom gilt,
wenn 1 &#x3E; 0 und ganz ist, die von J. E. Littlewood herrührende

Ungleichung

wo die yLl) voneinander unabhângig die Werte + 1 annehmen
und C eine absolute Konstante bedeutet. 9)
HILFSSATZ III: Zu einer beliebigen Folge von komplexen Kon-

stanten OEl, - - -, ak, ..., (Xn mit 1 (Xk/  1 und einem beliebigen ô &#x3E; 0

und e &#x3E; 0 gibt es, wenn die positive ganze Zahl K hinreichend
groß ist, ein die folgenden Bedingungen erfüllendes Polynom
2nK-ter Ordnung P(z):

7 ) Das System . hat also den charakteristischen Ex-

ponenten 4.

8) Mit X bezeichnen wir hier, wie üblich, die Konjugierte der komplexen
Zahl X.

9) J. E. LITTLEWOOD : On the mean values of the pover series [Journ. London
M. S. 5 (1930), 179-182].
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Beweis: Es bezeichne F(x) die im Intervalle 0  x  2a auf
die folgende Weise definierte Funktion:

Gilt für das trigonometrische Polynom Kn-ter Ordnung
T(x) I F(x) - T (x)I  8 überall im Intervalle 0  x  2n, so hat
das durch P(z) = znk T(arg z) für 1 z 1 = 1 definierte Polynom
P(z) die gewünschte Eigenschaft.
Wir kônnen nun ein (3), (4) und (5) erfüllendes, normiertes,

gleichmäßig beschrânktes Orthogonalsystem konstruieren.
Es sei für die Folge positiver ganzer Zahlen Ml, M2, ..., Mk, ...

sei eine Folge
nach Hilfssatz III existierender Polynome von der

-ten Ordnung, wo K eine hinreichend groBe
, 

positive gerade ganze Zahl bedeutet, fur welche

wenn

wo die ykmt sâmtliche in Betracht kommende Variationen von

Jb 1 durchlaufen,

wenn



378

Durch Anwendung der Hilfssatze I und II ergibt sich, wenn

I eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet und

gesetzt wird

wo

hingegen ist für e &#x3E; 0

Hieraus folgt durch Grenzübergang

Leicht ergibt sich auch

für jedes p &#x3E; 2 ,

vvo E eine Menge des Intervalls 0  x  2n vom Maße 2n - E

(mit E &#x3E; 0, beliebig klein) bedeutet.
Das aus der Doppelfolge der trigonometrischen Polynome
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wo

und nk die Ordnung von Tk-lm k-1 bedeutet, durch Normierung
entstehende Orthogonalsystem ist bezüglich des Intervalls
0  x  2z von der gewünschten Beschaffenheit. 10 )

(Eingegangen den 15. Juni 1936.)

10) Der Übergang zu einem beliebigen Intervall ist trivial. An Stelle von 4
kann ein beliebiger Exponent &#x3E; 2 treten. Erwünscht ist natürlich die Reduktion

des Faktors H(k) auf 1.


