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Sur les fonctions entiéres; par M. H. Poincarg.

(Séance du 20 juillet 1883.)

Lorsqu’une série* développée suivant les puissances de z est
convergente pour toutes les valeurs de cette variable, elle définit
une fonction entiére; mais on peut aussi mettre une pareille fonc-
tion sous la forme du produit d’une infinité de facteurs primaires,
comme le {ait M. Weierstrass. Un facteur primaire est une expres-

sion de la forme
(; _ ‘f) P,
X a

P(z) étant un polyndme entier en z, et le facteur est de genre n,
si P(x) est de degré n.

Une fonction entiére est alors de genre 7 si elle ne contient que
des facteurs de genre n ou de genre inférieur.

Bien des questions se posent au sujet de cette classification des
fonctions entiéres; on peut se demander, par exemple :

1° St la somme de deux fonctions de genre n est aussi de
genre n;

2° St la dérivée d’une fonction de genre n est aussi de
genre n;

Ces théorémes, en admettant qu’ils soient vrais, seraient trés
difficiles 4 démontrer. Je crois que je serai utile 4 ceux qui en
chercheront plus tard la démonstration en publiant quelques
résultats sur la facon dont se comportent & I'infini les fonctions
de genre n.

Leurs propriélés a cet égard dépendent en effet, dans une cer-
taine mesure, de leur genre. Par exemple, si 'on considére une
fonction entiére dont tous les zéros soient réels positifs, et que
I’on fasse tendre z vers l'infini par valeurs réelles négatives, la
fonction tendra vers linfini si elle est de genre o, et vers zéro
si elle est de genre 1. Voici d’autres propriétés analogues:

Considérons une transcendante de genre zéro

F x)= “v<l—~» f-\),
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et supposons que x tende vers l’infini avec un argument déter-
miné; soit o un nombre, aussi petit que l'on voudra, mais
d’argument tel que

lime** = o.

Je dis que
limF(z)e*r= o.

En effet, posons

A= 4 Ag+...+ y+...

(a4, a2, +.., @, ayant méme argument que «), d’olt

ey )}

Quelle est la condition pour que le module du facteur

e (, - ﬁ)
Qay
reste plus petit que 1 quand z varie de zéro aI'infini en conservant
Pargument que nous lui avons attribué? Nous pouvons toujours
supposer que a,z est réel et négatif, sans quoi on se bornerait a
la partie réelle de a,2, la partie imaginaire ne devant rien changer
au module.
Cela posé, il faut satisfaire a I'inégalité

(1) a,2 + partie réelle L (1 — %) <o.

Or

partie réelle L <1— E_> <L (x—l—-mod ;) < mod ;v’

v vy

de sorte que I'inégalité (1) sera satisfaite si l'on a

(2) moda, > mod };—'

v

On peut choisir les «, de telle sorte que, pour toutesles valeurs de
v supérieures a une certaine limite £, cette inégalité soit satisfaite.
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On a alors .
e**F(z) = Fy(z) Fy(2),
v=k
Fi(z)= H [e‘vx(l— 5)];
v=1
Fy(z) = l_l [e“v“’(l— —2)]’
v=k+1
limFy(#) =0, modF:(x)<1;
d'ot

lime**F(z) =o. c. Q. F. D.

Il résulte de la que I'intégrale définie

[n F(z)e*xdz

a une valeur finie toutes les fois que le chemin d’intégration est tel

que lime®* = o. Cette intégrale définit donc une fonction ® <%>,

@ étant une fonction entiére.
Soit
F(s) =2Amzm,

1\ _Q(—nmtm!A,
*(z) =25

lim mod(m!A,,) =0, pour m=co.

il viendra
d’otr

On déduit de 1a
21":::F(.7v)—_-‘/‘tl’(—z)e-;i %l;’

cette intégrale étant prise le long d'un contour entourant l'ori-
gine.

Si I'on se reporte maintenant-au savant Mémoire de M. Halphen
intitulé Sur une série d’Abel ('), on reconnaitra que F(z),

(') Bulletin de la Sociéte mathematique de France, t. X, p. 67.
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c’est-a-dire une fonction quelconque du genre zéro, peut étre repré-
sentée par la série d’Abel dont il est question dans ce Mémoire,
et cela quelle que soit la constante . l

Malheureusement ce n’est pas la une propriété caractéristique
des fonctions de genre zéro. En effet, la fonction

n=o

Fo =[] (1-— F%)’

n=1

qui est du genre 1, jouit de la méme propriété.
En effet, je dis que 'on a

lime**F(z) = o,

si l'on fait tendre z vers l'infini avec un argument donné et si a
est un nombre tel que ax soit réel et négatif. Pour cela, il suffit de
faire voir que

. F(z
lim T (. ) = o,
siniaz
puisque, daus ces circonstances, on a
. .. I
Lime®* sintaxr = —-
21
Or on a
z2
l — —
F(=) I n:L2n
—_—— S e n ——————
sintax tax a?zx?
n2m?

d’ou, si z est assez grand et que § soit son module et a celui

de a,

2
1+

F(x) n:l2pn | .
mod sintaz <0 gl = I(Ha);
I+

nim?

on peut toujours prendre n assez grand pour que

1 a?
n*Lin > nimt’

et, par conséquent, pour que le facteur H, correspondant soit plus
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petit que 1. Nous poserons alors

n=owo n=c

H(Hn>~I](H,l>>< IT .

n=1 n=k+1
Nous pourrons prendre k assez grand pour que

H,<i1 quand n> k.
On aura alors

n=k
F(z)
d siniax < H(H")'
n=1

Mais, quand § tend vers U'infini, H,, tend vers

2

Gp= ——;
" arl2n’

d’ou
hmmod ( ) <II(G)

n=1

Or on peut prendre n assez grand pour que le second membre
de cette inégalité soit aussi petit qu’on le veut.

On a donc
lim mod —— F(z) = 0;
siniaz
d’otr
limF(z)e** =

De la on déduit que la fonction F(z) jouit de toutes les pro-
priétés que nous avons démontrées plus haut pour les fonctions
entiéres de genre zéro.

Considérons maintenant une fonction du genre 1 :

F(z)=LOe~*(1—¢&,7).
Je dis que, si « est choisi de telle fagon que

lime®** = o,
on aura
lime***F (z) =o.
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En effet, posons encore

Q=% + %y ...+ Ay ...
nous aurons

F(z)e*r* = M [en**+4% (1 — &,x)).
Quelle est la condition pour que le module du facteur

e'zyx!-n-tyx(l _ va) <1

ou pour que
(1) partie réelle (a,22% + ¢,2) + partieréelle L(1 — ¢,2) < 0?

Supposons qu’on ait choisi ay de telle facon que, & partir d’une
certaine valeur de v que jappelle %, 1°a,22 soit réel et négaiif;
2° moday = hmode;; h étant une quantité indépendante de v et
que nous allons déterminer. Je dis d’abord qu’on peut choisir /
de fagon a satisfaire a (1).

En effet, si I'on pose

wx==E-+1in,

Pinégalité (1) s’écrira
R(§2 +n2) > £+ g L[(1—§)? +2?].

Je dis qu’on peut prendre 4 assez grand pour satisfaire a cette
inégalité, quels que soient § et 7.
En effet, la fonction

o B iL— bR +2]
EZ+-7~‘2

reste inférieure a une certaine limite, car elle ne pourrait devenir
infinie que si § ou 7 tendaient vers U'infini, mais alors la -fonction
tend vers o; ousi§ et n tendaient vers o, mais alors, en posant

t=pcosw, m=psinw,
on trouve

cosaw  pcosdw  p?cosqw

P =— ; 3 f vy
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qui reste finie. Nous avons donc pour /. une limite inférieure

finie. C. Q. F. D.
Posons alors

arga,z? =7, moda, = Amode? (v>k),
2 o,z = a2,
v=k+1
Nous aurons
e* = F(z) = Fi(2)F:(2),

v=k
Fy(2) = etpa* [ eve (1 —e2),
v=1
vew
Fy(x) = H €T T (] — &),
v=k+1

On peut prendre £ assez grand pour que la valeur absolue de
B2 soit aussi petite que 'on veut et, par conséquent, pour que
la partie réelle de (o — )22 soit négative; on aura alors

limF;=o0, modF, <1,
d’ou
lime*#*F(z)= o. C. Q. F. D.

En général, si F () est une fonction de genre n, on aura

limF (z)e**™'=o |
toutes les fois que
lime®*2"' = o.

Il suit de la que l'intégrale

f eI 'F(z)ds
0

’ . I » . . .
représente une fonction (D(;>, @ étant une fonction entiére.

Posons
CJ
f e zrdz = C,.
0
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Nous aurons, en changeant z en sz,

®
f ez zpdzxp+t = Cp

0
ou

ap+1

f elxz)™ ' zpdz = .g.p— .
[
En différentiant cette relation, on trouve

® —(p+1C
(x2)n+1 gn+1 n+2zpdz — __(._.P;_I)__’”
[ e an+H(n+1)xn+2zPdz pova;

ou, faisantz =1,

w

“+1
Cp+n+1 =f ex" Vi gpinidy — — 'S—::—E Cp.
o

Si donc on pose

p=a(n+1)+r, r<n—+1,

il vient
_ (r+D[(r+D+r+)]{(r+D)+2(rn+]...[(r+1n+(@—i1)(n+1)
Cp—-(—l)“c,- (n+1)e ’
ou, posant
r+vu
n—4+1

Cp=(—1)2Cr s(s+1)(s+2)...(s+a—1),

Or, quand a tend vers 'infini

. s(s+1)(s+2)...(s+a—1)
m 1.2...(@a—1) -

B
P = anam #(3) =Xt

1

®© .

Sil'on pose

il vient
modBp =modC, modA, s(s+1){s+2)...(s4+a—1),
d’ou
limAjr.o...(a—1)=0 pour a=c,

car
limB, =o.
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Mais, comme on a aussi

limpB,,:o,
on aura

limaB, =o,

limAya! =o.

Or nous avons

P! < (n _|_1)n+1[2n+1 (n -+ [)n+1][3n+1(n + |)n+l] . [an+l(n -+ ,)n-n—l]pr,
p! < (al)»+i(n 1) pr

ou
r r r r s +1

A, "Vpl < Apal(n 41+ priri < Ap(a —1)!(n + 1)a+i prei
ou

p

By s(s+1)...(s+a—r1) P, T 1 P,
o " (n 1)t pr+ L —()_,JBp(n+l)ll+lpll+l ,

Cr (a—1)!
dont la limite est zéro.

Donc
limA, ""V/p! = o.

Ainsi, dans une fonction entiére de genre n, le coefficient de
zP multiplié par la racine n + 1*™ du produit des p premiers
nombres tend vers zéro quand p croit indéfiniment.



