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LES ANNEAUX D'OPÉRATEURS
DE CLASSE FINIE

PAR M. J. DIXMIER. -

Introduction.

Soit M un facteur de classe finie(1) dans un espace hilbertien complexe. M est
u n espace vectoriel complexe. F. J. Murray et J. von Neumann ont montré
([3] et [4]) qu'il existait une fonctionnelle l inéaire T(A) sur M, possédant les
propriétés caractéristiques suivantes :

T(l)=i , T ( A * ) = = T ( A ) , T ( A B ) = T ( B A ) ;

T(A)^o si A est self-adjoint positif.

Soit T7 la restriction de T à l 'ensemble des opérateurs self-adjoints de M,
qui est un espace vectoriel réel. T est encore une fonctionnelle linéaire, qui
possède les propriétés caractéristiques suivantes :

T(l ) = - = i , T^UAU-^^T^A) - si Ue M est unitaire;

T{A.)^o si A^o.

Il est très facile de passer d'un groupe de propriétés à l'autre.
Les propriétés de ï7 sont analogues aux propriétés de la moyenne d'une

fonction continue réelle sur un groupe compact G. Soit en effet L l'ensemble
de ces fonctions, qui est un espace vectoriel réel. La moyenne d'un élément
de L est une fonctionnelle linéaire [^(/) sur L qui possède les propriétés carac-
téristiques suivantes [6] :

^.(l)=i, ^(fs)=^'^(f) si /€l- et f.W==f(s-^) ( ^ < = G , . ç < = G ) ;

^-(/)^0 si f^0'

Or, la fonction constante égale pour tout x^(j à [^(f) peut, on le sait, être

(^Pour la terminologie, cf. le Chapitre consacré aux notations. Les chiffres entre crochets
renvoient à la bibliographie.

Afin. Éo. Norm., (3), LXVI. — FASC. 3. 27
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approchée uniform-ément par des fonctions de l'ensemble convexe engendré
dans L par les/y (2). Nous avons étudié le problème analogue pour les facteurs
de classe f inie : l'opérateur T(A)1 peut-il être approché uniformément par des
opérateurs de Fensemble convexe engendré par les UAIM ? La réponse est, on
le verra, positive.

Mais cette propriété de ^ sert en réalité, dans la théorie de von Neumann, de
définition et même de procédé de construction. Nous avons donc essayé de
définir la trace par une méthode analogue, sans supposer connue son existence.
Ceci est d'autant plus indiqué que la construction de la trace utilisée dans [3]
et [4] est indirecte : on construit d'abord la trace d'opérateurs particuliers,
à savoir les projecteurs; ceci reviendrait, dans le cas des groupes compacts,
à construire d'abord la moyenne des fonctions caractéristiques, c'est-à-dire la
mesure des ensembles.

En développant les démonstrations, nous avons constaté qu'elles s'appli-
quaient, non seulement aux facteurs de classe finie, mais à une classe beaucoup
plus générale d'anneaux d'opérateurs que nous avons appelés anneaux de classe
finie. Seulement, l'ensemble convexe engendré par les UAU~1 permet
d'approcher uniformément, non plus un multiple scalaire de 1, mais un opé-
rateur du centre de M. La trace d'un opérateur de M, dans la théorie généralisée,
est donc un opérateur du centre de M. Dans le cas des facteurs, le centre de M
se compose des multiples scalaires de 1, de sorte qu'on peut identifier la trace
à un scalaire, et l'on retrouve la théorie classique. La trace généralisée
possède les mêmes propriétés algébriques que la trace ordinaire.

Nous avons mis en évidence (au Chapitre 1) les hypothèses abstrai tes qui
permettent d'obtenir simplement l'existence, l'unicité et les propriétés caracté-
ristiques de la trace. Dans le cas des anneaux d'opérateurs, toutes les hypo-
thèses sont vérifiées t r ivialement , sauf deux, qui sont, par contre, difficiles

f 2 ) Voici un autre exemple de propriétés du même type, à propos encore d'un groupe compact G
et de la famille L. Nous utilisons ici, dans un cas très particulier, des résultats de R. GODEMENT
cf. Analyse harmonique dans les groupes centraux. I. Fonctions centrales et caractères^ ( C. lï.,
Âcad, Se., Paris, 223, 1947, p. 19-21). IL Formule d'inversion de Fourier^ (ibici^ p. 221-2-23). Si/eL,

définissons /^eL par f^(x)== f f(sxs-1) ds où ds est îa mesure de Haar sur G, choisie de telle
^G

sorte que la mesure de G soit égale à i. L'application f->f^ est une application linéaire de L sur
l'ensemble des fonctions centrales continues de G, et l'on a les propriétés suivantes : i°/^==/si
/eL est centrale; 2°/^ ne change pas si l'on transformer par un automorphisme intérieur de G;
3° f'^ est positive (resp. de type positif) si /est positive (resp. de type positif). [Notons aussi que
(/^')^ ^(g'^f)^ sl y*^ désigne le produit de composition de Y et g.] Or, ici encore,/^ peut être
approchée uniformément par des fonctions de Pensemble convexe engendré par les fonctions

Mx)=f[^.r)],

Œ automorphisme intérieur de G.
Dans des travaux non publiés, R. Godèment a étudié systématiquement des opérations^ dans les

*-algèbres.
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à obtenir. Il y avait avantage à les mettre nettement en évidence, car l 'une
d'entre elles est valable pour tous les anneaux d'opérateurs : il est possible
d'approcher uni formément un opérateur du centre de M par des opérateurs de
l'ensemble convexe engendré par les UAU'^AeM). Ainsi , le problème que
nous posions au début est résolu af f i rmat ivement sous des hypothèses très
générales.

La deuxième hypothèse à laquelle nous fa i s ions allusion n'est valable, au
contraire, que dans les anneaux d'opérateurs de classe finie.Dans les anneaux qui
ne sont pas de classe finie, il est impossible de définir pour tout opérateur une
trace possédant les propriétés habituelles (ce résultat généralise un résultat
connu dans la théorie des facteurs). Cependant, de même que dans le cas des
facteurs de classe inf in ie , la trace peut être alors définie pour certains opéra-
teurs particuliers, comme nous le montrerons ul tér ieurement .

Dans les méthodes de démonstrat ion, le lecteur qui connaî t les articles [3]
et [4] retrouvera fréquemment des procédés introduits par F. J. Murray et
J. von Neumann. Cependant, ces procédés ont dû être modifiés dans plusieurs
cas, et de nouvelles notions ont dû être introduites. Ces notions seront
d'ailleurs probablement uti les dans l'étude des a n n e a u x d'opérateurs quel-
conques.

Bien que la démonstration soit assez longue, elle est dans l 'ensemble plus
rapide que celle de [3] et [4], et elle conduit à un résultat p lus général (mais,
évidemment, nous n'avons dirigé nos efforts que vers la définition et les
propriétés de la trace, alors que beaucoup d'autres questions sont envisagées
dans [3] et[4]).

Les résultats de ce travail ont été annoncés dans [2]. Cependant, depuis
la publication de [2], nous avons débarrassé les démonstrations de l'hypo-
thèse de la séparabilité de l'espace (alors que cette hypothèse est faite
dans [3] et [4]).

Après avoir rédigé le présent mémoire, l 'auteur a pris connaissance du
mémoire de von Neumann [7] sur la réduction des anneaux d'opérateurs. Voici,
brièvement analysées^ les relations entre les deux articles.

1. Le théorème 7 est nouveau même pour les facteurs. Mais le lemme 3.7,
(dont le théorème 7 se déduit facilement) peut être démontré pour les facteurs
à partir des résultats de [3] (en adaptant notre méthode), puis pour les anneaux
quelconques en appliquant les résultats de [7]. Ce dernier point demande
cependant quelques soins, purement techniques d'ailleurs.

Le théorème 6 peut aussi être déduit du résultat correspondant pour les fac-
teurs (qui est énoncé dans [3]) et du lemme 21 de [7].

2. Si un anneau d'opérateurs vérifie notre définition des anneaux de classe
finie, le lemme 21 de [7] permet de montrer (avec les notati-ons de [7]) que



212 J. DIXMIER.

r—Cf est de cr- mesure nul le (la réciproque s'établissant facilement). Alors, la
théorie complète des facteurs, le lernme 18 de [7], et quelques considérations
supplémentaires, prouvent l'existence de l'opération A ->A^ lorsqu'on se borne
aux projecteurs de l'anneau. On peut, en modifiant les démonstrations de [7],
obtenir l'opération A->A^ pour tout AeM, avec les propriétés que nous indi-
quons (sauf toutefois peut-être les propriétés de continuité).

3. L'ensemble des mémoires [3], [4], [7], constitue naturel lement une ana-
lyse beaucoup plus détaillée de la structure des anneaux d'opérateurs que celle
du présent mémoire. Cependant, plusieurs de nos résultats sont nouveaux, au
moins dans leur énoncé. Surtout, il paraît intéressant de les obtenir directe-
ment (notamment sans emploi de la théorie de la mesure ou des ensembles
analytiques), par une méthode qui, même pour les facteurs, est plus simple
que les méthodes déjà connues. Enfin, l'hypothèse de séparabilité (dont nous
ne faisons pas usage) est essentielle dans certaines parties de [3], [4j et sur-
tout de [7J.

Notations et résultats préliminaires.

Nous ne précisons pas ici les notations qui sont universellement adoptées.
D'autre part, nous supposons connus du lecteur les résultats élémentaires

relatifs à l'espace hilbertien. Par contre, les résultats plus spéciaux qui seront
nécessaires sont tous rappelés ci-après. Tous les résultats de [3] et [4] dont
nous aurons besoin seront redémontrés complètement (ainsi la connaissance de
[3] et [4] n'est pas indispensable pour la compréhension du présent travail).

Soient A, B, (A,),çi deux parties et une famille de parties d'un .ensemble.
AuB, AnB, ^A/, HA; désignent respectivement la réunion de A et B,

î'ei î'ei
l 'intersection de A et B, la réunion des A,, l 'intersection des A,. AcB signifie
l'inclusion au sens large de A dans B.

L'espace hilbertien complexe considéré, sur la dimension duquel on ne fait
aucune hypothèse, est désigné par H. Si JH est une partie de H, pTl] désigne la
plus petite variété linéaire fermée contenant JH. Si Jîl est une variété linéaire
fermée, on désigne par P^ le projecteur correspondant. Deux variétés linéaires
fermées Jîli, JTl^ sont dites compatibles si P^ et P^, sont permutables. Si A
est un opérateur, on désigne par A* son adjoint, par D^ son domaine d'existence,
par AA son domaine des valeurs. 1 désigne l'opérateur identique. Si (cTH,)^i est
une famille de variétés linéaires fermées, on désigne par ®0îl, la plus petite
variété linéaire fermée contenant les JTl;.

Un opérateur W est dit partiellement isométrique s^i l existe deux variétés
linéaires fermées 3R, et c)TL telles que W*W==P^, WW*=P^. Jîli et DU,
sont appelées respectivement variétés ini t iale et finale de W. W applique
isométriquementJTli sur JIZ^, et W.r=o si xç.ïlQJft,, ces propriétés carac-
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térisant d'ailleurs les opérateurs partiellement isométriques. W* est partiel-
lement isométrique et admet JUa, Jlli comme variétés init iale etfinale(c/. [3]).

Soient Jtti, JUa deux variétés linéaires fermées. Soient JH^=HQJTli,
jri^==HQJÎl2, etm^=<m,ncm//,y=i, 2, i', 2'). yil, et3ÏL^ sont dites en
position p ' si m^=m^=o. Alors, il existe une symétrie bien déterminée S
de H, appelée symétrie intérieure de Jîli et JUa? telle que S(c)Tl/)== JUs,
S(3Yi^)==yii^ et telle que (S.r, ^)>o pour xe3ViiU3Ti^ x^o, ^x=x
pour ^em^, S*r==—x pour xç.m^. Si JTl^ et Jtl^ sont quelconques,
JTli Q m, ̂  et Jlla Q / '̂, sont en position?' ; cTTli Q (/^ 2 (B ̂ 12') est en position j^
avec ^TIaQ^si O/^i ') ^t avec ^^e^s'iÇD^i')» ces dernières variétés étant
différentes de zéro si JIX^ et JH^ sont non compatibles (c/. [1]).

Soit tô Pensemble des opérateurs bornés définis dans tout l'espace H et
prenant leurs valeurs dans H. (S est une algèbre sur le corps des nombres
complexes. ] |A] [= sup ]]Aa?i | est une norme sur d3, qui définit sur d3 une

1 1 -r 1 1 == 1

topologie dite topologie uniforme, et qui fait de d3 une algèbre normée
complète. On définit sur d3 une autre topologie dite topologie forte, de la
manière suivante : étant donnés des éléments x^ x^, ..., x^ de H, on considère

ii
Pensemble ^1(^1, x^y ...,^) des Ae<® tels que V [|A.r, ^i ; l'ensemble

c==l

des ^llÇx^ a^, . . ., x^) constitue un système fondamental de voisinages de
zéro dans d3 pour la topologie forte.

Enfin, on définit sur d3 la topologie faible de la manière suivante : étant
donnés des éléments x^ x^, . . . , x,,\ y^ ja, . . . ,y,, de H, on considère
l'ensemble 'U^i, x^, . . ., Xn\y^ y^, . . ., y ^ ) des A €=^3 tels que

n ^

^1(A^J,)|^I;

l'ensemble des 1L(^, ̂ , .. ., x,,\ y^ y^ . . . , y^) constitue un système fon-
damental de voisinages de zéro dans tô pour la topologie faible (cf. [5]).

Toute sous-algèbre M de tô self-adjointe et fortement fermée s'appelle
anneau d'opérateurs. On considérera uniquement les anneaux d'opérateurs
contenant 1, restriction qui n^est pas essentielle. On désignera par Ms
(resp. Mu, Mpj) l'ensemble des opérateurs self-adjoints (resp. unitaires, partiel-
lement isométriques) de M, par Mp l'ensemble des projecteurs de M. Si JTl est
une variété linéaire fermée, on écrit JH^M si P^eM.

Si & est un sous-ensemble de tô contenant 1, on désigne par R(ê) le plus
petit anneau d'opérateurs contenant ê, par &' l'ensemble des opérateurs de d3
qui permutent avec ceux de &. & est un anneau d'opérateurs, et Pon a

R^^ê^ê^:^..., ê^ê^... ; '
R ( M s ) = = R ( M u ) = R ( M p ) = M.
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On en déduit le critère su ivant :
Critère. — Soit M un anneau d'opérateurs. Soit Açtô, soit JH u n e variété

l inéa i re fermée. Pour que AeiM, il fau t et il suffit que ITALT""1 = A pour tout
U^Mu. Pour que DUïjM, il faut et il suffit que U^^Ccîîl pour tout U ^ e M u
(^•[5]).

Soient jn,ïjM, jn^ïjM. On écrit Jn,^:^ et l'on dit que JTli et Jll^ sont
équivalentes s'il existe un opérateur de Mpj dont les variétés ini t iale et finale
sont Jlt, et JTls. Les remarques qu^on a faites sur les opérateurs part iel lement
isométriques prouvent aussitôt qu'il s'agit effectivement d'une relation d^équ i -
valence. On a 3Vi^^3Yi^ dès qu'il existe un A e M qui transforme isométri-
quement 311̂  en JTIa (en effet, AP^ est alors un élément de Mpj dont Jlti, 3VL^
sont les variétés ini t iale et finale).

Un anneau d'opérateurs s'appelle facteur si son centre se compose des
multiples scalaires de 1. Un facteur est dit de classe finie si les relations jn-^M,
JIZ^H entraînent JTl==H, autrement dit si les relat ions UeM, U*U==1
entraînent UU*=1.

I. — Théorie générale.

Dans ce Chapitre, nous considérons un ensemble E, mun i de la structure
suivante :

C . i : E est un espace de Banach réel^ c'est-à-dire un espace vectoriel réel
norme complet. La norme de x est désignée par \\x\\\ la topologie déduite de
la norme est appelée topologie forte.

C.2 : II existe dans E un ensemble P d'éléments appelés non négatifs; la
relation ^reP, qu'on écrit aussi x^o, satisfait aux hypothèses suivantes :

C. 2 a : Soient xç.V et^çK (3), avec À^o; on a \xç. P.
C.2 6 : Soient .reP, y ç=P; on a .r-hjeP.
C. 2 c : Si x € P et — x € P, on a x == o.
C.2 à : P est fortement fermé\

Écrivons x^^y si x —J^o. Alors, on vérifie aussitôt que :
a. Soient .reE, yeE; si x'^^y et y ^ x , on a x== y ,
^. Soit .reE; on a x^x.
y. Soient .reE, y€E, ^eE; si ^^yety^^, on a ̂ ^^.

La relation x^y est donc une relation d'ordre. Cette relation possède de
plus les propriétés suivantes :

o. Soient .reE, y eE. ̂ eE,yeE; si ̂ ^y, ̂ ^V» o11 a lr+lr^y+7/•
s. Soient .r€E, y€E, Àe R; si ̂ ^y et Â^O, on a A^^Ay.

( 3 ) R désignera dans tout le travail Fensemble des nombres réels.
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Faisons encore Fhypothèse suivante :

C. 2 e : II existe dans E un élément unité, noté 1, tel que \\ 1 \ = i, et tel que,
pour x € E, les relations

\\.x\\^i et 1^.2^—1

soient équivalentes.

C. 3 : // ̂ r/^ un groupe G d'applications linéaires biunivoques et isométriques
de E surE. Si .y^G et ̂ eE, on désignera par sx le transformé de x par .y.

On suppose :

C.3 a : si =1 pour tout sçG.
C. 3 b : Soient aç:Py sçG; on a sxç¥.

Soit Eo l 'ensemble des ^çE tels que .y.r=.r pour sçG. Il est immédiat
que Eo est un sous-espace vectoriel fortement fermé de E, avec 1 €EEo.

D'autre part, si^^y et ^çG, on a aussitôt sx^sy.

DÉFINITION, l . i . — Soù^çE. On désigne par Kx F ensemble convexe fortement
n

fermé engendré par les sx, c'est-à-dire l'ensemble des éléments V Â^.r

n

(^•€ G, X; € R, ̂  ̂  o, V, A, == 1 } et de leurs limites fortes.

THÉORÈME 1. — K^nEo ̂  non vide lorsque E vérifie l'hypothèse suivante :

C. 4 : Pour tout x e E et tout £ ^>o, z7 existe :

des éléments ^ 1 , ^ 2 ? • • • ? ^/i de G ;
7l

rf^y éléments ^ 1 5 X 3 , . . ., A,, rf<? R, avec A^o, V A,== i ;

un élément y ç, Eo, ^&" y^^

I Y. , |r^À^-j L^s.

Démonstration. — Remarquons que, si yeEo et .reE, on a aussitôt
K^+.^==y+K^ (ensemble des éléments y+t, où ^eK^). D'autre part, K^. est
contenu dans la boule de centre 0 et de rayon |[^[|. Enf in , K^ est invariant par
les automorphismes de G, donc je IL entraîne K^.cKr.

Ceci posé, on peut, d'après C. 4, construire par récurrence une suite de
couples (.r/, y/) (/= 1,2, . , . ) avec les propriétés suivantes :

(1) ^€E, j ,€Eo , œ.,==.x, .2̂ 1 çK,^; .

( 2 ) \\yi—Xi^^^'-1 pour ?^2.
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Soit alors ^==.r,—y,. On a

^+i€lÇ^==j,+K^, donc [ x^-Xi\\^\\Xi-y,\ + |! z, j | z=2 |! ̂ - j, || ̂ -^

Donc (critère de Cauchy) les x, convergent vers un élément -y qui, d'après (2),
est aussi la limite des y, et par conséquent appartient à Eo. Enfin, œ^^K
donne K^cK^cK,^...cK,. Donc ̂ ^,eK,,jeK,.

Nous supposons désormais vérifiée la condition C.4.

LEMME l . i . — Soient x e E, y e E. Pour tout £ > o, il existe :

des éléments x ' e K r n Eo, y ' e K^ n Eo ;
des éléments s ^ , s^, . . ., s,, de G;

n

des éléments A,, X^ . . ., ̂  ̂  R, avec X/^o, ̂  À/, == i, tels que
k=i

j| ̂  ̂ ^^ - ̂ / ^ £, ^ ?^. ĵ __ y ^ g.-\z"

Démonstration. — Diaprés le théorème 1 il existe des éléments ^, t^ . ., ̂

( 77Î \

de G, des éléments a,, ^, . . . , ^ de R ^^o ;^pL ,= i ) , et un élé-

^
ment^€K^nEo, tels que, en posant u= V y^x, on ait

(3) 1 1 ^ - ^ 1 1 ^ ' s .
/?l

Soit ^=^^^7. Il existe des éléments t\,t',, . . ., / de G, des élémentsv } f v^ ' • ' » ^p

p \^, [^, . . . , ^ aet t i ^^o, ^[^=i )î et un é lément jeK.nEoCK^
/ ^ \

^, ^, . . . , ^ d e R ( ^.^o, ^^=i )î et un é lément jeK,nEoCK^nE<, ,
\ /=! /\ /=i

avec
P H [f /> m

^(^) 2^^^-y - l;2^^-(^^j-y ^£.
!l/'=i 1 ll/=i î=i II

D'ailleurs, (3) donne
\\^{u-^)\\=Z\\tj {,-^\\^£,

d'où

^ ̂  // (</ - x } = ^ ̂ / ^ ^ - ̂  ^ £

OU

(5) ' 2;^^^(^^-^ ^c

/; ;;t
^ v.
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Les ^ ti sont les s / , du lemme, et les ^ ^ sont les A/,.
Considérons encore la condition suivante :

C. 5 : Pour tout x € E, K.^ n Eo est réduit à un point.

Nous désignerons alors ce point par x^. Pour l 'origine de cette notation,
c/.Note(2).

THÉORÈME^. — Supposons C. 5 vérifiée. Soient x € E, x ' e E, y e Eo, A € R, s € G.
0/i«z
(a) . ^=y,

((3) • (À^:==À^,

(ï) {x^-x'^=x^^-x^,
(ô) (^)^=^,
(s) x •z'^0 si .r^o ( 4 ) .

Démonstration. — Conservons les notations du lemme l . i . a et 3 sont
immédiats. Pour prouver y, il suffit de remarquer que

n fl

V ^-.^(^' + X ' ) — {x^-^-.X'^) ^ 2£,..Ç/,(^' + ̂  ) — (^i•i+.^ H; ^ 2£,

Â-==l

d'où ̂ +^^=(^4-^^ d'après C.5. De même, o résulte de K,., = K,. Enfin,
n

si x^d, on a ^X/.^.r^o, donc x^^o puisque P est fortement fermé.

THÉORÈME 3. — Soit x -> ç(^) une application de E dans Eo possédant les pro-
priétés (a)-(£) rf^ théorème 2. 0^ a^ moyennant C.5 : (fÇx)=x^pourtoutxç:E.

Démonstration. — Soit £^>o. Il existe des ^eG(i^^'^/î) et des

/ . . ' \
À ^ € R ( i^z'^^i, A/^O, V X(== ï ) tels que, en posant

\ ^=i /
n

M^=V^.S'^Ï—^,M^=^/ ; .S'^Ï—^

î'=l

on ait
| |^[ |^£ OU £ . l^ ;6^—£.l .

Ceci entraîne, d'après ?, y, £,

9 (£ .1 )^9(^ )^9(— £.1)

(4) Ajoutons que l'application x-^x^ est continue. Car x^ e K^,, || x^ |[ ̂  [ ] A- [ [ .
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — FASC. 3. 28
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. l ^ (p (^ )^——£ .1 OU

ou, d'après a
(p(^) i |^£.

Or, par a, [3, y, on a
/^

?(^) == V^-9(^^) —^
;==!

et, d'après o
cp(M) == cp(^) — ̂ .

Donc | |ç(^)—^|[^£ et, comme £^>o est arbitraire, y(^)=^^.
Ceci posé, considérons encore la condition suivante :
(7.5: Pour tout élément x de E, tout élément a de Eo, tout système d^ éléments

s^ s^, . . ., ^ de G, tout système d'éléments A i , A^ , . . ., X/, rf<? R avec V À,= o,
^ ;==i

^& y^<° ^Â^,y/.y^a, o^ a o^^. ^

THÉORÈME 4. —Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. C. 5 ̂  vérifiée.
2. // ^2?^ ^^^ application x -> ç(^) rf^ E rfû^ Eo possédant les propriétés

(a)-(s) du théorème'"l,
3. C/.ô est vérifiée.

Démonstration. — a. 1 entraîne 2 : c'est le théorème 2.
6. 2 entraîne 3 : Soient

/ . ^
œç.}L, açEo, SiçG (i^i^ri), • ^eR( i^ i^n,^7^=z o }

\ i=l /
n

tels queVÀ^^^û. Si l'application y existe, on a
i==i

/' n \ n H '

?( ^^•^•^ )=^^-?(^^)=^^9(^)==o^cp(a)=:«.A,-9^Ç^-; =r^ /^9^)r==o^Cp(a)=: «.

c. 3 entraîne 1 : Supposons C'.5 vérifiée, et soient y, y ' deux éléments
de K^nEo. Soit £>o. Il existe des éléments ̂ , s^ . . . , ^; ̂ , ^, . . . , 4 de G,

/ ^ ^ ^
des éléments Xi , ?^,. • . , A/,, /^, X , , . . . , A,, de R ( À/^ o, À; ^O,^A, = ̂  À; = i )

\ i=l i=l /

n
tels que

(6) ^liSiœ—y ^£,
z'==l

^f

2^'^^-y ^e.(6')
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(6 )donne
n

(7 ) ^^liSiX—y^— 5 .1 ,
i=l

(ordonne
n'

(7') s.ï^^s^-y',
;'==l

(7) et (77) donnent
//- ii'

£ •1 +2lisitv ~ J ̂ 2 ̂ / si x ~ y 1 - £ • ^
ou

/^ /t'

(8) ^j^^^—^^^^^J—J — 2£ . l .

Or

2 1 9

^-J^=I-^0,2;î.-^=i-,^o,
;==1 ;=l

d'où, d'après C.5
O^J — y — 2£.l

ou
(9) ^-l^y—j^.

De même, échangeant y et y
2£ . i ^y—j

ou
(9') j-y^-2£.i,
(9) et (9^ donnent i i j-yn^2£,
d'où, comme £ > o est arbitraire, y =y'.

Notons encore le théorème suivant :

THÉORÈME 5. — Supposons G. 5 vérifiée. Soit E, l'adhérence de l'ensemble des
n n

éléments de la forme ̂  \,SiX, où .reE, ^€G, X,eR(i^^^) ^VÀ,=O.

E^ ^^ fe sous-espace vectoriel fermé des éléments x tels que x^ =o, ^^ Von
a Eo H E, = o, E == Eo + EI . ^4^^ tout y ç E ̂  m^r, rf^/i^ ^^fe manière^ sous la
forme Jo +Ji ww Jo € Eo, ji € Ei ; rf^ p/^, Jo =J^ ^ sorte que l'opération ^
n'est autre que le projecteur sur Eo défini par Eo et E,.

Démonstration. — Soit E^ le sous-espace vectoriel fermé des éléments x tels
querrf ==o. Si .ceE^nEo, on a x=x^=o, donc E^nEo==o . Si ^eE, on a
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x=x^+(x—x^ e t a^€Eo ,a ;—a^€E; [puisque (a;— x^=x^—x^=o},
n

donc E=Eo4-E^ . Montrons enfin que Ei=E^. Si y=^')^^x avec ^eG,
;'==!

» ^ ^ / ^ \

À,eR(i^'^) et^X,==o, on a ^=^À/(^)^=( ^À^^== o, donc
^=1 z=l \ z= l /

y eE^, donc EI cE^. Soit maintenante eE^. On aj^= o, donc, pour t ou t£>o ,
on peut trouver des éléments s, e G, des éléments X, e R, avec X,^ o, ( i^i^n\

( ^ \ n n '

;^==i, telsque y — y—^^y^ = ^À^J ^£.On—^X,=o;donc^^==i, tels que j—^y—^/^ .y ) = ̂ ^
LT. ^ ^r. i=i /jeE^cE,.

^= l \ ^i / .=1 II .=1

II. — Cas des anneaux d'opérateurs.

Soit H un espace hilbertien, M un anneau d'opérateurs de H contenant 1.
M est fortement fermé, donc aussi Ms. A fortiori, Mg est uniformément fermé.
Donc Ms est un espace.de Banach réel : Ms vérifie C. i.

Soit A€Ms. Nous définirons la relation A^o de la façon habituelle, c'est-
à-dire par la condition (A/,/)^o pour tout/e H. Il est classique que Ms
vérifie alors G. 2, en prenant pour unité l'opérateur 1.

Soit UeMu. L'application s^ définie par ^(A)=UAU-1 est une application
linéaire, biunivoque et isométrique de Ms sur Ms. Ces applications forment un
groupe G de transformations, car, si UeMy, l^eMu, on a

5u^(A)=:U(U/AU/-l)U-l=(UU/)A(UU/)-l=^u'(A).

Avec ce choix de G, Ms vérifie G. 3. Les éléments invariants par G sont les
éléments de Ms qui permutent avec tout U e Mu, donc forment l'ensemble

Ms n ( Mu / = Ms n ( Mu /// =- Ms n M' == ( M n M' )s.

Dans les quatre Chapitres suivants, nous allons chercher si Ms, toujours
muni de la même structure, vérifie C.4 et C'.5.

III. — Démonstration de l'hypothèse G. 4.

DÉFINITION 3 . 1 . — Soit OTIr^M. On désignera par 3HV1 V'ensemble des vecteursVr
o ^ U e M u , fe3R.

LEMME 3.i. — Soit JtlYjM.

a. [cW1] est la plus petite des variétés 31 Y] M n M' contenant JTL
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P. [Jtl̂  est la variété linéaire fermée sous-tendue par les variétés 31V équi-
valentes à Jfi.

y. Si une variété 9lr\Wr\W est sous-tendue par des variétés 3Xi' équivalentes
àyn, ona9t=[3n^].

Démonstration. — 1. Soit/e:iïl. On a/=i ./e^, donc JltC^cpl^].

2. Toute variété ^ZYjMnM' contenant Jîl contient les Vf(fç3R, UeMy)
donc contient [JTl^. Réciproquement, [JH^] étant invariante par Mu et par M\j,
on a a.

3. Pour avoir ? et y, il suffit de remplacer Mu par Mpi dans le raisonnement
précédent.

LEMME 3.2. — Soient jr^ïjM, Jll^^M, DVi, et DVi^ étant en position p ' ' . On a
OVi^yÇi^

Démonstration. — Soit S la symétrie intérieure de 3Tli et JH^. On a Se M
d'après le critère de l ' introduction. SP^eMpi admet JTti et JTl^ pour variétés
ini t iale et finale.

LEMME 3.3. — Soient JTi^ïjM, JTl^ïjM, Jlli et 3Vi^ étant non orthogonales. Il
existe c9l^M, OÏ^M avec 9t,c3Ti^ ^C.^, 31,^0, 3l,^o, 91^91^

Démonstration. — Soient 772^ = Jlti n (H Q ̂ 2), ^2 == ^1^2 H (H © <}1Z, ),
yc, = jrci Q mi, yc^ = JTI, © m.,.

On a ̂ ^o, yc^^o puisque «5Ui et 31t2 sont non orthogonales. 3Ï^ et 9'i^
sont en position jo', donc 91^r^9t^ (lemme 3.2).

DÉFINITION 3.2. — On appelle partition une famille non vide (E/)^j de projec-
teurs de Mp non nuls deux à deux orthogonaux. Si supE/^E Çresp. =E), on

dira plus précisément que les E^ forment une partition majorée par E (resp. une
partition de E).

On appellera ordre d^une partition le nombre (fini ou infini) de ses éléments.
On dira que la partition est homogène si Ei^> Ey pour i'€ 1, j' € 1. On dira que deux
partitions (E^çi, (E^);çi sont semblables si E^^^E^ pour ici. On emploie?^ un
tangage analogue pour les variétés A^ et Ag.

LEMME 3.4. — Soient (E,),çi, (E^);çi des partitions semblables de E et E respec-
tivement. On a Er^E. Plus précisément, soit, pour ici, U,€Mpi telqueV^Vi=Ei,
U,U*= E;. Il existe un U € Mpi tel que U*U = E, UU*= E', et tel que, pour iç. I,
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UE;==U,, U*E;=U; (autrement dit, U/= U,/ pour /€-^, U*/'=U; pour
/6^)(8).

Démonstration. — Pour tout /€;H, la famille des vecteurs (E//)^] est à
termes orthogonaux et^, |[ E,/^^-}- '00. Donc^ || U,E,/||2<+ûo etleslj\E,/

;ei ici
sont deux à deux orthogonaux. On peut donc poser U/=V(Î/E//, ce qui

i€l
définit un U g M possédant, comme on le voit aisément, les propriétés du
lemme.

LEMME 3.5. — Soient J1l,^M, 31Z,Y)M, ^UïiMnM^ 31V == H QJIlïiMnM7.
5b^ m, = Jlt i H 31t, ^2 = ̂ Tia n 3Ti, m7, = Jlti n cïïl', m, == JTL H 3ÎV. Si
^TL^r^^]t^, on a m^^m^, m^r^ni^

Démonstration. — Soit UçMpi dont les variétés initiale et finale sont JTi^
et Jtla. U est réduit par JIX et JU7, donc U(mi)c^2» U(Wi)C^. Comme
U(Jlli)=tTH^ on a nécessairement U(mi)==/7?2, U(m^)=m^.lJP,^(resp. UP,,,^)
est un élément de Mpi dont les variétés initiale et finale sont m^ et m^ (resp, ?n'^
et m^).

THÉORÈME 6. — Soient Jllî M, JTL^^M. 7/ existe :

deux variétés JTl ̂  iM n IVT, OrC = H Q Jll T] M n W ;
^o?'j' variétés m^ m^, m^r^M contenues dans JTl, /??i orthogonale à m, etm^;

trois variétés m'^, m'.,, m7., Y] M contenues dans JU^ m^ orthogonale à m^ et m[,, û^c

mi~ m^, m^ ~ m^, .?1li=: WiQ) /HI® /n'i, ^Us^ ^^ © ̂ 2 © ̂ 2.

Démonstration. — D'après Fintroduction, il existe deux variétés JH^Y]M,
JTlsTiM, avec : i° jn^C^i, cTU^C^a; 2° 5îi, et JÏI^ en position p', donc
(lemme 8.2) cTHi^JÎL,; 3° 3UiQJit, orthogonale à Jlt^, Jli^Q^ ortho-
gonale à Oit,. Considérons alors les couples (<i>i, $2)? où 3>i et 3>a sont des
partitions semblables possédant les propriétés suivantes : 1° <î>i contient 3Ti^ et
est majorée par JTli; 2° $3 contient Jria et est majorée par 3Ti^. Soit ê
l'ensemble de ces couples ($1, ^2). Si ($1, ^2) et (<Ï>^ ̂ ) sont deux éléments
de ê, la relation « $iC^, (I)2CÎ)2 » ordonne ê. Toute famille totalement
ordonnée (<î^, 4>0/eR d'éléments de ê possède une borne supérieure
( \ 1 ^ ' [ , LJ^V S011 (théorème de Zorn) un élément maximal de <ê, (^i,^):
\ / • € R / • € R /

On a ^-, = (^fl0,^ï, 02==(^:).eï. Soit3U,=©Jlï^ jn2=©Jli:. D'après
<ei <e i

( 3) ÇA [^J? lo'niïie 6.1.2. Dans les chapitres III à Vl, nous nous sommes constamment inspiré
de [3] et [4J. Nous ne ferons que les références les plus indispensables.
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le lemme 3.4, on a Wi^~3Vi^ D'autre part Wi, Djn,, JT^DJT^. Soient
m,=3rL,QWL^m,=3Vi,Q~3VL^ 3Vi=\m^\, ̂ l^HQJTL On a 3rtï]MnM\
JÎVïjMnM', m^ c^t d'après le lemme 3. i .a. Montrons que JTl est orthogonale
à m'., et par suite que m.c^. Si JTl n'est pas orthogonale à /^, certains
vecteurs de m^ sont non orthogonaux à ̂ , donc il existe un U e M^ tel que U(/7^ )
soit non orthogonale à m,. Alors (lemme 3.3) il existe des variétés pi ï jM,
p^M, avec /^CU(mi) , p^Cm^ p i^o, p^o, p^p^ En posant
P^=U - l(p,,) , on a p i ï jM, piC/^i, P.T^O, pi^jp^ Dans ces conditions,
((&i U { p i } , $ 2 U { p 2 0 est encore un élément de ê, ce qui est absurde puisque
((t>i, 0a) est maximal. Donc on a bien m^OTC\

Posons enfin mi = JH^ n c)U, m^ = JU^ n <7Tl, m\ = JHi n ̂ U', m^JTL^n^l7.
Alors :

m^, 7^2, /T^ sont contenues dans 311;
m\, m,, m.^ sont contenues dans JTl7;
^2i Ct7îtiQc?Tli et m_,c<?1^2 sont orthogonales; m, C^Tli et ^i sont orthogo-

nales ; de même m'., est orthogonale à m\ et m., ;
JTli^JTta entraîne m^r^m^^ m^m^ d'après le lemme 3.5; enfin JTtiïjM

est compatible avec JH, J\V^W, donc J1ti=m,®m^, donc

^==mi©^=mi®mi©/<;

de même, ^1X3==^® ̂ 2®^- Le théorème est ainsi démontré. Il fourni t une
décomposition de JIIi et JTIa ̂  parties équivalentes
^lO^t et m2©^» et en parties incomparables
miC^m.C^Z^0).

Comme le théorème sera souvent utilisé dans la x'
suite, il est peut-être bon, pour faciliter la lecture,
de l'illustrer p,ar le schéma ci-contre.

/7L;

Voici maintenant quelques développements indé-
pendants de la théorie des anneaux d^opérateurs.

x
DÉFINITION 3.3. — Soit A un opérateur self-adjoint

borné. SoitE=î)v-^-o un projecteur réduisant A. On pose X ^

my(A) == mfi(A) === inf (A.z1,^); M V ( A ) = = M E ( A ) = sup (A'^,^);
.r € V, 1 1 .r 1 1 = l.r € V, | [ .r 1 1 = 1

ûûy(A) ==ÛL»E(A)=Mv(A) —— Wy(A)^0 .

co jouera le rôle d'une oscillation.

( 6 ) Dans le cas cTiiii facteur, on a nécessairement 3TL == o ou OIV == o, et Pon retrouve le théorème
de comparabilité de [3] (lemme 6.2.3).
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DÉFINITION 3 . 4 . — Soit A un opérateur self-adjoint borné. Soit $ = (E/),çi ^é?
famille de projecteurs non nuls deux à deux orthogonaux réduisant A. On pose

ûû(<D, A ) = = S U D Û Û F . ( A ) .
ze i

On a évidemment
c^(0, A)^n(A).

LEMME 3 .6 .— .So^ A un opérateur self-adjoint borné. Soit $ = (E^, E^, ..., E,,)
^é? famille de projecteurs non nuls deux à deux orthogonaux, réduisant A,

n

avec ̂  E,= 1. On peut trouver des nombres réels X,, X^, . . ., \, tels que

n

A-^,,E, ^co(<r, A) .

Démonstration. — Posons

^•== ' - iME^A^/raE^A) |.
3 l J

Alors, on a évidemment, pour /€A^,

^(/, /)(,>^(A)^((A - Î,E,)/, /)^ ^ (/, /)(OE.(A).

Soit/€H. On a/==^/,, avec/=E;/. D'où, comme les E, réduisent A

- .C/,/)"^ A) ̂ -^^(/^.)^.(A)^((AE,-^,E, )/,/.)
f=i ;=i

/ / " \ \ "
= (( A -2 ̂ K. )/' / ) ̂ 2 ^ (^' ^) ̂ ,(A) ̂  ^ (/> /) "(^ A)g v^> J i ) "r,(A) ̂  ^ (/, /) co(<I>, A),

d^où le lemme.
Ceci posé, revenons à la théorie des anneaux d'opérateurs.

LEMMEJ . 7. — Soit A € Ms, et soit 5ly]M n M', ffi ̂ - o. Si (^(A) ̂  o, on peut
trouver £»lY)MnM', ffi'r^M^M', {fft^o, 'ffC-^o) orthogonales complémentaires
dans ffL, et un UeMu, de façon que

^^(A+UAU-'))^J(.^(A),

^^(A+UAU-'))^J^(A).

Démonstration. — Soit \^ÇA)== ̂  [/M,n(A) +Mai(A)]. D'après la théorie
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spectrale, il existe deux variétés linéaires fermées Jll^, OTIa [différentes de o
parce que w^(A) ̂  M^(A)] orthogonales complémentaires dans 31, et telles que

m^R^A)=myc(A)J ^^(A^À^A),
m^(A)^^(A), M^(A)=M^(A),

avec d'ailleurs : JlliïjM, JIXa^M. Appliquons le théorème 6 à Jtli et JTL», en
observant que Jtli et Jll^ sont orthogonales. 11 existe :

deux variétés DYi^MnW et Jll'YjMn M7 {3YC = H Qc)Tl);
trois variétés orthogonales m^, m^, m ^ Y j M contenues dans Jll;
trois variétés orthogonales m\, ni^ m'^M contenues dans 3Tl^ avec

in^ ~ m.2, rn\ r^i m'.^, 3Xi^ == mi ® mi @ in\, ^11^ == m'.^ Q) 1 ) l1 © '^^ •

Posons
<9L == ̂ ii g) ^2 © ^i? <t)^/ == ^ '̂i © ^2 © m^ •

31 et 3V sont contenues respectivemen t dan s 3Yir\ 31 et OTL' r\9t et orthogonales
complémentaires dans 91 (puisque Jlli et 3Ti^ sont complémentaires dans 31),
donc identiques à 3Tln3l et 3Yi'Ç\91. Par suite 3lï]Mn]Vr, ffi' r\^iÇ\W.

Soient VeMpi (resp. V^eMpi) dont les variétés in i t ia les et finales sont m,
et m^ (resp, m\ et m^). Nous définissons un UeMu, en posant

U/ == Y/ pour /€ //Zi ; U/ = Y*/ poiir /e /^2 ;
U/=YV pour /€/<; U/^Y^/ pour /e 777, ;
LT/ == / P01111 /€ II © ( ̂ i © ^-2 © ̂ i © m\ ).

U est réduit par 31 et 3l\ Montrons que 31, 3l\ U, ainsi définis, possèdent les
propriétés du lemme, et par exemple que

^f^^+UAU-^^^^^A).
\ i / 4

Pour cela, nous remarquons que

/"^(A) (P»,.+ P,n,+ P»i,)^AP^^^(A) (P^+ P,7,,) + M^(A)P^,

d'où, comme U(TO|) == m,, V(m^) == oîa, V(my) == m, :

w^ ( A ) ( ¥„, + P,,,. + P^ ) ̂  ( UAU-1 ) P^ ̂  À^ ( A ) ( P^ + P^. ) + M,,, ( A ) P,,,,.

En ajoutant membre à membre

/^(A)(P,,,,+?,„,+?„,„) ̂ ( UAU-1 + A) P^

^ ̂ i (A ) P-, + \ (\% ( A ) + M^ ( A )) ( P,,,, + P,,,, )

^ .̂ (7^ ( A ) + M^ ( A )) ( P,,,, + P,,,,+ ?„,, ).

^4/i/t. £'c. Norm., (3), LXVI. — FASC. 3. 29
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Donc *

^(^(A+UAU-))^^(^(A)+M^(A))-^(A)=JM^

LEMME 3.8. — Soit AeMg et soit^ une partition finie de 1 dont les éléments
appartiennent à MU M\ 0^ j^z^ trouver une partition finie ^' de 1 appartenant à
M H M' et un U € Mu tels que

o)(^ ' (A-t- UAU-1))^3^^ A).\ 2 / 4

Démonstration. — Soit $=(31,)^^. Pour chaque ^ tel que (^(A)^O,
nous déterminons, par le lemme 8.7, des variétés mi.ïjMnM7 , ;iïl; r^Mr^
(JTl^o, Jtl^o) orthogonales complémentaires dans 91i et un U / e M u
tels que

^1^.fA(A+U,AU7 l))^3^.(A)^3co(^A),
\2 7 4 ' 4

^m7 f ^ (A + U.AUr1 ) ) ̂  3 ̂  (A) ̂  ̂ (O, A).
* \ A / 4 ' 4

Si co^^(A)===o, posons
.)1l,=^,, U,==i.

7t

Soit U=^U,P^^eMu, et soit ^ la partition constituée par les JTl, et

lesJtl^.. On a aussitôt

c. (^ ^ (A4-IJAU-i)^ = ̂ axjco^^(^ (A+lJ^TJr1)^ c.^f^A+U^Ur^yj^^co^A).

THÉORÈME 7. — .So^AeMs, ^ £>o. Il existe des U,eMu(i^^2") ^ z^
Be(MnM')s^/^^

2-^VLT,AU^/-B <£.
•̂ ^

Si AeM, fe théorème subsiste à ceci près que B n est plus nécessairement self-
adjoint.

Démonstration. — Nous allons démontrer le théorème pour £ = l- f ^Yco ( A }
2 \ [\ j " \ /

(p, entier ̂ o). Comme ^^^^(A)-^o quand/? -^-a), le théorème sera bien
vrai pour tout £ ^>^).

Pour cela, d'après le lemme 3.6, il suffît de prouver qu'on peut trouver,
pour toutp, une part i t ion $ finie de 1 dont les éléments appart iennent à M n A T
et des L\ e Mu (T^ ̂ ^2") tels que

( Io) a) (^ 2-^ LT-ALÎ" )^ (|)^n(A).
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Nous a l lons montrer qu'il en est bien ainsi , par récurrence sur D. Pour
p = o, c'est évident , en prenant <i> réduite à l 'élément 1, et n==o, U ^ = i .
Supposons donc (10) réalisée pour l 'entier?. Alors, d'après le lemme 3.8, on
peut trouver une parti t ion ^ finie de 1 dont les éléments appar t iennent à
M n IVF et un U e Mu tels que

^ y 2" / y l \ \~\co ^^ ^sutÀL^1 -h ̂ '^ ( s U/AIJ/-1 ) LT~1 )\ \ / /\ ;=i \;=i / / j

( s" \

^jc. ^^-^ij.Arr^dY^^KA)
z=l /

et il suffit alors de remarquer que

[ .n . . .n . ^

^ ^-^u.-AUr^^-uj ^u.AUr1 )u-1

f=i \;=i / J
F - - -i

= -2-i7^+l' ^ U.AUr' +^ (UU,)A(UU,)-1 .
U=i ^==1 J

Si maintenant AeM, il suffit d'écrire A=K+iC, avec BeMs, CeMg, et
d'appliquer le lemme 1. i.

Ainsi, Ms vérifie C.4, quel que soit l'anneau d'opérateurs M contenant i. Les
recherches concernant (7.5 vont nous demander plus d'efforts.

Avant de les commencer, explicitons une conséquence immédiate de nos
résultats :

Si A^M, l 'ensemble convexe un i fo rmément fermé K^ engendré par les UALI~1

a une intersection non vide avec MO M'.

Les remarques qui suivent ont été suggérées à Fauteur par R. Godement. On
pourrait détinir les anneaux de classe finie comme les anneaux M pour lesquels
Ms vérifie (7.5, ou encore pour lesquels K ^ n M n M 7 se r é d u i t à un point lorsque
A€MS. Alors on passerait Immédiatement aux théorèmes 10 (sauf les propriétés
5? et 7), 11, 12, 13 du Chapitre VII, qui sont les résultats principaux de ce
travail. Il es ta noter que c'est cette définition qu'on ut i l i se pour caractériser
dans les applications les anneaux de classe finie (c/. des travaux à paraître de
R. Godement). Cependant, il resterait à montrer que, pour les facteurs, ceci
équivaut à la définition de [3] des facteurs de classe finie. 11 impor te aussi de
pouvoir démontrer la propriété 5? du théorème 10, et les théorèmes du Cha-
pi tre VIII. Aussi, nous allons adopter une définition des anneaux de classe
finie qui généralise directement celle de [3].



228 J. DIXMIER.

IV. ~ Définitions et lemmes préparatoires.

DÉFINITION 4 . i . — M sera dit de classe finie si les hypothèses JTlïjM, Jtl^H
entraînent Jîl=H, c'est-à-dire si les hypothèses AeM, AA*=i entraînent
A*A=i .

Dans toute la suite, M désigne un anneau de classe finie. Mais il est facile
de voir que p lus ieurs des lemmes qui suivent sont indépendants de cette
hypothèse.

Les facteurs de classe finie et les anneaux abéliens sont des exemples
typiques d'anne.aux de classe finie.

LEMME 4.i. — Soient JTlïjM, 31 Y] M, avec :iïlc5l, jn~c9l. On a 3ÏL = 31.

Démonstration. — On a

^ ®(H G <^) - ̂  ® (H Q ̂ ) == TT, donc 3Xi © (H Q ̂ C) == II, 3n = St.

LEMME 4.2. — Toute partition homogène est finie.

Démonstration. — Supposons une partition homogène infinie (iMi, Jl^, ...).
Soient 31t= ©J11/, c?ÎV= ®^... On a SVir^^V ( lemme 3.4) d'où<m=:nr

(lemme 4. i) d'où JTli= o, ce qui est absurde.

LEMME 4.3. — Soit JTlï]M. ÀW^ (^t/),^,,, (c)1Z; ),̂ .̂  deux partitions homo-
gènes de Jïi avec JIXi ̂ ^^ tTIl^. On a n=p.

Démonstration. — Soit par exemple n^p. On a (lemme 3.4)

on •==. © ̂ i, ~ © .)ii;. c-m,
;==! î=:l

d'où ( lemme 4. i)
© ^11;. === .)H == © .)H; .

Comme 3Yi\ 7^0, n = p .

DÉFINITION 4.2. — 5b^ JllïjM. 0/î rfz/^ ^^^ Jlt est simple s il existe une variété
5lyjMn M7 et une partition homogène (JTl/)^,^ de S>'i telle que Jtli = JTl (c^ qui
impose Jtt ̂ z o).

LEMME 4.4. — 5oA t7Tl^M une variété simple. V entier n de la définition 4.2 est
bien déterminé par Jlt. De même, la variété 9t de la définition 4.2 est bien déter-
minée par 3VL et n^est autre que [JTl1"].

Démonstration. — Le lemme 3 . i . y entraîne aussitôt que 51 =[€711^.
L'énoncé relatif à l 'entier n résulte immédiatement du lemme 4.3.
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Nous pouvons alors poser la déf in i t ion suivante :

DÉFINITION 4.3. — Soit JHï]M une variété simple, rentier n de la définition 4.2

sera appelé ordre de JTl. L'opérateur ^-P^i, qui appartient à M n M\ sera
noté T(JTL).

LEMME 4.5. — Soit JTlYjM une variété simple d'ordre n. Soit 9tr^lr\W. Si
JTL H yc ̂  o, 3Xi H yi est une variété simple d'ordre n.

Démonstration. — Soit (JIXi, JTLa, ..., Jll^) une part i t ion homogène de [JT^],
avec cTTLi = JYi. D'après le lemme 3.5, les JTl.n^t forment une partition
ho.mogene de [JIZ'^n^lïiMnM'. D'où le lemme.

DÉFINITION 4.4. — 5b^ c)Tlï]M. 0^ rf^a y^ J1I est irréductible si DTi ̂  o et s ' i l
Sexiste aucune partition homogène d'ordre 2 majorée par 3\t (7) .

LEMME 4.6.— Soient 3YL r\ M, 31 Y] M, avec 3TL r^ ,91. Si 3Vi est irréductible, 9Ï est
irréductible.

Démonstration. — S'il existe une part i t ion (51^, 91^ majorée par 91, avec
91^91^ posons 3TL, =U(3l,), c)1l,=U(^l2), UeMpi admettant STL et cX
comme variétés in i t i a le et finale. (Jlti.Jll^) est une parti t ion h.omogène
majorée par JTl.

LEMME 4.7. — 5'o ï̂ JTlïjM ?/^^ variété irréductible. Soient AçM, B€M
rf^î/^ opérateurs réduits par Jîl. /^^ pairies induites par A et îî dans 3\t sont
permutables.

Démonstration. — Comme tou t opérateur de M réduit par Jft est une combi-
naison linéaire d'opérateurs de Mg réduits par Jll, il suffît de prouver le lemme
quand A et B sont self-adjoints. Deux opérateurs self-adjoints sont permutables
si et seulement si leurs projecteurs spectraux sont permutables; on peut donc
se borner au cas où A et B sont des projecteurs. Or, supposons qu'il existe des
variétés JTli, JTL^M, contenues dans JTl, non compatibles. Alors, d'après
l ' introduction, i l existe des variétés 51,, c9t^ 9t^r\M, avec ^I,c3Tli,
yc\ C cTHQJIli, yc^C^ telles que 31, soit en position p' avec 91, et 31̂  et
telles que 31,^0, 3l^o, yc^o. D'où 9ti^yc^^yc\, de sorte que
(3Ii, yi\) est une partition homogène majorée par 3\ï. D'où absurdité.

LEMME 4.8. — Soit JTLr]M une variété irréductible. Soient Jlt^^Tla^M deux
variétés orthogonales contenues dans iTn. [^Tif] et [tTTt^] sont orthogonales.

( 7 ) Dans le cas (Tun facteur, on peut montrer que cette notion coïncide avec celle de variété
minimale de [3].
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Démonstration. — Supposons riïlf et 3^ non orthogonales. Alors il existe
U « € M u , U ,eMute l squeU, (3 r^ )e tU2(31 l2 ) so ien tnon orthogonales. On peut
donc trouver 9t\ CU,(3U,), ^cU,(3îl,) avec 9î^M, 9î^M, f)t\^yc^
yc\ ̂  o, yC^ o. Soient .91, = U71(3^/,), 51,= U^l,). On a 51, ̂  o, 3l,^o,
^l, ̂ 3Z^ STC^S'i^ et 31, C3rii, ̂ C^îla sont orthogonales. Donc (31,, 3t,)
est une partition homogène majorée par 3TI, ce qui est absurde.

DÉFINITION 4.5.— (7^ variété 3TL ̂ ra rf^ homogène si 3TlrjM H M' 6^ ^^7 ̂ .rzj-^
une partition homogène (^1)^ de 3TI, /^/^ rf^ ?;̂ rô^ JVi, (donc, d'après le
lemme 4.6, toutes les variétés JTl,) étant irréductibles. Autrement dit (lemme 4.4),
Jtl ^^ homogène s'il existe une variété irréductible simple 9t telle que
311 ̂ [^J.

LRMME 4 - 9 - — To^ variété irréductible contient une variété irréductible
simple.

Démonstration. — Soit JlLi une variété irréductible. Considérons des variétés
JIZ^JT^, . . ., choisies successivement de telle sorte que, pour chaque entier n,
(^ô^Kn soit une partition homogène. D'après le lemme 4.2 la suite (311,) ne
peut être infinie. Donc il existe'un entier? et une part i t ion homogène (3Tl,)^^
avec la propriété suivante : 3Uo= He(31t,©<m,®. . .©^) ne contient
aucune variété équivalente à JTli,

Appl iquons alors le théorème 6 à 3Vi, et JTl, en observant que 3X1, et JTl,
sont orthogonales. Il existe :

deux variétés ^Tl^MnAr, ^U^MnM^JlV^HQJll);
trois variétés m,, m,, m^M contenues dans 311, deux à deux'orthogonales;
trois variétés m\, m^ m'^M contenues dans 31V, deux à deux orthogonales,

avec

^i~/no, m\^ m'^ ^i==^i®^i©m,, ^lo== 'm', ® /<© ^o.

Supposons m,=o. Alors, 3U, = ̂ i©^~/no©^ C^llo, contrairement à
notre hypothèse. Donc m, ̂  o.

Puisque 3U,^;jn,, il existe des variétés m^ m^ orthogonales complémen-
taires dans Jll,n3U, avec m^m^m^m, et (^)^,^ est une partition homo-
gène. Chaque m, est irréductible puisque m,c3U, est irréductible. On va
montrer qae Q) m^Mr\W, de sorte que m^ sera la variété irréductible simple^^p l

du lemme.
Jtli, 3Tl̂  . . ., 311^, Jlt̂  sont orthogonales, sous-tendent H, et sont compa-

tibles avec 3U et 3ÎV; doncmi, m,, . . ., ̂ ; w,, m,, . . ., m/,, m, sont orthogo-
nales et sous-tendent 311. D'autre part, [m^jc^Z et [m^c^Tt sont
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orthogonales (lemme 4.8) et contiennent respectivement m^ Q)m^Q).. .(]) m.,
et^Om,®., .(B^O^o. Donc

^©^©••.e^^r^jïîMnIvr.

Ce lemme va nous donner une décomposition de l'espace H qui permettra
de dissocier le problème fondamental en problèmes partiels. Cette décompo-
sition sera établie au lemme 4.n. Auparavant, notons encore pour plus
tard le

LEMME 4 .10 . — AÏ H est homogène, toute variété JIXo^M, ^TLo^ °? contient une
variété irréductible simple.

Démonstration, — Soit (JTL/),^_^ une partition homogène de H, chaque 311;
étant irréductible. Soit Jllç^M, JlloT^o. Appliquons le théorème 6 à c)Tlo
et JTli. Il existe :

deux variétés 3Ti, ^Vr^M^W, 3\V= H Q 3U;
trois variétés mo, mo, m^M contenues dans JTl, m^ orthogonale à Wo et m^ ;
trois variétés m^, m\, m\ contenues dans 3TÏ/, m\ orthogonale à m^ et m\,

avec
77io ~ rïi^, m'Q ~ m\, DTio = mo Q) m^ ® m'^, .)1Ii == 772^ Q) m\ Q) m\.

Si mo(f)?n'^=o, on a mi^m^==o, donc Jtlo= ^o CiTTC, 3Ui ==m/J C^IV.
Mais Jlto^o entraîne JII^o, d'où .71i^H, ce qui est contradictoire avec
[JTL^jrrr H. Donc mo(^m'^^o\ Mais alors, comme moQ)m'^ r^m^ Q)m\ c3Ti^,
m^ç^m^ est irréductible. 11 suffit enfin d'appliquer le lemme 4.9.

LEMME 4.ii. — S^il existe des variétés irréductibles, il existe une partition
Ç3Tii)içi avec les propriétés suivantes :

a. Chaque 3TI; est homogène;
b. 3Yi = H Q IQ) yCi-\ ne contient aucune variété irréductible.

vei 7

Démonstration. — Soit ê l'ensemble, non vide, d'après l'hypothèse, des par-
titions <î)=(3Iy)yçj dont chaque élément est homogène. Étant donnés deux
éléments de ê, <t> et <î>', la relation ^C^' ordonne <ê. Il est immédiat que le
théorème de Zorn est applicable. Soit donc $==(Jlt/),çi un élément maxima
de ê. Soit 3TL=îîQ fçf)3}ïi\ et raisonnons dans l'espace JTL dans lequel M

induit un anneau d'opérateurs de classe finie d'après le lemme 4. i. Si «TU con-
tenait une variété irréductible, Jtt contiendrait (lemme 4.9) u n e variété irré-
ductible simple donc une variété homogène, de sorte que $ ne serait pas maximal.
D'où le lemme. .

Enfin, les deux lemmes suivants nous seront aussi u t i les .
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LEMME4.12 . —Soient ^YjM, 3l^M, St^Ma^ecyc, c3l, ^laC^l, 5Ïi^5lo.
O/^

^Q^i^ <9TQ^2.

Démonstration, — Soient Jlti= 51 Q 91,, 3Yi^==. ycQSt^ Appliquons le
théorème 6 à JTli et 3Yi^. Il existe :

deux variétés 311, JTt^MnM', Jir=HQJIZ;
trois variétés m^ m^ m^M contenues dans 3Tl, m, orthogonale à m, et m^\
trois variétés /T^, m^ rn^ïjM contenues dans JIF, m, orthogonale à m\ et m.,,

avec
m^ m^ m\r^m',, 3}^=: m,Q) ~m,Q) m\, 3^-== m^ m',Q)~m^

Posons
/zi=^c9iin^ii, ^==^inoiv;
.̂̂  == ̂ r 2 n 3Vi, n'^T=z£n^r\ ̂ V ;

n = ̂  n 0)11, /^ = <9r n ^rc7 ;

D'après le lemrne 3. 5, on a n^r^ n^, n\ ̂  n'.,.
3Tii et 3li sont orthogonales complémentaires dans 51. Donc

3Ri H ̂ 11 == mi ® mi et Îi n ^11 = ̂ i

sont orthogonales complémentaires dans 9tç\3}ï=n, JTli r\3\V =m\ et
c9li n y^! •= n, sont orthogonales complémentaires dans 91 n ̂ Tl^ ^/. De même,
m^ et n^ sont orthogonales complémentaires dans n, m,Q)m', et n, sont ortho-
gonales complémentaires dans n ' . Alors

n == /?i^ ̂  n^ ~ Wi ̂  /Zi == ^ Q mj

d'où ( lemme 4. i) m^= o. De même, m/,== o. Donc

3}t.^ -= m^ Q) m'.^ ~ m y Q) m\ •==. 3Ui.

LEMME 4.13. — Soit A e (M H M')s. .SÏ, pour toute Jtlï] M n M', on a m^(A) ̂  o,
on a A^o.

Démonstration. — Si l'on n'avait pas A^o, il existerait une variété spectrale
Jll de A telle que ^^(A)>o. Or JIZ^MnM'. D'où contradiction.

Ces lemmes étant établis, reprenons les notations du lemme 4 . i i . Pour
établir la validité de (7.5, il suffit de raisonner dans chaque espace JTl, et dans
l'espace JTL Autrement dit, on peut supposer que H est homogène ou que H ne
contient aucune variété irréductible. Nous allons envisager ces deux cas aux
Chapitres V et VI.
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V. — Cas où H est homogène.

THÉORÈME 8. — Si H est homogène, M vérifie G'. 5.

Démonstration. — Soit (.m,, Jîls, . . ., JÏLn) une partition homogène de H,
chaque Jtl; étant irréductible. Soit W,€Mpi, les variétés initiale et finale de W,
étant J1Zi et 311; (i^i^n). Soit gç^YL,, avec \\§-\\ = i, et soit g,==^,g.

Soient AeMg, Vj{i^j^p) des éléments de M,,, X/i^/^p) des éléments

de R avec]^.=o. Supposons ^X.UyAUy1^ A' avec un A'eCMnM^s. Il

faut prouver que A'^o.

1. Supposons A^o. Alors, A =B% avec BeMg. Soient UeM,,, e t € = L ' B .
SoitCy==W;CW,.Ona

2 (A^ ̂ ) = 2 (B2^' ̂ )= 2H B&'-H2= 2 1 1 c^!r2 = 2 iicwiftff ir2

n B " » " "-

="2 21' p^;cw^ll2==2 2 llw;cw^llï=2 2^c'^' •y);

K " "

^ (U AU-' ̂ -, ^-) = ̂  (U BBU*^, ^,) = ̂  (CC*^., ^) = ̂  I I C*^- I I 2 =

'- H /( " " " "

=2 2llw/*c>w'^l2=2 2 iî »0!!2^ 2(G/tc^r' é")•
7=1 Z=:1 /=l ^=1 7:=l ^'=l

Or Qy et C^ sont réduits par c51Z, irréductible, donc (lemme 4.7") :
^C^=C,C^.Donc

^ //

^ (A^, ̂ -S^13"1^ ^)-

Par suite

o^[(^^U7-AU7^ ̂  ̂ ^Çm^) ̂  ̂ =nm{^).

Doncm(A /)^o.

2. Supposons A eMg quelconque. On a A + À^O pour un A eR bien choisi.
Or

p ?
^ÀylJy(A+/l )U7 1 =^^L T /^U7 1 ^A /

A/i/î. £'c. Nonn., (3), LXVI. — FASG. 3. 30
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et, d'après la première partie de la démonstration, on peut encore conclure
m{A.')^o.

On peut répéter ce raisonnement dans toute variété JTlï jMnM', le
lemme 4. i3 prouve alors notre théorème.

VI. — Cas où H ne contient aucune variété irréductible.

Dans ce Chapitre, M désigne un anneau de classe finie sans variétés
irréductibles.

DÉFINITION 6 .1 . - Sou JllïiM. On dira que 3}1 est une variété fondamentale
{ou que P^ est un projecteur fondamental) si SU est une variété simple d'ordre 2"
(n entier), autrement dit s'il existe une variété 9Ï Y) M n W et une partition homo-
gène finie (mi,.)̂ ,,. de ffi telle que 311, == .711. On désignera par M{: l'ensemble
des projecteurs fondamentaux de M. On écrira Jîlï]M/ si Pj^çM^. Une parti-
tion sera dite fondamentale si tous ses éléments sont fondamentaux.

LEMME 6 . 1 . — Soit DTl Y] M, cTTI ̂  o. Il existe une partition homogène d'ordre ï
de Jîl.

Démonstration. — Disons que deux partitions semblables ^=(JR,Y
dï'=(JTl;),g, majorées par JU sont orthogonales si Jït, et Jll'. sont orthÏ
gonales pour içî,jç[. Soit ê l 'ensemble des couples ($, ^de partit ions
semblables orthogonales majorées par 3Xi. Étant donnés deux éléments de ê,
(<!>, <t>') et ($,, ^), la relation «0c<^ et <Ï>'c^ » ordonne &. Toute sous^
famil le ($,, $;.),gn totalement ordonnée de ê possède une borne supérieure,
à savoir l'élément (\J $,, \J ^'Y Soit (théorème de Zorn) ($, $') un

V'-eR rgR /

.élément maximal de ê. On a$=(JTt,),^, ^=(^)^. Soit JTl=9^z,,

Jll̂ ^ ]̂-. On a W^JR' (lemme 3.4), et JH, 3}t' sont orthogonales.

Supposons Jîl®jn^^l. Alorsm=.)He(^©^)^o, donc il existe
une partition homogène (n, n') majorée par m. Alors, ($u{ra}, ^u{^Qest
encorejin élément de ê, ce qui est absurde puisque (dT, $') est maximal.
Doncm^^Jîl /=JH.

LEMME 6 .2 .— ̂  ̂ 1l-/] M, .m ̂  o. //^^c, pou/- touf entier n, une partition
homogène d'ordre 2" de Jll.

Démonstration. — Raisonnant par récurrence, supposons qu'il existe une
partition homogène, (Dll,)̂ ,̂ , de Jîl. Soit (lemme 6.1) (31,, 51,) une par-
tition homogène de 311,. Comme JTî l̂l,, on voit aussitôt qu'il^existe une
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parti t ion homogène (5l^_,, 31 )̂ de Jll,, avec 91,r^yc^r^yc^_,r^91^ La
fami l le (^)i^^ est une partition homogène de Jlt.

LEMME 6.3. — a. Soit jr^YjM7 et soit JT^^jn,. O/i a Jlt.ïjM7 ^
ï(3UO=T(<mO.
' 6. Soient JTC, TJ W, ̂  Y] M^. T(J1li ) = T^l^) entraîne 3Ti^ DVi^

Démonstration. — 1. Soit ÇJVi\ )i^^ une part i t ion homogène de ^ïjMniVF,
avec JH;=c)Tl,. Soit OR^yn^ On a cT^c^l (lemme 3 . i . p ) et
^IQJria^^lQJTl, ( lemme 4.12) . Donc il existe une partition(Jril,)^.^ de
31 Q^ avec 3Vi\^3ri\ pour 2 ̂ ^2". Alors, en posant OUl=~Jll,,
le système (Jr£4\^_^ est une partition homogène d'ordre 271 de 9t. D'où a.

2. Soient (c)TL^)^.^ et(tTI^)^^,. deux partitions homogènes de c9lï]Mn M',
avec JTl^=jrii, Jlt.^JII^ Appliquons le théorème 6 à 3Tli et JUs. Il
existe :

deux variétés cTIt, J i r^MnAr, Ori^îîQJR;
trois variétés mi, m^, m, Y] M contenues dans cTTI, ^i orthogonale à m^ et /TÎ^ ;
trois variétés m'^ m.^ m^M contenues dans 3Ti', m, orthogonale ^m\ etm^

telles que
mi ~ m^ m\ ̂  m^ DRi == m^ © m^ @ m\, DVi^ -=: m.^ (f) m, ® m'/.

Comme 3Ti^r^3Ti\, on a c)U^ = m\ Q) m\ç^ m\\ ?n\, m[, m\i étant deux à
deux orthogonales, avec m\ Q) m\ c3^i^ m^C^V, m\^mi, m[r^jm^, ni^r^m^
De même, on a 3}V^=m[(f)m^Q)m\\ m[, m,', m,1 étant deux à deux ortho-
gonales, avec m\Ç.3VL, m^Q)m^ C^Tt /9 m\r^m^, m^r^m,, m^^m'^

Puisque les 3YL\, compatibles avec 311 et 3XL'', forment une partition de 31,
les 3Ti\ H 311 == m\ Q) m\ forment une parti t ion de 3ln3Tl. De même, les m\
forment une partition de 3lnJH. On a m\^>m\, donc (lemme 3.4)

9ÏC\3YL^ç^m\ c^InJIX, d'où, par le lemme 4. i, m\ = o. De même m^= o.

Donc cTTli == miQ)m\/^jm^Q)m^ = JTl^- D'où ?.

LEMME 6.4. — Soit JIXi Y] M, JIXi^ o. I l existe une variété fondamentale con-
tenue dans JTli.

Supposons que JTli ne cont ienne aucune variété fondamentale.
Construisons successivement des variétés 3Ti^y ^3? . . . de telle sorte que,

pour chaque entier n^ (t7ît/)i^;^ soit une part i t ion homogène. D'après le
lemme 4.2, cette construction ne peut se poursuivre indéf in iment , donc il
existe un entier m, et une partition homogène (^Tt/)i^:o^ avec la propriété
suivante :

3Tî^==HQf (f) 3TIA ne contient aucune variété équivalente a c)1li.
\^i^m ]
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Appliquons le théorème 6 à J]li et DT^. Il existe :

deux variétés Jll, ^rc'ïjMnM', avec jn'=îiQ.JR;

trois variétés m,, /^, m,'/) M contenues dans Jîl avec w, orthogonale à w,
e tw, ;

trois variétés m\, m',, w'^M contenues dans ^ti' avec w, orthogonale à m
et m',,

avec

WI~OTO, m,-m, 3}-i,=m^~m^m\ ^== m, © w, © m,.

Comme ^^JTl; pour î '̂ , on a c)n;=^,®m,©m;, /n,, m,, w;
étant deux à deux orthogonales, avec m^m^ m, ̂ m,, m\^m\, donc
m^Xi, m.cOTt, m\ c^'. Puisque ̂ ^,^t,, . . ., ̂ , sont orthogonales
et sous-tendent H, m,, m,, w,, . . ., m,., m^ m,,..., m',, sont orthogonales et
sous-tendent DUt. D'ailleurs, .m ̂ o, car 3Vi=o entrai nerait

31li = m\ ~ m'y C 3îî.(i

contrairement aux propriétés de JRy.
Puisque m^m^c^ii, m^m^e contient aucune variété fondamentale.

Changeant de notat ions, nous allons faire jouer à Jtl le rôle de H et
à mi(f)mi le rôle de JTli. Nous avons alors la situation suivante :

rnii^o ne contient aucune variété fondamentale. Il existe une partition

homogène (mi.)̂ ,. telle que 31t, = H Qté ̂ ,) soit équivalente aune variété
\i=l / i

contenue dans JTli.

Soit pTl')^^ âne partition homogène de H telleque 2^> n 4- i ( lemme 6.2).
Cette part i t ion est fondamenta le . Appliquons le théorème 6 à 3Ti, et Jll1. 11
existe :

deux variétés Dit, JT^T] Mn AF, JIZ^ H Q jrc;
trois variétés m^ m^ m^M contenues dans JH, m^ orthogonal à m, et m1 ;
trois variétés m,, mfï,m"r^i contenues dans Jl^/', m" orthogonale à m'

, » « 0 1Gtm^,
avec

mi ~ m^ m\ ~ /7^1 3]^ = m, ® ̂ i ® m,, 3}V = m1 @m^ ® m'1.

Les cT^ sont orthogonales et sous-tendent H, donc les m1'== 3YUr\ J1I sont
orthogonales et sous-tendent cTIZ. Si m1^ o, les m1 sont donc fondamentales, ce
qui est absurde puisque m'c^j m1 r^m^ cJlti. Donc^=o et par suite Jll= o,
Alors

^llirzr m\ r^m'1 C3}V,
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Puisque chaque Jtl,, pour Q^i^n, est équivalente à JTli ou a une variété
contenue dans JTli, on en déduit que Jtl/est équivalente, pour Q^i^_n, a

n

une variété contenue dans JTC/4-1, donc que H = Q) 3U/ est équivalente a une
i~=:0

n+l

variété contenue dans (9 Jtl^ H ce qui est absurde.
i=\.

Le lemme précédent montre au fond l'existence d'un nombre suffisamment
grand de variétés fondamentales.

Toutes les démonstrat ions qui viennent sont maintenant orientées vers la
démonstration du lemme 6. i3.

LEMME 6.5. — Soient JTi^W, yCi'-r\W\ 91^ M n M', avec T(J1l)= 2-p P^,
l̂ JtV) = fl~fl P^r, et q^p. Il existe une partition homogène (3Tl,),^.^_/, de 311,
avec DU, ~ 3Yi' ( i ̂  i^,{lq~p).

Démonstration, — Soit (31^ )i^^2./ une partition homogène de 91, avec
^}ï\=^Yif, Posons, pour i^/ ̂ ^ :

y.9*?-/'
^J= ^ ^/,.

/•==(/-l)S?-/'+l

D'après le lemme 3.4, JTlJ^^jn,' pour i^/^a^. Donc les JTl'forment une
partition homogène d'ordre 2^ de 91, de sorte que ï( 7\V[) =2.~l)P^= ï(31t).
Donc ( lemme 6.3.?), jn^Jll. La parti t ion de Jll^ en variétés 3Vi\. fournit la
partition cherchée de 3TI.

LEMME 6.6. — Soient Jlti^M, 3TL^r\ M, . . ., c)Tl,,ï]M. // ^o'?^ des variétés
orthogonales -i?i, ^2? • • . » ^o^MnIVr sous-tendant H, ^/fej' y^/^, ^/î posante
3Yi,^=JTi{f\^^on ait

3}"ii^=o ou [0)11^]=:^ (i^^^? i^a^ûû).

Démonstration. — Le lemme est immédiat si l 'entier n est égal à i [il suffit
de prendre X?^=[JtlM], X?2=HQJ?ij. Supposons-le démontré pourTentier n
et démontrons-le pour l 'entier ^+i . Soient donc JTli, 3Ti^, . . ., c)U,,+i r\ W.
Il existe des variétées orthogonales A? ^29 • • • ? ^ ï jMnAr sous-tendant H,
telles que, en posant

3Xii^ -==. DRi n ̂  (i^/^ ^ 4-1 , i^a^ûo),

on ait
.)1l̂  a =: o ou [t:)1lMa] =z ^a pour i ̂  i ̂  n.

On a^=[^^i,a]C^a. Soit^=^G^a. On a ^U,^^n^.=o. D'ailleurs
Jlt/n^a=0 OU K^/n^a)"1^^ POU11 1 ̂  i ̂ n, 1 ̂  00 ̂  CD, r= 1, 2. D'OU

le lemme pour l'entier n + i.
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LEMME 6.7. — Soit (3îl,)^^ une partition fondamentale de 311 Y] M.
Soit {91j\^^ une partition fondamentale majorée par 3H ou une famille vide
Soit 91-r\W telle que

P n .

^T(^,)+T(^.)^T(J1Z,).
7=1 i=i

Alors il existe une 9t^^9t telle que (31,)̂ .̂  soit une partition majorée
par DR. ~ ~ 7

Démonstration. — 1. Supposons d'abord qu'il existe une variété ST] M nIVT
telle que T(;m,)=2-^ T(^,)=^p^, 1(31) =2-^, r, .,, , étant des
entiers. Soit q un en t i e r supérieur aux r/, aux Sj et à .y, et soit ^îr\W telle
que T(^)=2-^ (lemme 6.2). Soient W)^,^, (9tf\^^
(.9^)^_,/_, des partitions de 311,, J1l̂  5Z, avec JTl^^^^f^^ pour
i^^,i^.X^2^-Si^./^p... (lemme 6.5). (^)^,^^^,_,, est

71

une parti t ion fondamenta le homogène de 311, d'ordre y 27-^ (9V\0 . ^ " V y / j ^ y ' ^ / ^ i ^ p - , 9 ? - ^
;==1

^
est une par t i t ion fondamentale homogène majorée par JTl, d'ordre V^7-^.

I/hypothèse du lemme s'écrit 7=1

P n

^ 2-^ + S-- ̂ ^ s-7-.

, /'=! ;•==!
OU

P n

( * ) ^2 ̂ - '̂ + 2 ̂ -•î ̂  V 2 y-7'..
/=! i=l

Choisissons, dans l 'ensemble & des JH^ un sous-ensemble êi de^^;

éléments. D'après le lemme 3.4, la variété qu'ils sous-tendent est équivalente

à 3l=(J)5ly. Soit 311 la variété sous-tendue par les éléments de &—&,. On
a ( lemme 4.12)

OVL^OTLQffi

Donc il existe une par t i t ion (31, ),^^ de 3TIQ^, m étant le nombre d'élé-
ments de ê—ê,, avec ^^^(i^v^/n). Or l'inégalité (*) prouve
que m^2^. Remarquant que 5l^3r pour i^v^2^, on voit
que 91^ 9 31,. Donc® 31, est la variété 9t^ du lemme.

v=l v=:i

2. Envisageons maintenant le cas général. Il existe (lemme 6.6) un nombre
fini de variétés orthogonales, A, A, . . ., ^MnIVr telles que, en posant

3n^ = .m, n x°a, <9r̂  =:^ n x^, <9ia == ̂  n -^a



LES ANNEAUX D'OPÉRATEURS DE CLASSE FINIE. ^Q

on ait
^•,a=o ou [^]=^,

^•.a=0 OU [^j=^,

^a =0 OU [^] =^.

Donc
^(^^a) == 0 OU 2-^,aP^ ,

fG^Aa) ==0 OU 2-7,aP^ ,

T(<9r.y.) ==o ou 2—^P^ ,
et

^ ^

^T(^^)+T(^)^^Tpll,,).
7=1 ^i

D'après la première partie de la démonstration, etraisonnant dans Fespace ̂
il existe une variété 9^^ 9^ telle que (^a) ,̂, soit une partition
majorée par 3Vi^ si 51^ o. Il suffit alors de poser

(0

®

a = i
51^,= 9 9t,^.

LEMME 6.8.- ^;^/2( ̂ ^ YI M, .m, -/] M, . .., JU,,7i M, 311 Y] M n M' rf^ ̂ '̂̂
telles que [^\=3Yipour ^i^n, avec y\t^o. Sou ^^T]M une variété
telle que Jîl̂  D^l^o. Alors il existe une variété 3R'ï]MnM', contenue
dans 311, avec J\i' -^ o, et telle que, en posant 3Xi\ = Jîl, n Jîl', on ait [311;"] = y\-U
pour î ̂  i^_ n + i.

Démonstration. — Posons

WV= [(311,^1 n 311 )»], et 311,' = 31l,-n31t' ( î ̂  i^n + î ).

OnaJll^n3îlCcni,donc(lemme3.i.a)3Tl'c JR. D'autre part, cM^n 31l^o
entraîne JU/^o.

Montrons que [.M^,] = Jîl'. ̂  c Jîl donne Jîl,̂  n ̂ l' C ̂ ^ H .m
d'autre part, JÎT 3 .)Tl̂ , n Jîl donne JTl̂ ^ n Jîl' D ̂ ,,̂  n ̂ i. Donc

311^1 n Jii= 311,^1 n 3ii'=3iî ,.

Donc pîi'^j = [(.m ,̂ n .m)"] = ya'.
Montrons enfin que [JTl̂ J = 3ÎI' pour i^^ra. On a ^l'c^V donc

(lemme 3. î .a) [Jîl^JcJTl'. Si Fon avait [m^^Jll', on aurait

(^le^ow]^^,
et, comme (.m e^)®^;'] 3^, il v aurait contradiction puisque Jll est
la plus petite variété contenant Jîl, telle que JllrjMnM'.
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LEMME 6.9. — Soit (3Tl,) î une partition fondamentale dont tous les éléments
sont d'oindre strictement inférieur à un entier n. Il existe une variété 91 Y) MnM^
telle que 917^ o et 91 ç\ JTl, = o sauf pour un nombre fini de variétés JTl,

Démonstration. — Soit ^ € I, et soit 9Ï^ = [^M]- Si 91^ n 3Tl/= o pour iç I,
i^i\, le lemme est démontré. Sinon, 9'C^r\3Vi,^o pour un /s^I. Alors
( lemme 6.8) il existe une ^YjMnM^ avec c^c^li, ̂ ^ o, telle que

[(^n^i^l ==: [(^n^ii/J^ = ̂ 2.

Si ^Is H t5Tl; == o pour içî, i^ii, i^i\, le lemme est démontré, etc. Suppo-
sant qu'aucune des variétés 3ty successivement construites ne puisse jouer le
rôle de la variété 91 du lemme, nous allons aboutir à une contradiction. Posons

On a
mi=fftn(^3^i.

[^]=[^]=...=[<]-5r,,^o,

de sorte que les m^ forment une partition d'ordre n majorée par 31 .̂ D'autre
part, d'après le lemme 4.5, chaque variété m^ est une variété fondamentale
d'ordre strictement inférieur à n. Soit 2^ l'ordre maximum des m^, et suppo-
sons par exemple que m^ soit d'ordre 2/'(2/'<^ n). Il existe une parti t ion homo-
gène d'ordre ^ de \m^=9tn, soit (m^•)i^/^p, avec m^=m^ D'après le
lemme 6.5, on a m.r^m. Ç.m, pour 1^7'^a7', donc (lemme 3.4) ^

^:^9/n;.^®w;C^.
/•=l y=l ^

D'où absurdité.

LEMME 6 .10 . — Ao^ï (Jn/) î une partition fondamentale dont tous les éléments
sont tordre inférieur à un entier fiàcé. Il existe une partition (^/)yej ^e H,
avec ^yTj M H M7 ^//^ que^ pour t o u t j ç î y on a ^j H JTl/= o sauf pour un nombre
fini de variétés OTI/.

Démonstration. — Soit ê l 'ensemble des partitions (&==(^.)^^, avec
^.ïjMnM7, telles que, pour tout /cçK, on ait ^nt7Tl/==o sauf pour un
nombre fini de variétés 311,. Étant donnés deux éléments <D, <t>7, de ê, la rela-
tion ^C^ ordonne & et le théorème de Zorn est applicable, v.

Soit (^y)yej un élément maximal de ê. Soit ^=H©/©a > A. Si ®^o,on

peut appliquer dans l'espace 3* le lemme 6.9, d'où absurdité puisque (^/)ye,ïest
maximal . Donc ^=o, e l les ^forment une part i t ion de H. D'où le lemme.

LEMME 6.ii. — Soit (3Yii)i^ une partition fondamentale. Vï(JH/) existe, et
ici

même on a
^T(^.)^i.
/€!



LES ANNEAUX D'OPÉRATEURS DE CLASSE FINIE. 241

Démonstration. — II suffit de prouver que, pour toute partie finie J de I, on a
^ï(t7Tl/)^ i. Autrement dit, nous pouvons désormais supposer 1 fini.
/•e3

Soient alors (lemme 6.6) A, A, . . . , A,ïjiMnM' des variétés deux à deux
orthogonales sous-tendant H telles que, en posant Jll,^= 31t, n ̂ a on ait 3Tl/^=o
ou [3V}^}=G^ Les Jll^^o forment une par t i t ion fondamentale dans £^
(lemme 4.5), et, raisonnant dans l'espace X^, on voit qu'il suffit de prouver le
lemme quand T(JTL,) = ̂ -tu. 1 pourri. Soit alors n an entier supérieur aux n,
et(3^/)^</^ une partition homogène d'ordre i'1 de H. D'après le lemme 6.5, il
existe une partition d'ordre ^-^ de 3TI, par des variétés équivalentes aux 9tj,
et l 'ensemble de ces variétés forme donc une partition, soit (31^), d'ordre

^2"-^ dont toutes les variétés sont équivalentes aux 91^ Si l'on avait
< e i
^2^-^^> ̂  on aurait
iç.1

lï-e^-e^ii,
d'où absurdité. Donc

\^(2n-n^<2n OU y^-^^I. C . Q . F . D .

<ei ici

LEMME6.I2. — Soient A^MnM^s, B€(MnAr)s. À Ï /^aA>B, il existe
une variété 3VLr\W telle que A ̂  B + ï(JIZ).

Démonstration. — Puisque A — B ^> o, i l existe une variété 5lï]MniVr telle
que/72^(A—B)>o. Soitp un entier tel que 2-^<;m^(A—B). Soit (lemme 6.2)
yn-f\W telle que ï(31Z)= 2-^P^.c)U répond aux conditions du lemme.

LEMME 6. i3. — Soient (cTTI,)^ (^)yei deux partitions fondamentales telles
que@3\li=@yVL'. On a

ici yeJ

^T(.m,)=^T(.m;.).
ieï yeJ

Démonstration. — On va montrer que, pour toute partie finie F de J, on a

^T(Oîl))^T(^.).'
/eJ' ;ei

II en résultera

^T(.m;)^T(^.),
/ e J ici

et, par symétrie entre les JTl, et les JTl^, le lemme sera démontré.
Ann. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 3. 3l
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Or, si Fon n'avait pas ^ï(3Tl;)^^T(J1Z,) on aurait, pour une variété

^YjMrW, 7ej ?€I

m^r^T(^;)-^T(^,)1>o.
L/er «si J

Raisonnant dans l'espace £ que nous appelons désormais H par changement de
notations, on voit que nous sommes ramenés à prouver ceci :

Soient (JH<\çi une partition fondamentale, et(JH^ 3YL',, ..., 3TO une partition
7;

fondamentale majorée par ®JTl,. L'inégalité ^T(JIZ;)>^ï(.}Tl,)estimpos-
. / = i ;ei

sible.
Or, supposons cette inégalité vérifiée. D'après le lemme 6.12, il existe une

variété JTIoTjM7 telle que
ri

^T(01i;)^T(^)+^T(^.).
7=1 ; e i

Nous allons voir que ceci ent ra îne l 'existence d'une partition (3l,),^(^ majorée
n

par ©^ telle que c9l,^^ pour içï\j[o], d'où l'on déduira, par le

lemme 3.4

©^—©^.C^o©©^c©^c©^,
ici i^î ^ ici y==l ici

d'où absurdité par le lemme 4. i.
Tout revient donc à construire les 91, moyennant l'hypothèse

n

^T(.m;)^T(.)1l,)+^T(^).
7=1 z-ei

Considérons, dans l 'ensemble des Jîl;(?'elU{ o}) les variétés d'ordre i'1.
Désignons-les par DTL^Çkç K^).Supposons construites des variétés 31̂  (/ce Ki),
yi^(keK,\ .... ^(/.eK,), avec OV^Dri^ pour /.eK^==i, 2, . . ., r),

ces variétés formant une part i t ion majorée par ©JTLy. Montrons qu'on peut
7=1

construire des variétés yc^Çkç^r+i), avec ai^^JTl^ de façon que les
^OeKi), ^(/.eK,), . . . . ^^(À-eK.+i) forment une partition majorée

n

par ©JHy . O n pourra alors construire les variétés 31, par récurrence.

Or, les variétés Jtl^, où n^r+i, sont d'ordre borné, et, en exceptant éven-
tuellement OYi^ forment une partit ion. On peut donc appliquer le lemme 6. lo.
Raisonnant dans chaque variété S-j de ce lemme, on voit que, en changeant de
notations, on est ramené à prouver ceci :
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Soit (<}Tli,;)TL>, ...,3U^) une partition fondamentale. Soit (51^ 91^ ...,3l^)
7Î

une partition fondamentale majorée par O^Tl,. Soient 9t\, yC^ . . ., 51̂  des
variétés fondamentales. Si

" p r

^T(3U,)^T(^.)+^T(^),
;==1 /=1 ^=1

il existe des variétés 9Ï[, 9t"^ . . . . 91"^ avec ^.^3l4 pour i^k^r, et

telles que l'ensemble des 3l/ et des 31̂  forme une partition majorée par ®JIX,.
;'==!

Or, ce résultat se déduit aussitôt du lemme 6.7 par récurrence.
Ceci posé, introduisons les définitions suivantes (inspirées par celles de [4])(8).

DÉFINITION 6.3. — Soit ^eH, avec ]]^|[=i. Soient ôgR, JTiTjM7, 9tr^[. On
écrira ̂ ^J (z^p. ̂ , <„ >,.) si^g, g),^ 9 (ï(JU)^ ̂ ) (/^p. ̂ , <, ».
On écrira c9l^, ^9 (/^jo. ̂ ,y,, <^g,p, »,/.) •y^ ̂  ̂ o et si, pour toute 3Ti^ r^iV,
cm, C cm, o/î a 311̂ 9 (^,yp. ̂ , <^, >^).

LEMME 6. i4. — ÀOZÏ (<m,)(çi ^/i<? partition fondamentale de Jïir^W, avec
3VLi^>^ {resp. <^) pour iç I. 0^ ^ JTl >^9 (/^p. <^).

Démonstration. — Les vecteurs P.m,§' sont deux à deux orthogonaux et ont
pour somme P^g, donc

/P p. rr\——^/P o- o-\^.m^ 6^—Z^\ ^h' ô /

D'autre part (lemme 6. iS)

(T(.)rc)^ ^)=^(T(.m,)^ s\
ici

Si (P^^'? ^)^> 9(T(J1t,)^, g-} pourri , on en dédui t donc

(P,^^)>e(Tpiz)^^).
C^est la seule uti l isat ion que nous ferons du lemme 6. i3.

LEMME 6. i5. — Soit 3TlY]M7 avec cTll^,.9 Çresp. ̂ .). Il existe une Otr\W. avec
yCCOTL et 91 ̂ ^9 {resp. ̂ ,/,).

Démonstration. — Soit par exemple <')Tl^^.9, et supposons qu'il n'existe
aucune JÎVTjM telle que JTL'c^Tt, <?1I'^,^9. Considérons l 'ensemble ê des

( 8 ) La définition 6.3, leslemmes 6.145 6.i5, 6.165 6.19 sont à rapprocher de la définit ion 4.2.1,
des lemmes 1.2.1, i.2.2, 1.2.3, 1.3.1, 1.4.3 de [4].
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partitions fondamentales <i>=(c)Tl,)/çi majorées par Jll telles que t5U,">^6
pour ;el. Si <I>, eê, ̂ eê la relation ^iC^ ordonne ê, et le théorème de
Zorn est applicable. Soit donc <î> == (JIX;),ç-i un élément maximal de ê. Soit
jn=(])3Tl,. Si jn^JTl, on a JllQJriT^o, et, par hypothèse, on n'a pas

î'eT
3UQ3U^^6, donc il existe une mr\W avec mC^Q^Tlet m>/J. Alors
<t> U { ^ } est encore un élément de ê, ce qui est absurde. Donc 711 = cTTl. Mais
alors (lemme 6. i4) 3TL/^>^9 entraîne 3Tl'^>^9, d'où contradiction.

Donc il existe une variété 3Ti ' ï j M , avec JTl'cJTl et JTl^^O. Soit^lïjiW
avec Olc.yii1 (lemme 6.4). On a évidemment ^I^g-^'O.

LEMME 6. i6. — Soient JTC^M r\W\ JTl^o et gçîi, | |^| |==i. Pour tout £^>o ,
?7 existe une variété JTLïjM7 ^^ ^/i nombre À( i^X<^+oc) û^c JIIsCt?!!^
À^^1t^^X+£.

Démonstration. — On a P^=T(3Tl), donc Jlt^,î. Donc (lemme 6. i5) il
existe une variété yn'-r\W avec b^^/c^Vi et ^Tl^^^i. Si T(J1Z')^=o, on a
P^^=o et le lemme est trivial avec JTL^JTl^ et Â^I quelconque. Si
'tÇ3}V)gy^o^ la borne supérieure A(^i) des 9 tels que ^ÎV^^,p9 est finie. On
vérifie aussitôt que ^ÎV:^,y,A. Il existe une variété 3XC^r\W avec cTIXgC^I^ et
yn/s^.Â+£. Donc (lemme 6.15) il existe une variété Jlt.ïjM7, avec Jlt.C^
et JIXe^^A + £. Comme JltsC^I^, on a évidemment JTIg^^X.

LEMME 6.17. — ^oA ^ € H avec [ [ ̂  || = i. jPo^//' fô^? £ ^> o, î7 existe une variété
JTLY]M7 ^^ ^^ nombre X(i ̂  À <^ 4- oo ) ^& ^^^

a. }^^^^£:^,^+ S;

P. ^^^o-,

Démonstration. — Soit 3U^Mn M7, Jn 7^ o, possédant la propriété suivante :
pour un certain £o^>°? il est impossible de trouver une variété fondamentale
31X3 c^TX et un nombre A( i^X <^+oo) avec

À ̂ ^^IZ^^,/^ 4- 6o, P^^^ 0.

SoitJîl'TiMnM', avec JT^^o, JITc^t. Appliquant le lemme 6.16 àJlt',
on détermine une variété fondamentale JTl^ et un nombre X(i^X<^+oo),
avec 31X^C^'C3U, À^,^,c)U^^..,,A+£o. D'après l'hypothèse faite sur 3Ti,
on a donc Pon^g = o. Mais alors

o =(P^^ ^)^^(T(^)^, ^), d'où (T(OUy^, ^)== o.

On a d'ailleurs
T(^)=2-^P^,
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avec un entier q et une variété jn/'ïjMniVr, SVi"^ o, Jll^C^IV. Donc

(^m'̂  ̂ ^ °^ ^ir^^ °-

2. Ainsi, quelle que soit JIVïiMnïVT avec 3Xi'^ o, JTl'c^Tt, on peut trouver
une jn^TjMnM' avec JTl^o, JT^c^^, P^r^ ==o. Considérons alors les parti-
tions <Ï> =(Jn^)^( majorées par OU dont les éléments appartiennent à MnM'
telles que P^^= o pour ici. Soit ê leur ensemble. Si (Dçê, ̂ çê, la rela-
tion (DC^ ordonne <ê, et le théorème de Zorn est applicable. Soit donc
(D=(JÏL/)^ un élément maximal de &, et Jiî==©3fl,. Si Jîi^JIZ, on a

__ ifEl __

JTIQJtl^o.doncil existe unemï jMnM 7 , avecm^o, mC^U0^1tetP^^==o.
Alors 3 > u { ^ } est un élément de ê, ce qui est absurde. Donc3Tl= ®^z. Alors,

;eï
P^ ^ == o pour iç. 1 entra îne P^ii^ '== o.

3. On a PH§'== g y^- o. Donc H ne peut avoir la propriété admise pour JTl au
début de la démonstration. Ceci prouve le lemme.

Après cette étude des variétés JTl^M, nous revenons enfin à l'étude des opé-
rateurs de M.

LEMME 6.18.—Soient AçMs, et3Tlï]M, 3117^0, avec A^o, AP^= P;mA= A.
Pour tout voisinage fort IL de o dans M, il existe des nombres strictement positif s
Ç^i\^n et une partition fondamentale (3Tl;)^_^ majorée par 311 tels que

n
^^P^e^-

;•==!

Démonstration. — 1. Soit JtI^M, Jlt^o. Soit ê l'ensemble des partitions
fondamentales majorées par jn. Si<I^ €ê, <I>2€ê, la relation ^i C^a ordonnée,
e l l e théorème de Zorn est applicable. Soit <])==( Jll;)^ un élément maximal
deê,etsoitJlt=©JIZ,. SiJIZ^^l, on a JIZQ^TL^o, donc (lemme 6.4),

;ei __
il existe une variété m^W avec mc^UQ^TL. Alors ^>\j{m\ç:&, ce qui est
absurde. Donc JTl = (g) 3TL/, donc P^z adhère fortement à l'ensemble des

^ei
YP^, où J est une partie finie quelconque de I.
;eJ

2. Soient A eMg et Jtlï]M, ^U^o, avec A^o, AP:)n==P:nzA=A, et soit IL
un voisinage convexe fort de zéro. On peut trouver des nombres strictement

n

positifs A/ et une partition (^T^)^_^ majorée par 311 tels que A —VX.P^e I IL
;=i

- / \
( on pourrait même supposer A —^ÀP:»TI; arbitrairement petit, les P^ étant
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des projecteurs spectraux de A ). Puis, pour chaque i, la première partie de la

démonstration permet de trouver une partition fondamentale (c)r^)^._^ majorée
par OR,, avec

p^-ïp^^^n^-ii^

Alors
H II i

Â-SS^-^-
LEMME 6. ig. — Sou AeM tel que AP^=P^A=A (notations du lemme6.17).

On a
l lA^T^i+^IA^ir2 . .

Démonstration. — On a A = UB, avec B e Ms, U € M?,, et
U-U=E, UU^ES E^P^, E^P^;

BE==:EB=:B, d'où BŒ rrrEB2^: B2.
On a

A*A == BU'UB =z BEB == B2,
AA'zzrUB2^.

Soit 'IL le voisinage fort de zéro composé des opérateurs! tels que \\Tg '[|^£i,
^ 'U^^H^Si, £ , é tan t un nombre strictement posi t i f . Soit (lemme 6.18) une

partition fondamentale (.m,)^_^ majorée par A^, donc par c)îl,, telle que

^-S^-Pm^U,

les A,- étant des nombres positifs.
On a

IA^II^A^ A^-)=(A-A^ ^)==(B-2^ ̂ )=^(P,^ ^)4-

avec

i^l= B•2-SÀ^P^•)^^ ^-l;^^)^ ̂

A^||2=(A^, A^)=(AA^ ^)=(UB^U^, ^)=^(UP^U^, ^)+^
;'==!

/ ^ \

^-^^^Ws ^^•UfB—^À.P^ U^,^
\ \ ^=1 /



LES ANNEAUX D'OPÉRATEURS DE CLASSE FINIE. 247

U transforme isométr iquementAEenA^, donCc)Tl, en U(JH/). Donc UP^U*eM{>,
et UP^U^E^P^ pour i^^/z. Par suite

. - (P.m^^)^(À+£)(T(^•)^^)=(7-4-£)(T(u(^))^ô")
^ ̂ 0 + £) (PU(^.)^ ô-)^(i + s) (UP^U^, ̂ ).

Donc
/^

ilA^li^^I+c)^^^^^^^^)^!^ =(•!+£) (Il A^||2-YÎ /)+ Yî

;=1

^(l + £) [ 1 A*^]!2^ £1 4-(l + 5 ) £ i ,

d'où, comme £1 ^> o est arbitraire
ilA^li^i+^llA^II2.

LEMME 6. 20. — Soit £ ^> o. Il existe des vecteurs unitaires g ^ , ^'3? • • • ? g^^ tels
que, pour tout A € Mg, a^c A ̂  o, et tout U € Mu, o^ ^^

^(A^, g^{i + £)^(LÎAU-^, ̂ ).
;•=:! ;=1

Démonstration. — Soit§'€H, avec |[^||=i. Soit( lemme 6.17) 1̂1,̂  M7 et un
nombre À(i^X<^+oo) , tels que X^^,c)1L^,pÀ +£ et P^^T^O.

Soit(3Tl,)^^ une partition homogène, avec Jlli=3TL, de [JTl^J. Il existe
des W.eMpi dont les variétés initiales et finales sont 3TL, et Jtl/. Soit^-== W,^.
O n a A = B 2 , avecBeMs. S o i f c C = U B , etC,y=W;CW,.

^(A^, ̂ )-^(B^, ̂ )=^|| B^.|h=^|i C,,|h=Sll ̂ ^li2

;=1 î=l ;=1 ;=1 ^'=1

=2; SlÎ '̂ll̂ -S ^liw/^cw^n2^ ^iic,^-||2.
7==1 ;=1 y=l z=l 7=1 ^'=1

v^ v^,

De même

^(UAU-^, ̂ ^^^(B2^, U^)=^ BU^,||^^[|C^|i2

;=:l ;==l ^2=1 ^'=1.

=2 ^liW;C*W,^[|^^ ^IIC^^H2.
7==i ;=i 7=1 ;==i

Remarquons que P^ C/y = Qy P^= C,y. Le lemme 6.19 donne alors

^(A^ ^,)^(i + £)]^(UAU-^ ̂ ).^ ^,;^(i+£)^^UAU-1^ ^•,

;=1 ;==!
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||^[[=||W^||=|[P^[[^o.

Il suffît donc de poser §-,== || g^g-, pour avoir le lemme.

THÉORÈME 9. — Si H ne contient aucune variété irréductible^ Mg vérifie (7. 5.

Démonstration. — Soient AeMg, B^MnM7)^ U,eMu(i^^r),
/' r

^•eR^^^/^avec ^X,=o, ^^-U.AU^^B. Il faut montrer que B^o.

1. Supposons o^A.^l, et montrons que, si Jltr^MnM^ on a ^u(B)^o.
Soits>o. Considérons les vecteurs ̂ (i^y^ 2^) du lemme 6.20, et posons

On a

D'autre part

^(U,AUr1^^)^,
7=1

)^^^(^^)=:^.
7=1

2( ( î -AUr1 )^ ̂ ^S^S^^1771^ ̂ -S^-^
/ • = l \ \ Z = l / / ^i /=i

On a (lemme 6.20)
^•^(ï-r-£)^i, ^i^(l+£)^-

d'où (en supposant £ <^ i)

( l — £ ) ^ l ^ ^ ^ ( l + £ ) ^ OU ^•==^+7],

avec
|r^- ^£^1 (i

Donc
rs>.-̂

;'=: 1
==

/' r

^^l+^^Yh-
;'=! ;'=!

==:

,, •

2^
;'=:!

^},̂ , = ^,^+^,yi, = ^?,^, ^^E^ ^(^,| \^n^ ̂ [^,| ).

'=1 î=l ;=l ;==! \;=i / \;-^i /

D'autre part

^. "• r x ^ ,.„

^ ^H-AU;1 y,, g; )^^(Kg-,, ̂ ,)^ /«^(B)Y(^,, ̂ )= a"7^(B).

D'où
/ '" \

2"^l(B)^2»£( ^|7,| .

\i=t /
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Comme £ > o est arbitraire, on en déduit mm(B)^ o. D'après le lemme 4. i3,
on a donc B^o.

'2. Si maintenant AçMg ne vérifie plus o^A^l, on a o^kA+h^Ï
pour deux nombres réels h et k{k > o) bien choisis. On a

r /•

^U^/.A+A)^-1^^^^^^1^/^,

donc, d'après la première partie de la démonstration, /cB^o, B^o.

VII. — L'opération^ dans les anneaux de classe finie.

Les théorèmes 7, 8, 9 permettent d 'appliquer aux anneaux d'opérateurs de
classe finie contenant 1 les résultats du Chapitre I.

THÉORÈME 10. — Soit M un anneau cf opérateurs de classe finie contenant 1.
Il existe une application A -> A^deMsurMf^M'possédant les propriétés suivantes :

(1) &AeMnMSA^==A.
(2) (XA)^=XA^.
(3) ( A + A ^ = A ^ + A ^
(4a) (AB)^==(BA)^.
(4?) (AB)^=AB^AeMn]vr(9).
(5a) ÀÏAeMg et A^o, on a A ^ e M g ̂ A^o.
(5p) AeMg, A^o et K^=o entraînent A = o.
(6) (A^=(A^.
(7) Si jriï]M ^^ z/^ variété simple, P^= T(c)ri) ( 10).

Démonstration. —D'après les théorèmes 1 et 2, il existe une application A ->A.^
de Ms sur (MnM^s possédant les propriétés (i), (3), (5a), possédant la pro-
priété (2) si À est réel, et telle que, pour tout UeMu, (UAU-^^A^.

Soit maintenant AeM. On a A==B+^ 'C , avec BeMg, CeMg; B et C sont
définis de manière un ique par A : B = ï (A 4-A*), C = -^.(A — A*). Posons

A^=B^4-^.

(9) Cette propriété m^a été indiquée par R. Godement.
(i°) Par des remarques classiques, on déduit de là que :
i° Si A et B sont self-adjoints (AB)kl est self-adjoint. Car (AB)^* = (AB)*t? == (BA)lq = (AB)kî.
-2° Si A et B sont self-adjoints ^ o (AB)kl est self-adjoint ^ o. Car A == C2, B == D2, avec C, D

sell^adjomts, donc (AB)fc^ == (C2^2)^ = (CD'-C)^ ; or CD'C est self-adjoint ̂  o, car (CD^)*
= CD^-G, et (CD^./;/) = I I DG/|i12 pour /eH.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — FASC!. 3. 32
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L'application A -> M est ainsi définie pour tout A e M, et A^ e M n M' On vérifie
alors par des calculs immédiats les propriétés (i), (a) (3) (6}

On a UAU-'=UBU-'+<UCU-' de sorte que la propriété^ IJAIJ-^= A ^
reste valable pour tout AeM. On en déduit

(AU^^U-^UA^H^UA^.

La propriété (4a) est donc démontrée si B e M,. Il suffit .donc de prouver que
tout élément K de M est combinaison linéaire d'éléments de M,, et il suffît de le

vérifier pour un KeMg tel que -l^K^l. Or, on a K= '(K, + K,), avec

K, = K + <Vi — K2,

et l'on vérifie aussitôt que
K;i==K —;\/ i— K2,

KiKÎ=KÎKi=K2K:=K:Ks=l,

de sorte que K< eAL,, K,çM^.
La propriété (4,3) s'établit de la manière suivante. Soit AeMnM', et

soit B e M. Nous utilisons dès maintenant le théorème 12 (qui sera établi indé-
pendamment). Il existe des éléments U,, U,, . . . ,^deM^, des éléments A.,

M

/.a, . .., \n de R, avec À,^.o, y-^ ,
— ^À,=i, tels que ^•n.Bl^-B^Lrs, quel

que soit £>o. D'où

y^U.ABUr'-ABil A( ^.UiBUr'-B^ ^I|A|!£.
^ 1=1

Donc (AB)^= AB^ d'après l'unicité de la trace.
Prouvons la propriété (7). Soit ̂ M une variété simple, et soit (Jll),.^

une partition homogènede ̂ MnM', avec .m^Jîl. Il existe des UeM te'Fs
que U;U,= P,,,, U,.U;= P ,̂ d'où P^=P^ . Alors ' '"
p^=„H+p^+...+p.y=^(P^+p^+...-.p^^p^=_p^

n ' 3l— n^si- ï(3)t).

Prouvons enfin la propriété (5?). Il suffît de prouver que AeM.,, A^o
et A 7^0 entraînent A^o. Or nos hypothèses entraînent, d'après la théorie
spectrale, A ̂  aP^ avec Jîlï)M, 3Tl ̂  o, a étant un nombre strictement positif.
Leslemmes4.n,4.io et 6.4 prouvent qu'il existe une variété simple JTl'c 311.
D'où

A^aP^,, A^aP^,==«T(31l')^o.

THÉORÈME 1 1 . — Soit M un anneau d'opérateurs de classe finie contenante. S'il
existe une application A --> ç(A) de M dans Mf\M' avec les propriétés (i), (2),
(3), (4a), (5a) du théorème 10, on a y(A)= A^ pour tout AeM.
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Démonstration. — Les hypothèses en t ra înent aussitôt que l 'application y, res-
treinte à Ms, possède les propriétés qui permettent l 'application du théorème 3
[en particulier, la propriété (4°0 entraîne que ç(UAU~1 ) = ç(AU~1 U) = ç(A)
pour AeMs, UçMu]. Donc ç (A)=A^ pour AeMs. D'où, si A = B + ^ C e M ,
avec BeMs, C€Ms :

( p ( A ) = 9 ( B ) - + - ^ (p (C)=B^4-^==A^ .

THÉORÈME 12. — Soient M un anneau d9 opérateurs de classe finie contenant 1, ̂
AçM : F intersection de M H M7 ^ flfe V ensemble convexe uniformément fermé K^
engendré par les UAU"1 ( U e My) ̂  compose du seul opérateur A^.

Démonstration. — Nous savons, par le théorème 7, que K^ H M 0 M'est non vide.

A • "- \S o i t A ' e K v U M n M ' . On a, pour des U,€ Mu et des À, eR( A ^ O ?^ À /= I )
\ z==l /

n
bien choisis

d'où

^^U.A^Ur'-A^
;=1

et par conséquent

^^U.AUr^A- ^s, .

^U.AU^—A/ F ^£

A + A* A/+ A'*
^£.W-—————1^1-S^-u

A + A* ^ A — A *D'après l 'unicité de la trace de B = ———^ C == on en déduit

^4- A7* ==B^.

De même

D'où

A'—A'* :cx

A'^B^+^C^^A^ .

THÉORÈME 13. — Soit M ̂  anneau d ) opérateurs de classe finie contenant 1. Soit
M*cM l'adhérence Çau sens de la norme des opérateurs") de l^ ensemble des opé-

n ' n

râleurs VÀ.U/AU^1 où AeM, U.eMu, X,eR(i^?^^) ^YA,=O. M* est le

sous-espace vectoriel^ ') fermé des opérateurs de trace nulle, ̂  /^o/i û
M.nivrnM^o, M=M*4- (MnM' ) .

(11) Noter que ce résultat, même isolé, n'est pas trivial.
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Ainsi, tout A € M se met, d^une seule manière, sous la forme A=A^-}-A^, avec
A i € M n M 7 , AaeM*. On a à'ailleurs Ai=A^, de sorte que V opération ^ n^est
autre que le projecteur sur M Ç\ W défini par M n M/ et M*. M* est aussi le sous-espace
vectoriel fermé de M engendré par les opérateurs de la forme AB—BA, où
AeM.BeM.

Démonstration. — Sauf la dernière définition de M*, le théorème résulte du
théorème 5, en remarquant que M* et M n A F sont invariants par l'application
A -^A\ (Bailleurs, la démonstration du théorème 5 peut aussi être appliquée
ici mot pour mot.) Si maintenant C = A B — B A , où A€=M, BeM, on a
C^=(AB)^—(BA)^=o , donc CeM\ Réciproquement, M* est engendré par
les opérateurs de la forme AB— BA puisque, avec les notations du théorème,

^^u.AUr^^^u.AUr1-) ̂  (u.Au^^^^^u.AUr^u.Au,1),
;=j ;=i \;==i / ;=i

et que
LT,AU^1-U,AU,1=(U,U,1)(U,AL71)-(U,AU^1)(U.U,3).

THÉORÈME 14. — Soit M un anneau d^ opérateurs contenant 1. SiM riest pas de
classe finie, il est impossible de définir une application A -> y(A)^M dans M H W
possédant les propriétés (i), (3), (^of-), du théorème 10.

Démonstration. — M n'étant pas de classe finie, il existe une variété 3Yi^r\M
avec JTli^H et yCi=îîQ3Tii^o. Soit UeMpi un opérateur appliquant iso-
métriquement H sur cTTli : Soient

^1l2=U(c?îli), ^l3=U(c)1Zs), . . . , ^==:U(^i), <9r,=U(<9^), . . • •

Jlli et c9li sont orthogonales complémentaires dans H, donc 3Ti^ et 91^ sont
orthogonales complémentaires dans JTli, donc JTLa et 5X3 sont orthogonales
complémentaires dans cTIXa, etc. Ainsi , (3li, 91^, 91^ . . . ) est une partition
homogène infinie.

Considérons les partitions homogènes qui cont iennent 3li, 91^, . . . comme
éléments. Appliquant, comme nous l'avons fait souvent, le théorème de Zorn,
nous obtenons une partition homogène infinie (9I,)^i telle que, en posant
yCo=ÎÎQ(Q:) 9t,\, i l n'existe aucune variété équivalente à c^li contenue

vei )
dans 9ÏQ.

Appliquons le théorème 6 à 9ti et 3lo- II existe :

deux variétés 91, 9Vr\Wc\W, 9V=^Q9t\
trois variétés /^, ^i, /io^)M contenues dans 9'i, n^ orthogonale à n^ et n^\
trois variétés n\, n^ n^r\M contenues dans 9V', n^ orthogonale à n\ et n^

avec
^i~/îo, n\^n'o, ^i==^i®^i®^i, ^o==^o©^o©^o-
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Si 3l==o, on a 3Ï-i= n^r^n^ c3l^ contrairement à la propriété de 3lo.
Donc 3l^o. Posant 3l,=3l,n3l pour i=o ou ?€ l , on a les propriétés
suivantes : 31̂  et les 31, sont deux à deux orthogonales et sous-tendent 31;
3lo= ^o~^iC3li; (3l,)^i es^ une partition homogène infinie.

Soient 31 == Q) 31,, et /i, C 3l/, ^ = 31, Q ̂ , avec ̂  r^n^ On a
;ei

® ^- ̂  © ^;
<e i < e i u { o }

et
© /i; orthogonale à Q) rii
;ei ; e i u ( o }

donc (lemme 3.4) 31̂ 31. La partition (3l,)^i de 31 donne finalement une
partition homogène inf inie (3l,),çi de 31.

Divisons la partition (3l/),çi en deux partitions homogènes semblables, que
nous désignerons par (3l^)yçj, (3lJ)/çj. Soient

A=®^, A==®^;2.
y'eJ / e J

On a, d'après le lemme 3.4? comme 1 et J sont équipotents
jç^ ̂  ,Ç^ t^i ffC,

Ceci posé, admettons l'existence d'une application y de M dans MnM^ avec
les propriétés (i),(3), (4^), du théorème 10. Comme P^=UU*, Px0,®^ .,= IJ*(J
avec un UçMpi, on aurait

^(p^)= ( p(p^©^)= c?(p^+ p^)= c o(p^)+?(p^)-
d'où

cp(P^)=o=cp(P^)=^P,,),

contrairement à la propriété
^(P^î^0.

qui résulte de 3lï]Mn]\r.

THÉORÈME 15. — Soit M un anneau (T opérateurs contenante. Si M n est pas de
classe finie y M§ ne vérifie pas C'. 5. 77 existe des éléments A tels que K y f\ M H W ne
se réduit pas à un point.

Démonstration. — II suffit d'appliquer les théorèmes 4 et 14.

VIII. — Continuité de l'opération ^.

L'application A -> A^ est continue pour la topologie uniforme [c/. note (4)].
Nous allons étudier la continuité de cette application pour d'autres topologies.
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LEMME 8.1. — Si A € M, on a
A^A^(A*A)^.

Démonstration. — On a

o ^ ( A - A ^ ( A - A ^ ) : = ( A * - A r ) ( A - A ^ ) = A * A - A ^ A - A ^ + A ^ A ^

d'où, d'après le théorème 10, et en observant que A ^ e M n M 7 , A^eMnA^ :

o^(A*A^- (A^A)^- (A*A^4- (A^A^

==(A*A)^-A^A^-A^A^4-A^AEÎ:=(A*A)^---A^A^

THÉORÈME 16. — Soit M î//i facteur de classe finie. L'application A—srA^ est
continue pour la topologie faible O2 ).

Démonstration. — D'après le lemme 6.20, il existe des vecteurs unitaires
g\, g\, . . . . g\n tels que, pour tout AeMg, avec A^o, et tout UeMy, on ait

9(A)^29(UAU-1) ,
où Fon a posé

<?(A)==V(A^- , gj) [notons que 9(A)^o pour A^oJ.
7===l

Soit donc AeMs, avec A^o. Soit £^>o, et soient Ui, Us, .. ., Vp des élé-
^

ments de Mu, ^i, Xa, .. ., Àp des éléments de R, avec A/^o, VX,= i, tels que
;==!

P

Ab-^/.U.AUr^s.l.
;=i

On a
/ p \ p / p \

o( ^^•U,ALTr1 ^^^^(U.AlJr1)^! ̂  )29 (A )=29 (A )
\;==i / ;=i \;=i /

et •
/ p \

cp(A^)- (p( ^À.U.AUr1 )^(p(£.l),
\<=1 /

d^où

o ( A ^ ) ^ 2 9 ( A ) + 9 ( £ . l ) ,

et, comme £ ^> o est arbitraire
(p(A^2(p(A).

( 1 2 ) Ce théorème est établi dans [4J, mais notre méthode est beaucoup plus rapide. Cependant,
nous ^obtenons pas une expression précise de la trace comme dans [4].
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Si maintenant AeM est quelconque, on a, en utilisant le lemme <S. i ,

co(A^A^^<p((A*A)^^2(p(A*A) ou ^ || A^y H2^^ |! Kg, \\\
7==1 /==!

Utilisons maintenant le fait que M est un facteur. On a A^= ^(A).l, où ^(A)
est un nombre complexe. L'inégalité précédente donne

t(A) ̂ 21-^ !A^-n > JA^-IP.

En particulier, A^= o (y = i, 2, .. ., 2^) entraîne ^(A) == o. Le système de
vecteurs ÇA.g\, Ag^, . . . . A^) peut , avec des conventions classiques, être
considéré comme un vecteur d 'un espace hilbertien auxiliaire, sa norme étant
/ - \ ^

( S I I ^Sj I ! 2 ) ' et ^on volt (^ue ^(^) est une fonct ionnel le l inéaire continue de
\ /=i /
ce vecteur. Par suite, il existe un système de vecteurs, (Ai, /^, .. ., A,.) tel que

^(A)==^(A^ hj\

ce qui démontre le théorème.
Passons aa cas où M est un anneau de classe finie quelconque. Construisons

d'abord un exemple.
Supposons H séparable et de dimension i n f i n i e . Soient Vi, ¥2, .. ., \n^ . • •

des variétés linéaires fermées, deux à deux orthogonales, sous-tendant H, et
telles que la dimension de V,, soit n. Soit M° l'ensemble des opérateurs de d3
réduits par les V,. M° est un anneau d'opérateurs, dont le centre se compose

*;
des opérateurs VLP^ (où les À/ sont des nombres complexes bornés quel-

;==!

conques). Si AeM°, désignons par ^(A) la trace (au sens élémentaire) de
l'opérateur induit par A dans V;, divisée par i. Alors, l'application

°®
A->A^=^.(A)P^

a toutes les propriétés du théorème 10, de sorte que M° est un anneau de
classe finie.

LEMME 8.2. — Conservons les notations précédentes, et soit f un vecteur de H tel
que II PV^/[| 7^ o pour tout i. Quels que soient les vecteurs g\, g^, . . ., gn de H et le
nombre réel C, // existe un AeM° tel que Ag-f=o pour ï^i^n et tel que
|(AV,/)|^C.
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Démonstration. — II existe une variété linéaire à i dimension VcV^i qui
est orthogonale aux g,. Soit k un nombre complexe. On a kP^g-^opour
ï^i^n. D'autre part (/:P^== ̂ -4-i)-ip^ ^ donc

|((^Pv)V,/)|=|/c (^^(Pv^/,/)^^ (^+I.)-l[iPv^/||2

qui est arbitrairement grand pour k bien choisi.

LEMME 8 .3 .— Soit M î//i anneau de classe finie contenant 1. Soit S l'ensemble
des h çïl qui possèdent la propriété suivante : il existe des vecteurs h^ h^ . . ., h,

r

{dépendant de h) tels que \ ̂ h\[^^\\A^\\\ S est partout dense dans H.

Démonstration. — II est immédiat que S est une variété linéaire. Ensuite,
si Â€S et si T^MnM'y, on a TAeS. En effet

H A^Th II == [| TM h II ̂  i| T i|. |[ Ah h ! .

Donc T(S)CS pour tout ï €(1^01^7, et par suite f S j ^ M n M ^ . Montrons
que [S] ̂  H est absurde. Si [S] ̂  H, il existe dans H Q [S] ̂  o des vecteurs
unitaires^, g\_, .. ., g-^ tels que, pour tout A eMg, avec A ̂ o, et tout UeMu,
on ait

^ (A ̂  ̂  ̂  2^ ( UAU-^,^Ï Â T T-1^, ^;

(d'après le lemme 6.20 appliqué dans l'espace H Q^JïjMnIVr). D'après le
début de la démonstration du théorème 16, ceci entraîne, pour tout A e M :

2; II A^. [|̂  2^ II A^, ||S^^•11 ^2^ ll^-^-
;=l z=i

donc^eS, ce qui est absurde puisque ^eHQ[S].

THÉORÈME 17. — iSo^ M un anneau de classe finie contenant 1.

a. L'application A — A^ ^^^ continue ni pour la topologie faible, ni pour la
topologie forte.

i3. L'application A -> A^ restreinte à la boule ||A|[^i ̂  continue pour la
topologie forte ( I3).

Démonstration. — a résulte aussitôt du lemme 8.2. Prouvons ?. Soient ©i,
?2? • • • ? ? / > des vecteurs de H. Soit £ > o. Déterminons des éléments ^i, ̂ /.

(13) L'auteur ne sait pas s'il en est de même pour la topologie faible.
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^ de S tels que [ i ^ / — ç / ^£ pour i^^p (lemme 8.3). Puis, pour chaque
^^p, déterminons des vecteurs ^', 4^ • • • » ^7l ^I8 q116r^

/'i
^ '•' '|A^,|]^^[!A^^.

On a, si [lA11!]^!, (donc si | |A.j[^i) :
/';

II A^, ]|̂  ( ] ] A^. II + s)2^ |! A^, |p+ .s2^ 2^ II A^ ||^+ .£S

donc
| |A^9,.]]^9.£ (/==!, 2, . . . , ^ )

dès que

• ^IIÀ^il^^ (/=[, 2, ...,p).

Ceci démontre le théorème,
Enfin le théorème suivant complète d 'une manière remarquable le théo-

rème 12.
•

THÉORÈME 18. — Soit M un anneau de classe finie y et soit AçM. L'ensemble
convexe faiblement fermé K engendré par les MM]- ' ( ou U e M^, ) rencontre M n M7

en un point unique (qui est A^).

Démonstration. — Soit /' l 'ensemble convexe engendré par les UAU"'. On
a JBjj^[ |A| | pour tout Be/r, donc pour tout B appartenant à l 'adhérence
forte K7de k. Or B^= A^ pour Be^-, donc, d'après le théorème 17, B^A^ pour
BeK'e t par suite K ' n M n M ' s e réduit à A ^ . Enfin, KY, ensemble convexe forte-
ment fermé, est aussi faiblement fermé ( 1 4 ) , donc K7 == K.

NOTE I.

PROBLÈME. — Le théorème 7 est valable pour tout anneau d'opérateurs. Est-il
encore valable pour une algèbre auto-adjointe d'opérateurs qu'on suppose seule-
ment uniformément fermée ?

Nous a l lons montrer, par un exemple, que la réponse à cette question est
négative.

Soit 3 l 'ensemble des opérateurs complètement continus de H. Soient Ei

(1 4 ) Cf. Les fonctionnelles linéaires sur l'ensemble des opérateurs bornés d'un espace fillbertien^
à paraître aux Annals of Mathematics.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. -- FASC. 3. 33
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e t E 2 = = l — E I deux projecteurs tels que Ap^ et A^ aient une infini té de d imen-
sions (observons que EiE2=o). Considérons l 'ensemble d des opérateurs de
la forme CiE, 4- CaEa -4- A, où AçJ, et où Ci, Ça sont deux nombres complexes
quelconques.

On a
À(CiEi4- C,E,4- A) ̂  ÀC,Ei4- ^C,E,4- ^A;

(CiEi4-C2E,4- A) 4- (Ci Ei 4- 0^4- A.') == (Ci 4- Ci) Ei 4- (0,4- 0^4- (A 4- A^ ;

(Ci Ei 4- C.E^ + A) (C'i EI 4- C, E., + A) = Ci Ci Ei 4- C, C^ E^ 4- A(C, Ei 4- Q, Es )
4-(ClEl4-C,E,)A /4-AA /;

( Ci EI 4- C, Es 4- A )*== Ci Ei 4- C, E, 4- A*,

avec des notations évidentes. 3 étant un idéal bilatère auto-adjoint de tô, ces
formules prouvent que 0L est une algèbre auto-adjointe. Comme 3 est unifor-
mément fermé, et comme l'espace vectoriel CX/c7 est de d imens ion finie, (fl est
uniformément fermée. Enf in , À.l =XEi -h XEo€<î t pour t'out nombre
complexe X.

Les seuls opérateurs permutables à tous les opérateurs de rang fini sont les
opérateurs X.l. A fortiori^ le centre de CÏ se compose des seuls opérateurs Xl.

SoU maintenant
U=C,Ei4-G,E.,4-A,

où A€ 3, un opérateur unitaire de ÛL. On a

l= :UU*=(CiEi4-C2E,4-A)(CiEi4-C2E24-A')=:CiCiEi4-C2C,E. ,4-B,

avec BeJ. Comme Aj^ a une infinité de dimensions, il existe un vecteur xç.\^,
avec [ |^ | [=i , [|B^|[^£, o ù £ ^ > o est quelconque. D'où

i—CiCi|=:|[^—CiCi^|]==||UU^—CiCi^||=^ CiCi^4-B^—CiCi^][=:HB^;|^£,

donc CiCi== i . De même, €3 €2== i.
Soient alors Ui , Ua, . . ., U,, des opérateurs uni ta i res de (fl, Ai , Xa , . . . , ?.„

des nombres réels avec A,^O, ^i+ ^2+- • • + ̂ n= i ; on a

avec

U,==C^Ei+aE,+A,,

C\C\=^Ci.,Ci,=ï, Ai€J (i^^^).

D'où

n 7i

^^,U,(El-E,)U^l=^^•(C',E,+C'^E,+A,)(El,-E.)(C'lEl+aE,+A;) .

n n

= ̂  ̂ •(Ci Ci Ei - Ci a E,) 4- B =^, ̂ -(Ei - E,) 4- B == Ei - E., 4- B,
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où B€J. Or il est impossible qu 'une suite d'opérateurs de cette forme tende
vers un opérateur de 1/a forme X.l . Car supposons

| |E/-E.,+B-;LH|^£.

Uti l i san t comme plus haut le fait que A^ a une inf ini té de dimensions et
que B ç J, on en déduirait que i — A ^ s. Opérant de même avec Ap^, on trou-
verait | — i — À | ̂  2. D'où absurdité pour £ assez petit.

NOTIî II.

L'OSCILLATION D'UN OPÉRATEUR.

Soit M un anneau d'opérateurs quelconque, et soit AeMg. Posons
Û Û M ( A ) :-_-_= sup | |A— UAU-1!,

u e M u
ÛL»M(A) == infTo(<D, A),

^

où <& parcourt l'ensemble des partitions finies de H appartenant à MnIVF.

THÉORÈME A . — a . o ^co3i(A)^con(A).

6. Si M est abélien, (JL)^(A) = o.
c. SiM est un facteur, ^^ÇA)= ^nÇA.) (10).

Démonstration, —a. (^1(^)^0 est évident. D'autre part, pour tout U e M u ê t
tout^€H([|^[|= i), on a

( (A—UAU- 1 )^ , ^)=(A.r, ^)—(AU-1^, U-1^),
donc

Mn(A)—mn(A. ' ) ^ ( (A—UAU- 1 ) ^ ^)^ mii( A) — M n ( A ) ,

donc
IIA-UAU-^l^^^A)

ÛÛM(A)^ûOH(A).

6. est immédiat.

c. Si M est un facteur, toute partition de H appartenant à Mn^r se rédui t
à H, donc (DM(A)= con(A). Or, on va voir que ^{A)= co^A).

THÉORÈME B.- — ^M(A) ̂  <^M(A).

Démonstration. — 1. Soient AeMs, U e M u , et ^=(0îl,)^^ une partit ion
finie de H appartenant à MnM/. OYii rédui t A et U; A et U induisent dans JH,

( l a ) Les réciproques sont aussi exactes.
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des opérateurs respectivement self-adjoints et uni ta ires . Le théorème A, a,
appliqué dans l'espace Jtl^ donne

donc
[[(A-UAU-^P^l^^^A),

|A - DAU--1]!^ max g (A — UAU-1)?^ 1^(0», A)

quelque soit U^Mu. Ainsi, COM(A)^OJ(<Î>, A) quel le que soit (D satisfaisant aux
conditions indiquées, et par suite (DM(A)^COM(A). Si ^(A.)=o,le théorème
est démontré. Supposons donc désormais co^i(A)^> o.

2. Soit £ > o, avec £ < ^co^(A). Soit (I> == (^)^,/ une partition f inie de H
appartenant à M H M'te l le que

( 1 ) coM(A)^)(d), A )<COM(A)+£ .

En modifiant au besoin l'ordre des 31l/, on peut supposer
(2 ) • GjM(A)^ûû^(A)<ûL)M(A)4-£ pour i ̂  i ^L p

et

(3) C i L ) j ^ ( A ) < c » . ) M ( A ) pour p 4- i ̂  i ̂  ?i

( I^?^^)- raisonnons dans l'espace jn,, où ï ^ i ^ p ' Soit c)Tl^, Jll? deux
variétés linéaires fermées orthogonales, avec

cm,;' •n M, .)ii? YÎ M ; <m; c ̂ i» 3rif c ̂ n/
et

(4 ) M^(A)^m^(A)+£,

(5 ) ^.m^e .m; (A ) ̂  ̂ m, (A ) + ̂

( ^ > ) ^(A^M^A)--^
( 7 ) M^Q^(A)^M^(A)-£;

ce qui est possible d'après la théorie spectrale, et grâce au fait que 22 <^ co^ri (A).
Soit 9li= [(Jîl^jyiMnAr. On a 3l,CJÎl,. Soit 5Z;=Jîl,Q 51,.
Supposons d'abord c9Z, orthogonale à Jn^, ceci pour i^/^p. Alors, nous

considérons les variétés

^i(i^i^p); yi'i ( i ̂  i^p)\ ^i(p + i ̂  ̂  ̂ ).

Elles forment une partition finie y:^^) de H appartenant à MnM', et
l'on va montrer que (^(^r, A) <^OL)^(A), ce qui sera absurde. Il suffit de
prouver que (O^.(A)^ CD^(A) pour toute ^y. Or, ceci est vrai si ^y== JTl, avec
p+i^i^n diaprés (3^). On a JH^c^, donc 51; cJîl,Qc}1l?, de sorte que,
d'après (7), co^.(A)^co^^A) — £ <^ (O^(A), d'après (2), pour ï^i^p.
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Enfin, 9ti C^TLiQOTi^d'après notre hypothèse actuelle, donc, d'après (5),
CO^(A)^OJ^(A)—c <^ co^(A) pour ï ^ i ^ p ' L'absurdité est ainsi é tabl ie .

Donc 91i est non orthogonale à 3Tl̂  pour un i compris entre i et jp, soit i== i
pour fixer les idées. Donc i l existe un L^eMy tel que [^(Jtl^soit non orthogo-
nale à 3Yi\. On peut donc trouver des variétés différentes de zéro et en position?',
soit Jll, et JTL^, contenues respectivement dans 3Yi\ et U^JIl;), appartenant
à M . I l existe alors une symétrie Se M telle que S(JirJ = JTli. Soit U == SU\
etsoitJ^^2=LT/- l(3^i,)CcTI^^ On a U(5lï,) = 3Ui. JU, C^îl;, 5u, c^U^.

Ceci posé, soit xç.ya^, avec x\= i. On a VxçJVi^ Donc
(A,r, .r)^ M^ ( A ) — £ , d'après (6),

(AU.2-, U^)^m^ ( A ) + £ , d 1 après (4 ) ,

donc
[| U-1 AU - A 1 ̂  - ( ( U-1 AU - A ) ̂  x ) ̂  M^^ ( A ) - . - 7^ ( A ) - e = G)^^ ( A ) - 2 s

^& )M(A)—2£ .

A fortiori
û^i(A):^û4(A)— 22,

et, comme £ est arbitraire ( o <^ c <^ ^ (O^(A))^

G)M(A)^COM(A).
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