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LES ANNEAUX D’OPERATEURS
DE CLASSE FINIE

Par M. J. DIXMIER.

> O E———

Introduction.

Soit M un facteur de classe finie (*) dans un espace hilbertien complexe. M est
un espace vectoriel complexe. F. J. Murray et J. von Neumann ont montré
([3]et[4]) qu’il existait une fonctionnelle linéaire T(A) sur M, possédant les
propriétés caractéristiques suivantes :

T(1)=1, T(A*)=T(A), T(AB)-—=T(BA);
S T(Ay>o0 si A est self-adjoint positif.

Soit T’ la restriction de T & I’ensemble des opérateurs self-adjoints de M,
qui est un espace vectoriel réel. T est encore une fonctionnelle linéaire, qui
posséde les propriétés caractéristiques suivantes :

T(A)y=1, T(UAU-")=T'(A) . si UeM est unitaire;
: T'(A)>o0 si A>.o.

Il est trés facile de passer d’un groupe de propriétés i 'autre.

Les propriétés de T’ sont analogues aux propriétés de la moyenne d’une
fonction continue réelle sur un groupe compact G. Soit en effet L I’ensemble
de ces fonctions, qui est un espace vectoriel réel. La moyenne d’un élément
de L est une fonctionnelle linéaire ( f) sur L qui posséde les propriétés carac-
téristiques suivantes [ 6] :

p=1, plfy=p() s fel e f(a)=f(s"z) (2€G,s€G);
() >0 st fx o,

Or, la fonction constante égale pour tout z€ G a w.(f) peut, on le sait, étre

(1) Pour la lerminologie, ¢f. le Chapilre consacré aux nolations. Les chiffres entre crochets
renvoient a la bibliographie.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 3. 27
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approchée uniformément par des fonctions de I’ensemble convexe engendré
dans L par les f; (*). Nous avons étudié le probléme analogue pour les facteurs
~ de classe finie : 'opérateur T(A)41 peut-il étre approché uniformément par des
opérateurs de I’ensemble convexe engendré par les UAU~" ? La réponse est, on
le verra, positive.

Mais cette propriété de w sert en réalité, dans la théorie de von Neumann, de
définition et méme de procédé de construction. Nous avons donc essayé de
définir la trace par une méthode analogue, sans supposer connue son existence.
Ceci est d’autant plus indiqué que la construction de la trace utilisée dans [3]
et [4] est indirecte : on construit d’abord la trace d’opérateurs particuliers,
a savoir les projecteurs; ceci reviendrait, dans le cas des groupes compacts,
a construire d’abord la moyenne des fonctions caractéristiques, c'est-a-dire la
mesure des ensembles. .

En développant les démonstrations, nous avons constaté qu’elles s’appli-
quaient, non seulement aux facteurs de classe finie, mais a une classe beaucoup
plus générale d’anneaux d’opérateurs que nous avons appelés anneaux de classe
finie. Seulement, I’ensemble convexe engendré par les UAU-' permet
d’approcher uniformément, non plus un multiple scalaire de 1, mais un opé-
rateur du centre de M. La trace d’un opérateur de M, dans la théorie généralisée,
est donc un opérateur du centre de M. Dans le cas des facteurs, le centre de M
se compose des multiples scalaires de 1, de sorte qu’on peut identifier la trace
4 un scalaire, et 'on retrouve la théorie classique. La trace généralisée
posséde les mémes propriétés algébriques que la trace ordinaire.

Nous avons mis en évidence (au Chapitre I) les hypothéses abstraites qui
permettent d’obtenir simplement ’existence, 'unicité et les propriétés caracte-
ristiques de la trace. Dans le cas des anneaux d’opérateurs, toutes les hypo-
théses sont vérifiées trivialement, sauf deux, qui sont, par contre, difticiles

(?) Voici un autre exemple de propriétés du méme type, a propos encore d’'un groupe compact G
et de la famille L. Nous utilisons ici, dans un cas trés particulier, des résultats de R. GoDEMENT
ef. Analyse harmonique dans les groupes centraux. 1. Fonctions centrales et caractéres, (C. R..
Acad. Sc., Paris, 223, 1947, p. 19-21). Il. Formule d’inversion de Fourier, (ibid., p. 221-223). Si fe L,

définissons fieL par f”(x):ff(sxrl)dx ou s est la mesure de Haar sur G, choisie de tlelle
G

sorte que la mesure de G soit égale a 1. L’application f—> /% est unc application lingaire de L sur

I'ensemble des fonctions centrales continues de G, et 'on a les propriétés suivantes : 10 fA= [ si

feL est centrale; 20 f: ne change pas si 'on transforme f par un automorphisme intérieur de G;

3o f“ est positive (resp. de type positif) si f est positive (resp. de type positif). [Nolons aussi que

(f*g)h = (g*j)q si fxg désigne le produit de composition de f et g.] Or, ici encore, /4 peut &tre

approchée uniformément par des fonctions de I'ensemble convexe engendré par les fonctions

: Jo(z) = f[s ()],

s automorphisme intérieur de G.
Dans des travaux non publiés, R. Godément a étudié syslématiquement des opérations % dans les

* -algébres.
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a obtenir. Il y avait avantage a les mettre nettement en évidence, car I'une
d’entre elles est valable pour tous les anneaux d’opérateurs : il est possible
d’approcher uniformément un opérateur du centre de M par des opérateurs de
I'ensemble convexe engendré par les UAU'(A€M). Ainsi, le probléme que
nous posions au début est résolu affirmativement sous des hypotheses trés
générales. :

La deuxiéme hypothése 4 laquelle nous faisions allusion n’est valable, au
contraire, que dansles anneaux d’opérateurs de classe finie. Dans les anneaux qui
ne sont pas de classe finie, il est impossible de définir pour tout opérateur une
trace possédant les propriétés habituelles (ce résultat généralise un résultat
connu dans la théorie des facteurs). Cependant, de méme que dans le cas des
facteurs de classe infinie, la trace peut étre alors définie pour certains opéra-
teurs particuliers, comme nous le montrerons ultérieurement.

Dans les méthodes de démonstration, le lecteur qui connait les articles [ 3]
et [4] retrouvera fréequemment des procédés introduits par F. J. Murray et
J. von Neumann. Cependant, ces procédés ont du étre modifiés dans plusieurs
cas, et de nouvelles notions ont du étre introduites. Ces notions Seront
d’ailleurs probablement utiles dans I'étude des anneaux d’opérateurs quel-
conques.

Bien que la démonstration soit assez lengue, elle est dans ’ensemble plus
rapide que celle de[3] et [4], et elle conduit a un résultat plus général (mais,
évidemment, nous n’avons dirigé nos efforts que vers la définition et les
propriétés de la trace, alors que beaucoup d’autres questions sont envisagées
dans [3]et[4]).

Les résultats de ce travail ont été annoncés dans [2]. Cependant, depuis
la publication de [2], nous avons débarrassé les démonstrations de I'hypo-

thése de la séparabilité de I'espace (alors que cette hypothése est faite
dans [3] et [4]).

Apres avoir rédigé le présent mémoire, I'auteur a pris connaissance du
mémoire de von Neumann [7] sur la réduction des anneaux d’opérateurs. Voici,
briévement analysées, les relations entre les deux articles.

1. Le théoréme 7 est nouveau méme pour les facteurs. Mais le lemme 3.7,
(dont le théoréme 7 se déduit facilement) peut étre démontré pour les facteurs
a partir des résultats de [3] (en adaptant notre méthode ), puis pour les anneaux
quelconques en appliquant les résultats de [7]. Ce dernier point demande
cependant quelques soins, purement techniques d’ailleurs.

Le théoréme 6 peut aussi étre déduit du résultat correspondant pour les fac-
teurs (qui est énoncé dans [3]) et du lemme 21 de [7].

.

2. Si un anneau d’opérateurs vérifie notre définition des anneaux de classe
finie, le lemme 21 de [7] permet de montrer (avec les notations de [7]) que



212 J. DIXMIER.

r—Cy est de o -mesure nulle (la réciproque s’établissant facilement). Alors, la
théorie complete des facteurs, le lemme 18 de [7], et quelques considérations
supplémentaires, prouvent I'existence de I'opération A >Af lorsqu’on se borne
aux projecteurs de I'anneau. On peut, en modifiant les démonstrations de [7],
obtenir 'opération A—A¥ pour tout A€M, avec les propriétés que nous indi-
quons (sauf toutefois peut-étre les propriétés de continuité).

3. L’ensemble des mémoires [3], [4], 7], constitue naturellement une ana-
lyse beaucoup plus détaillée de la structure des anneaux d’opérateurs que celle
du présent mémoire. Cependant, plusieurs de nos résultats sont nouveaux, au
moins dans leur énoncé. Surtout, il parait intéressant de les obtenir directe-
ment (notamment sans emploi de la théorie de la mesure ou des ensembles
analytiques), par une méthode qui, méme pour les facteurs, est plus simple
que les méthodes déja connues. Enfin, ’hypothése de séparabilité (dont nous
ne faisons pas usage) est essentielle dans certaines parties de [3], [4] et sur-
tout de [7].

Notations et résultats préliminaires.

Nous ne précisons pas ici les notations qui sont universellement adoptées.

D’autre part, nous supposons connus du lecteur les résultats élémentaires
relatifs a 'espace hilbertien. Par contre, les résultats plus spéciaux qui seront
nécessaires sont tous rappelés ci-apres. Tous les résultats de [3] et [4] dont
nous aurons besoin seront redémontrés complétement (ainsi la connaissance de
[3] et [4] n’est pas indispensable pour la compréhension du présent travail).

Soient A, B, (A;);c deux parties et une famille de parties d’'un ensemble.
AuB, AnB, {JA, nAz désignent respectivement la réunion de A et B,

el Tiel

'intersection de A et B, la réunion des A;, I'intersection des A;. A C B signifie
I'inclusion au sens large de A dans B. ‘

L’espace hilbertien complexe considéré, sur la dimension duquel on ne fait
aucune hypothese, est désigné par H. Si O est une partie de H, [011] désigne la
plus petite variété linéaire fermée contenant 1. Si M est une variété linéaire
fermée, on désigne par Py le projecteur correspondant. Deux variétés linéaires
fermées OM,, I, sont dites compatibles si Pyy et Py, sont permutables. Si A
est un opérateur, on désigne par A*son adjoint, par D, son domaine d’existence,
par A, son domaine des valeurs. 1 désigne I'opérateur identique. Si (I1;);, est
une famille de variétés linéaires fermées, on désigne par I, la plus petite
variété linéaire fermée contenant les JN,. «

Un opérateur W est dit partiellement isométrique s’il existe deux variétés
linéaires fermées JIL, et INL, telles que W*W = Py, WW* =Py . O, et M,
sont appelées respectivement variétés initiale et finale de W. W applique
isométriquement ML, sur M,, et W =0 si € H S NN, ces propriétés carac-
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térisant d’ailleurs les opérateurs partiellement isométriques. W* est partiel-
lement isométrique et admet IN,, I, comme variétés initiale et finale (c /. [3D)-

Soient M, M, deux variétés linéaires fermées. Soient M, =HOM,,

M, = H@O‘I‘LQ, et my;=M;NM;(7, j=1, 2, 1, 2"). N, et M, sont dites en
position p’ si m,=m,,=o. Alors, il existe une symétrie bien déterminée S
de H, appelée symétrie intérieure de JM, et JN,, telle que S(JM,)=IM,,
S(IM,) =M, et telle que (S, x) >0 pour x€M, UM,, <0, Sx==x
pour x€m,,, ST=—x pour T Em,,. St IN, et I, sont que]conques,
M, &S my, et M, my, sont en position p’'; M, & (m, P m,,) esten position p’
avec M, S (m, P m.,) et avec M, S(my, P my,), ces derniéres variétés étant
différentes de zéro si I, et I, sont non compatibles (cf. [1]).

Soit @3 I’ensemble des opérateurs bornés définis dans tout I’espace H et
prenant leurs valeurs dans H. @ est une algébre sur le corps des nombres

complexes. ||A| = sup ]]Aw|| est une norme sur @, qui définit sur @3 une
el =

topologie dite topologle uniforme, et qui fait de @ une algébre normée
compléte. On définit sur @3 une autre topologie dite topologie forte, de la
maniére suivante : étant donnés des éléments @,, @., ..., x, de H, on considére

'ensemble U(xy, @, ..., x,) des A€ tels que 2 |Ax;||<1; I’ensemble
i=1
des U(xy, @4, ..., x,) constitue un systéme fondamental de voisinages de
zéro dans @ pour la topologie forte.
Enfin, on définit sur @ la topologie faible de la maniére suivante : étant
donnés des éléments x,, x,, ..., Z,; Yis Yoy ..., ¥ de H, on considére
ensemble W(xy, Zay ...\ Zn3 Yis ¥ay -+ -5 Vu) des AE B tels que

n

DAz, I

=1

I'ensemble des U(x,, x., ..., Tu3 Y4y YVay - -+, ¥a) constitue un systéme fon-
damental de voisinages de zéro dans @ pour la topologie faible (¢f. [5]).

Toute sous-algebre M de @ self-adjointe et fortement fermée s’appelle
anneau d’opérateurs. On considérera uniquement les anneaux d’opérateurs
contenant 1, restriction qui n’est pas- essentielle. On désignera par M;
(resp. My, My,) ’ensemble des opérateurs self-adjoints (resp. unitaires, partiel-
lement isométriques) de M, par M, I'ensemble des projecteurs de M. Si J1t est
une variété linéaire fermée, on écrit MMM si Por € M.

Si & est un sous-ensemble de 3 contenant 1, on désigne par R(é}) le plus
petit anneau d’opérateurs contenant &, par & 'ensemble des opérateurs de @
qui permutent avec ceux de &. & est un anneau d’opérateurs, et I'on a

R(E)=&"=6&"=..., & =8"—=
R(Ms) = R(MU) = R(MP) = M

vl
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On en déduit le critére suivant :

Critére. — Soit M un anneau d’opérateurs. Soit A €@, soit I une variété
linéaire fermée. Pour que A€M, il faut et il suffit que U'AU~' = A pour tout
U’ e My. Pour que MMty M, il faut et il suffit que U'(ON)cIM pour tout U e M,
(cf. [5])-

Soient 0L, M, ML, yM. On écrit N, ~ I, et I'on dit que IN, et IM, sont
équivalentes s’il existe un opérateur de My, dont les variétés initiale et finale
sont I, et JNL,. Les remarques qu’on a faites sur les opérateurs partiellement
isométriques prouvent aussitot qu’il s’agit effectivement d’une relation d’équi-
valence. On a I, ~ JN, dés qu’il existe un A€M qui transforme isométri-
quement I, en I, (en effet, AP, estalors un élément de M,, dont O1L,, INL,
sont les variétés initiale et finale).

Un anneau d’opérateurs s’appelle facteur si son centre se compose des
multiples scalaires de 1. Un facteur est dit de classe finie si lesrelations 17 M,
M ~H entrainent Nt = H, autrement dit si les relations UeM, U*U =1
entrainent UU*=1.

I. — Théorie générale.

Dans ce Chapitre, nous considérons un ensemble E, muni de la structure
suivante :

C.1 : E est un espace de Banach réel, ¢’est-a-dire un espace vectoriel réel
normé complet. La norme de z est désignée par ||z ||; la topologie déduite de
la norme est appelée topologie forte.

G.2 : 1l existe dans E un ensemble P d’éléments appelés non négatifs; la
relation ' € P, qu’on écrit aussi x > o, satisfait aux hypothéses suivantes :

C.2a:Sotent x€P et)€R (*), avec . >>0;0onarx€ P.

C.2b:Sotentx€P, yeP;onax+ yeP.

C.oc:Six€ePet —xeP,onax=o.

C.2 d : P est fortement fermé.

Ecrivons x>~y si @ — y > 0. Alors, on vérifie aussitot que :

a. Soient x€E, yeE;siz>>yety>>~x,onax=y.
B. Soitx€E; onax> .
v. Soientx€E, y€E, s€E;siz>~yety>~z onaxr sz,

La relation x>y est donc une relation d’ordre. Cette relation possede de
plus les propriétés suivantes :

¢. Soientxe€E, yeEB. 2’ €E, y€E;sia>>y, 2>y, onax+a'>>y-+y.
e. Soientx€E, yeE, A€R;stiax>yet A>>o0,0naizx>Ly.

13) R désignera dans tout le travail I'ensemble des nombres réels.
to]
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Faisons encore I'hypothése suivante :

C.2 e : Il existe dans B un élément unité, noté 1, tel que |1| =1, et tel que,
pour x €K, les relations
lzll=t et 1>wz>-—-1

sotent équivalentes.

C.3 : Il existe un groupe G d’applications linéaires biunivoques et isométriques
de B sur E. Si s€ G et x€E, on désignera par sx le transformé de @ par s.

On suppose : .

C.3 a:s1=1 pourtout s €QG.
C.30b:SotentaeP, seG;onasxeP.

Soit E, 'ensemble des x€E tels que sx=x pour s€G. Il est immédiat
que E, est un sous-espace vectoriel fortement fermé de E, avec 1 €E,.
D’autre part, siz>>y et s€ G, on a aussitot sz >~ sy.

Deristrion. 1. 1. — Soit x € E. On désigne par K, l'ensemble concexe fortement

n
Jfermé engendré par les sx, c'est-d-dire [ensemble des éléments 2 s
i=1

<s;€ G, ,€R, ;> o0, 2 N = 1) et de leurs limutes fortes.

i=1
Tukorime 1. — K, NE, est non vide lorsque E vérifie I'hypothése suivante :
C.4 : Pour tout x €E et tout ¢ >0, il existe :

des éléments sy, s,, ..., s, deG;

n
des éléments Ly, ), ..., L, de R, avec h;>> 0, Z hi=1;

i=1

un élément y € K,, tels que
Z hisix — y | Ze.
i—1

Démonstration. — Remarquons que, si y€E, et x€L, on a aussitot
K,..=y + K. (ensemble des éléments y 4 ¢, ou t€K,). D’autre part, K, est
contenu dans la boule de centre O et de rayon || ||. Enfin, K, est invariant par
les automorphismes de G, donc y €K, entraine K, CcK,.

Ceci posé, on peut, d’aprés (.4, construire par récurrence une suite de
couples (x;, y;) (i=1, 2, .,.) avec les propriétés suivantes :

(1) z,€E, y, €k, x/ =z, z. €K, ;

(2) Wyi— x| =L 2t pour (> 2.
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Soit alors z;=2;— y;. On a
xi—i—ie»Kyi-o‘;;:,yi"’“K-:p donc [|$t+l'—xi“4H-Tz‘—)z|l+“" =2l — yil| Lot

Donc (critére de Cauchy) les «; convergent vers un élément y qui, d’apres (2),
est aussi la limite des y; et par conséquent appartient 3 E,. Enfin, x,HGK
donne K, cK,cK, .CK..Donc x.., €K,, y€K..

Nous supposons debormals vérifiée la condition C.4.

Lenme 1. 1. — Sotent z €E, y € E. Pour tout = > o, il existe :

des éléements x¥' €K, NE,, y €K, NE,;
des éléments s,, s, ..., s, de G;

n
des éléments 1, by, ..., 1, de R, avec \;>> 0, Z h=1, tels que

k=1

“2 hespax —'x’ﬂéa, uzlksky——y' ¢
!)k:l k=1

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1 il existe des éléments z,, ., ..

.y tﬂl
m :
de G, des éléments u.,, y,, ..., u, de R<lu,-éo; Zpi:1>, et un élé-
i=1

ment ' € K. N E,, tels que, en posant u = Z vit;x, on ait
i=1 .

(3) lu—a'l|<e

m

Soit v:Z itiy - Il existe des éléments 7,,¢,, ..., ¢, de G, des éléments

i=1

s gy vv s o, de R(p/>o E W= 1>, et un élémenty’ € K.nE,cK, nE,,
j=1
avec :
pom
() Zw o=y =1 3 Bty - <
j=1 i=1
D’ailleurs, (3) donne
16 (=) =10 0 —a'|| =5,
d’on
r . |
St Soen o]
j=1 j=1
ou

. p m
(5) ' IZ X palty 1y —

Jj=1 i=1
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Les ¢, ¢; sontles 5, du lemme, et les 1 i sont les 7.
Considérons encore la condition suivante :

C.5 : Pour tout x € B, K, N E, est réduit a un point.
Nous désignerons alors ce point par x% Pour l'origine de cette notation,

cf. Note (*).

TakoriME2. — Supposons C. 5 vérifiée. Sotent x €E, ' €E, y €E,, L.€R, s€G.
On a o

(@) : Yi=y,
() ' (ha)i== a4,
(1) (x4 &' ) =28+ 27,
(9) (sz)d = a4,
() ' 29> 0 si x>0 (*).
Démonstration. — Conservons les notations du lemme 1.1. o et 3 sont

immédiats. Pour prouver v, il suffit de remarquer que

n
Z hsp(x + a') — (2b42/8) | < 2,

k=1 i

d’ott x?+ x'4= (x+ &' )? d’aprés C.5. De méme, o résulte de K,, = K,.. Enfin,

stz >0, 0na E Aispx >0, donc 27> o puisque P est fortement fermé.
k=1

Tutorime 3. — Soit  — ¢(x) une application de K dans E, possédant les pro-
priétés (a)-(e) du théoréme 2. On a, moyennant C.5 : ¢(x) = x4 pour tout x €E.

Démonstration. — Soit ¢ >o. Il existe des s;€G(1=—_in) et des

n

rE R<1éié n, A0, Z A= 1> tels que, en posant

i=1

n
u :2 hisiw — at,
i=1
on ait
' lull<Le ou e > ux>—e.1.
Ceci entraine, d’aprés B3, v, ¢,

o(e. ) > 0(u)>9(—e.1)

(¥ Ajoutons que I'application z— 21 est continue. Car 2% €K, || 24| < || = .
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 3. 28
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ou, d’apres a : ,
el o(u)>—e.l ou lo(u)l Le.

Or, para, 3, v, ona

q:a(u) s 27\,‘(‘)(8{1)) — .Z'h
i=1
et, d’aprés ¢
o(u)=o9(x)— 2%

Donce || p(x) —a%|| <z et, comme ¢ > o est arbitraire, o (x) = z*.
Ceci posé, considérons encore la condition suivante :

(.5 1 Pour tout élément x de E, tout élément a de E,, tout systéme d’éléments

n

S1y Say ..y S de G, tout systéme d’éléments 1., Lo, ..., L, de R acec Z Ni=o0,

i=1

n
tels que Z‘Ais,-wéa, on ao>-a. ‘

i=1

TreorEME 4. — Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. C.5 estvérifiée.

2. Il existe une application x — ¢(x) de E dans E, possédant les propriétés
(a)-(¢) du théoréme 2. ‘

3. C'.5 estvérifiée.

Démonstration. — a. 1 entraine 2 : c’est le théoréme 2.

b. 2 entraine 3 : Soient

x€Ek, a€E,, s;i€el (1=i=n), - }ieR<1éién,2).i:o>

i=1

tels que EXisiwéa. Si l'application ¢ existe, on a

i=t .
<p<27‘is,w> :2 hio(six) :Zlicp(x) — o ¢(u)=u.

i=1 i=1 i=1

c. 3 entraine 1 : Supposons (.5 vérifiée, et soient y, y’ deux ¢léments
de K.NE,. Soite>o. Il existe des éléments s, 5., ..., 5,3 5, 5,5 ..., 5 de G,

i=1 i=1

. n n'
1 - roN ~ - ~ N ~ -,
deséléments Ay, hgy ..., 4y A, Xy oy 2y de R 420, 7 _A_o,ZA;:ZAi: 1>

tels que
(6) l 2).i8i$—y ée,
i=1 .
(6") Eki'sﬁx—y’ .
i=1 !
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(6) donne

(7) Z).,«s,».z*—yé—s.i,

(6') donne -

(7" 8.15212821‘—}/’,

(7)et(7")donnent ) B .

5.1+21isi.y_yézlzgs;x—y—5.1

ou o o

(8) ihsiw—~il}s;x_§y—y—28.'1.
Or . .

. n n'
L —_—
2;"'*2)‘1‘* I—1=o0,
i=1 i=1

d’ou, d’apres C'.5

oxy—y —2ed
ou
(9) 201>y — .

De méme, échangeant y et y’

2e. Ay —y
ou
(9" y—y'=—2e4,
(9)et(9)donnent

ly =o'l = 2e

d’ot1, comme ¢ > o est arbitraire, y =y'.
Notons encore le théoréme suivant :

TueoriMe 5. — Supposons C.5 vérifiée. Soit E, I’adhérence de I'ensemble des
n

éléments de la forme 2 risix, on x€E, 5;,€G, ,L,e€R (1Lin) etz hi=o.
i=1 i=1

E, est le sous-espace vectoriel fermé des éléments x tels que x5 =o, et lon

aEB,NE,=o0, E=E,+ E,. Ainsi, tout y €E se met, d’une seule maniére, sous la

Jforme y,+y, avec y,€KL,, vy, €E,; de plus, y,= y4, de sorte que I'opération *

n’est autre que le projecteur sur E, défini par E, et E,.

Démonstration. — Soit E| le sous-espace vectoriel fermé des éléments x tels
que 2 =o. St x€E NE,, on a z=a% =0, donc E,nE,=o0. Si z€E, on a
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r ="+ (x —a?) et i€K,, x — 25 €E| [ puisque (x—x'ﬂ)ﬁzxﬁ—xh:o],

donc E=E,+ E,. Montrons enfin que E,=E|. Si y= 2/\,5 x avec 5, €,

i=1

/\,GR(ILan) etEX,_o on a yh*Z/\,(s:v)h_<Z7\i>xH:o, done

i=1 i=1

y€E,, doncE, CE,. Soit maintenant y €E|. Ona yi= o, donc, pour tout > o,
on peut trouver des éléments s;€ G, des élément% 2, ER, avec l,ko (1LiLn),

27\ =1, telsque ||y <)/—‘27\i5iy> l l 2/\: iy

i=1 i=1
II. — Cas des anneaux d’opérateurs.

~e.Or 1—-27\,_0 donc

i=1

’

ye€k,, E Ck,.

Soit H un espace hilbertien, M un anneau d’opérateurs de H contenant 1.
M est fortement fermé, donc aussi Mg. A fortiori, Mg est uniformément fermé.
Donc Mg est un espace.de Banach réel : My vérifie C. 1.

Soit A€ M;. Nous définirons la relation A=~ 0 de la facon habituelle, c’est-
a-dire par la condition (A f, f)>> o0 pour tout fe€H. Il est classique que M;
vérifie alors C.2, en prenant pour unité 'opérateur 1.

Soit UeM,. L’application s, définie par s,(A)=UAU"* est une application
linéaire, biunivoque et isométrique de M sur M. Ces applications forment un
groupe G de transformations, car, si Ue M, U'€My, on a

sUsU:(A) - U(U/AU/—l)U—1: (UU,)A(UU’)_l:SUU'(A)-

Avec ce choix de G, Mg vérifie C.3. Les éléments invariants par G sont les
éléments de Mg qui permutent avec tout U€ My, donc forment ’ensemble

Msn(Myp) = Msn (My)”=MsAM'=(MAM).

Dans les quatre Chapitres suivants, nous allons chercher si Mj, tOUJOUI‘a
muni de la méme structure, vérifie C.4 et C'. 5.

III. — Démonstration de I’hypothése G.4.

Derinition 3. 1. — Sout M M. On désignera par O™ I'ensemble des vecteurs U
o UeMy, felnl.

Lemye 3. 1. — Soit M M.
a. [ONM] est la plus petite des variétés M AM contenant IN.
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B. [ONY] est la variété linéaire fermée sous-tendue par les variétés N équi-
valentes a . : 4 :

Y- St une variété InMNM’ est sous-tendue par des variétés M équivalentes
a M, on a I = [IM"].

Démonstration. — 1. Soit f€I.Ona f=r1. f€IM", done M cIM"c[M"].

2. Toute variété ItnMNM contenant N contient les U/ ( f €, UeM,)
donc contient [O1"]. Réciproquement, [I1"] étant invariante par My et par M’y
onaa.

3. Pour avoir § et vy, il suffit de remplacer M, par M,, dans le raisonnement
précédent.

Lemme 3.2. — Sozent N, M, N, M, O, et D, étant en position p'. On a
N, ~ M.

Démonstration. — Soit S la symétrie intérieure de I, et IN,. On a SeM
d’apres le critere de I'introduction. SPy €My, admet I, et I, pour variétés
initiale et finale.

LemMe 3.3. — Sotent 10, qM, It,M, O, et I, étant non orthogonales. 11
existe 9L, M, 9, M avec I, C Ny, I, CIM,, I, £ 0, Iy£ 0, I~ IL,.

Démonstration. — Soient m, =M, N(HEM,), my=M,Nn(HESIM,),
I =M, m,, IN,= M, m,. '

On a 9L, £ 0, I,£ o puisque I, et I, sont non orthogonales. I, et I,
sont en position p’, donc 9T, ~ I, (lemme 3.2).

‘DeriniTioN 3.2. — On appelle partition une famille non vide (E;),, de projec-
teurs de M, non nuls deux a deux orthogonaux. St supE;=~E (resp. =E), on
iel

dira plus précisément que les E; forment une partition majorée par E (resp. une
partition de E).

On appellera ordre d’une partition le nombre ( fini ou infint) de ses éléments.
On dira que la partition est homogéne st B~ E; pour i€, j €. On dira que deuzx
partitions (E;),e1, (E;),er sont semblables st E;~ E, pour i€l. On emploiera un
langage analogue pour les variétés Ag, et Ay

Lemme 3. 4. — Sotent (E;),e1, (E,).c, des partitions semblables de E et E' respec-
tivement. On a E~v E'. Plus précisément, soit, pour i€1, U;€M,, tel que U;U,=E,
U;U;=E, . Il existe un U€M,, tel que U*U=E, UU*=F', et tel que, pour i €1,
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UE=U;, U'E,=U; (autrement di, Uf__Ufpow f€A, U f=U; pour
S€4) (%)

Démonstration. — Pour tout /€, la famille des vecteurs (E;/ )., est &
sUE, /
iel il
sont deux a4 deux orthogonaux. On peut donc poser UszU,E;f, ce qui
iel

définit un UeM possédant, comme on le voit aisément, les propriétés du
lemme. ‘

LemMe 3.5. — Sotent Ny M, J]’Lg'qM. MMM, M =HSNMyMnM'.
Sotent m, =M, NI, m,=NM,NM, m,=, NN, m,=N,NN. S
N~ M, on a my~om,, m,~om,.

Démonstration. — Soit UeM,, dont les variétés initiale et finale sont J1T,
et IM,. U est réduit par I et M, donc U(m,)Cm,, U(m,)Cm,. Comme
U(O1,)=011,, on a nécessairement U(m,)=m,, U(m)=m,.UP,, (resp. UP,,))
est un élément de M, dont les variétés initiale et finale sont m, et m, (resp. m,
et m)).

TutoriMe 6. — Sozent N, M, N, M. 1l existe :
‘deux variétés NnMn M’, M=HEMMnM;

trots variétés m,, ms, m1 n M contenues dans I, m, orthogonale a m, et m,;

trois variétés m., m,, m, M contenues dans N, i, orthogonale a m, et i, avec

my~ m,, m' ~ ), My=m, P m; P m,, My=m} P m', P m..

Démonstration. — D’aprés I'introduction, il existe deux variétés JT”L‘qM
JTIZQM avec : 1° O, CIM,, N, CIMy; 20 I, et AL, en posmon p's done
(lemme 3.2) o, NJI‘L,, 30 M, O M, orthogonale 4 J1,, I, & M, ortho-
gonale a J1,. Considérons alors les couples (®,, @,), ou @, et ®, sont des
partitions semblables possédant les proprletes suivantes : 1° ®, contient 1L, et
est majorée par M, ; 2° ®, contient OTL, et est majorée par JN,. Soit &
I’ensemble de ces couples (®,, ). Si (®,, ®,) et (¥, D)) sont deux éléments
de &, la relation « ®,c®,, ®,c®, » ordonne &. Toute famille totalement
ordonnée (@], ®)),cx d’éléments de & posséde une borne supérieure
<UfI>';, U(IJ’> Soit (théoréme de Zorn) un élément maximal de &, (®,, ®,).

rer reRr

On a &, = (OM)),ei, o= (M) ;. Soit M, =@M, M, =P M,. D’apres

iel iel

(3) Cf. [3], lemme 6.1.2. Dans les chapitres IIL & VI, nous nous sommes constammenl inspiré
de [3] et [4]). Nous ne ferons que les références les plus indispensables.
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le lemme 3.4, on a I, ~JN,. D’autre part I, DIN,, M, DIN,. Soient
my =M, QM,, m,= M, IM,, M=[m"], M =HSIM. On a MMM,
M gMAM, m, I d’aprés le lemme 3. 1.a. Montrons que JTt est orthogonale
& m, et par suite que m,CON. Si ML n’est pas orthogonale a ), certains
vecteurs de 72} sont non orthogonaux i n7,, donc il existe un Ue My tel que U(m,)
soit non orthogonale a E Alors (lemme 3.3) il existe des variétés ﬁmM,
pstM, avec p,cU(m,), p.cm,, p 20, p.5%0, p/~p.. En posant
pi=U"(p,), on a p,qM, p,Cm,, p,5£0, pi~p.. Dans ces conditions,
(®,U{p.}, ®.U{p,}) est encore un élément de &, ce qui est absurde puisque
(0,, 52) est maximal. Donc on a bien E’? c . '

Posons enfin m, = 01, N O, my = M, A I, 1, = M, N O, me, = DL, A O
Alors :

m,, my, m, sont contenues dans N;

m., m,, m, sont contenues dans JMU';

m, cm.@ﬁ, et m, C I, sont orthogonales; m, Cc I, et m, sont orthogo-
nales; de méme m, est orthogonale a 72, et m, ;

ML, ~ I, entraine m, ~ m,, m,~m, d’aprés le lemme 3.5; enfin 1L, 7, M
est compatible avec 1L, MU M, done N, = m, @ m,, done

:ml:ﬁ@ ﬁlz;ﬂ@ m P n‘z'l ;

de méme, O, = m, P m, P . Le théoréme est ainsi démontré. 11 fournit une
décomposition de I, et I, en parties équivalentes
m@Pm, et m,Pm,, et en parties incomparables
my C O, m, C O (°).

Comme le théoréme sera souvent utilisé dans la
suite, il est peut-&tre bon, pour faciliter la lecture,
de I'illustrer par le schéma ci-contre. Tm; ~ my]

Voici maintenant quelques développements indé- m;~ m,
pendants de la théorie des anneaux d’opérateurs. . +

1 T

Sl

=
-sl

DiFmxition 3.3. — Soit A un opérateur self-adjoint
borné. Soit E=P>~0 un projecteurréduisant A. On pose A, M,

my(Ay=mg(A)= inf (Ax, 2); My(A)=Mg(A)= sup (A=z, z);

rev, |lx]=1 rev, [|xl=1

wy(A) =wr(A) =My (A) — my(A) > 0.

o jouera le role d’une oscillation.

(®) Dans le cas d’ua facteur, on a nécessairement I1L = o ou N’ = o, et I'on retrouve ie théoréme
de comparabilité de [3] (lemme 6.2.3). : ‘
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DerviTion 3. 4. — Soit A un opérateur self-adjoint borné. Soit ® = (E,),¢, une
Jamille de projecteurs non nuls deux a deux orthogonaux réduisant A. On pose

o(®, A) =supwg,(A).
el

On a évidemment
(L)(‘I), A)é&)“(A).

Lemme 3.6. — Soit A un opérateur self-adjoint borné. Soit ® = (E,, E,, ..., E,)
une famille de projecteurs non nuls deux a deux orthogonaux, réduisant A,

n
avec Z E;=1. On peut trouver des nombres réels ., 1., . . ., ., tels que
=1

n

A-2).,~Ei

i—1

£ 0(®, A),

Démonstration. — Posons
h= ;[MEi(A) + mEi(A)J.
Alors, on a évidemment, pour f €A,

— (L D)o (A) Z (A= LENS, ) £ - (f Non(A).

n

Soit f€H. On a f:fo, avec f;=E, f. D’oi1, comme les E,; réduisent A

i=1

=L AN 0@ A== X (o on(A) £ X (AB— LE)L. [

———<<A— m)f,f =X P on(N Z 10 Do@, A,
i=1 / i=1

d’ou le lemme.
Ceci posé, revenons a la théorie des anneaux d’opérateurs.

Lewve 3.7. — Soit A€M, et soit FqMAM', 9 £ 0. Si wa(A) £ o, on peut

trouver 5_“671M nM, av nMnM, (5—1 <o, a = 0) orthogonales complémentaires
dans 9, et un U € My, de facon que

- <7:(A 4 UAU- )> = gmm(A),

w5 <§(A 4 UAU- )) =

FaNNJL)

mm(.A).

Démonstration. — Soit )\m(A)—_—;[mm(A)—f—Mm(A)]. D’aprés la théorie
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spectrale, il existe deux variétés linéaires fermées J1L,, O, [différentes de o
parce que my(A) 5= Mo (A)] orthogonales complémentaires dans 9T, et telles que
m.m‘(A) :mm(A)’ M;ml(A)é;\m(A)y
m‘mz(A)éxm(A), I\Ing(A):M:Jz(A)y

avec d’ailleurs : 91, yM, ;M. Appliquons le théoréme 6 a J1L, et J1L,, en
observant que O, et J1L, sont orthogonales. 1l existe :

deux variétés MMAM et M MAM (N =HES M );

trois variétés orthogonales m,, m,, m, M contenues dans J1t;

trois variétés orthogonales ', m,, m, M contenues dans 1V, avec

my~ M., m' ~ oy, Ny=m,H m,H ', Ny = m', P m.P m),.

Posons
N =m, @ m,@Pmy,  IN=mPm,@® n,.

9T et AU sont contenues respectivement dans I N I et M’ N I et orthogonales
complémentaires dans 9T (puisque I, et I, sont complémentaires dans IT),
donc identiques & ML A IT et M’ A L. Par suite Iy MAM/, S qMAM.

Soient V€M, (resp. V' €M,,) dont les variétés initiales et finales sont m,
et m, (resp. m, et m),). Nous définissons un U€ My, en posant

Uf=Vf pour fem; Uf=Vf pour fem,;
Uf=Vf  pour fem|; Uf=V"*f  pour fem);
Uf=f pour feH (m & m.Pm,Hm,).

U est réduit par 9T et 9. Montrons que I, AU, U, ainsi définis, possedent les
propriétés du lemme, et par exemple que

wg{(é(A -+ UAU’1 )> = % g (A).

Pour cela, nous remarquons que

my (A) (P, =+ P+ Pﬁzi)éAPﬁé)\m(A) (P, +Pi) + My (AP,

d’out, comme U(m,) =m,, U(m,) =m,, U(my)=m, :

My (A) (P, + Py + Pr) Z (VAU Prr Z A5 (A) (P, + Pr,) + M, (A)P,,.
En ajoutant membre 3 membre
Mo (A) (P, + Py, + Pii) = = (UAU=' 4+ A) Py
Zho (A P+ = (R (A) + My (A)) (P, + Pyy)

I
éé<)\ﬂz(A) -+ Mf?'L(A)> (P1r11+ P/ng"l" P;I_ll)'

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 3. 29
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Donc «

ot (5 A VAU ) 2 (i (A)+ Mg (A)) = 1 ()= Mo (4) = 5 e ()= F 0 (A)

Lewme 3.8. — Soit A€M et soit ® une partition finie de 4 dont les éléments
appartiennent a MAM'. On peut trouver une partition finie ® de 1 appartenant a
MNM et un UeMy tels que

o <c1>', LA+ UAU—1)> _ Z—)w((ll, A).

Démonstration. — Soit ® =(9;),.,. Pour chaque 7 tel que wy (A)5£o0,
nous déterminons, par le lemme 3.7, des variétés N nMAM, I, nMAM
(M;z£0, M, £0) orthogonales complémentaires dans IU; et un U;eM,
tels que

(‘)DRL-( (A + U;AU7 1)) 4&)% (A)éaw((ll Ay,

@ oyt <é (A + UiAUi—l)>é 3 (,)mL(A) = w((I), A).

4 4

Si wa,(A)=o0, posons .

JR,-—_—SZI-, U[:I.

Soit U::Z U;Ps €M, et soit @ la partition constituée par les JI; et
i=1

les 01U, . On a aussitot

<(I)/, (ATITAU—1)>— max [wm‘_ (é(A—l—UiA‘Ji—1)>, mm/< (A+UAU; 1)>

1<isn

&)((I) A)

Tukorkme 7. — Soit A€M, et ¢ > o. Il existe des U;€ My(1=272") et un
Be(MnM ) tels que

2—"2 UAU; —

i=1

Bl <e.

St A€M, le théoréme subsiste a cect prés que B n’est plus nécessairement self-
adjoint.

Démonstration. — Nous allons démontrer le théoréme pour ¢ = ;(?)pwu(A)
b
. 3\» ‘ \ .
(p, entier _}_o). Comme é <Z) wy(A) -0 quand p oo, le théoréme sera bien
vrai pour tout ¢ > o.
Pour cela, d’aprés le lemme 3.6, il suffit de prouver qu’on peut trouver,

pour tout p, une partition ® finie de 4 dont les éléments appartiennent A MA M/
et des U;e My(1 =7 2") tels que

(10) ® <(I), 2*”2 UiAUi“>é (%)pm"(A).

i=1
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Nous allons montrer qu’il en est bien ainsi, par récurrence sur p. Pour
p =o0, c’est évident, en prenant ® réduite a I'élément 4, et n=o0, U, =1.
Supposons done (10) réalisée pour I'entier p. Alors, d’aprés le lemme 3.8, on
peut trouver une partition @ finie de 4 dont les éléments appartiennent i
MNM etun UeM, tels que

2 y o
® [‘DG - <2—"Z U AU 4 o= U (Z U,AU,—'> U—l>]
i=1 i=1 /
3 < . 3\ pr+1
= i ® <(D, 2—"2 U[z\[?t-_‘> = <7'> oy (A)
i=1

et il suffit alors de remarquer que

3 [—2 UiAU;‘ 4 o—rU <2 U,~AU;1> U-l]

i=1 i=1

— o—in+1ll [ Z UIAIJI_I +2 (IJ[],)A(U(L)A1] .

i=1 i=1

Si maintenant AeM, il suffit d’écrire A=B 4 /C, avec Be My, Ce M, et
d’appliquer le lemme 1. 1.

Ainsi, M vérifie C. 4, quel que soit 'anneau d’opérateurs M contenant 1. Les
recherches concernant (/.5 vont nous demander plus d’efforts.

Avant de les commencer, explicitons une conséquence immédiate de nos
résultats :

Si AeM, I'ensemble convexe uniformément fermé K, engendré par les UAU™*
a une intersection non vide avec MNM'.

Les remarques qui suivent ont été suggérées a I'auteur par R. Godement. On
pourrait définir les anneaux de classe finie comme les anneaux M pour lesquels
M, vérifie C’.5, ouencore pour lesquels K,ANMAM se réduit d un point lorsque
A eM;. Alorson passeraitimmédiatementaux théorémes 10 (saufles propriétés
58 et 7), 11,12, 13 du Chapitre VII, qui sont les résultats principaux de ce
travail. Il est & noter que c'est cette définition qu’on utilise pour caractériser
dans les applications les anneaux de classe finie (¢/. des travaux a paraitre de
R. Godement). Cependant, il resterait & montrer que, pour les facteurs, ceci
équivaut & la définition de [3] des facteurs de classe finie. 1l importe aussi de
pouvoir démontrer la propriété 583 du théoréme 10, et les théorémes du Cha-
pitre VIII. Aussi, nous allons adopter une définition des anneaux de classe
finie qui généralise directement celle de [3].
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IV. — Définitions et lemmes préparatoires.

Deérmition 4.1. — M sera dit de classe finie si les hypothéses NgM, N~ H
entrainent M =H, cest-a-dire st les hypothéses A€M, AA*=1 entrainent
A*A =1.

Dans toute la suite, M désigne un anncau de classe finie. Mais il est facile
de voir que plusieurs des lemmes qui suivent sont indépendants de cette
hypothese.

Les facteurs de classe finie et les anneaux abéliens sont des exemples
typiques d’anneaux de classe finie.

LeMME 4. 1. — Soient MM, 9tnM, avec M C I, M~ I, On a M = .

Démonstration. — On a

MPHON)~NPHON) =T, donc M@PMOo)=1I, =02t

LemMe 4. 2. — Toute partition homogeéne est finie.

Démonstration. — Supposons une partition homogéne infinie (91, M., ...).
Soient M =@ My, M'=HM,. Ona Mrv oM’ (lemme 3.4) d’ott 1L = I/
(lemme 4.1 )lj’loh M, = o,lT:—e qui est absurde.

Lemme 4.3. — Sott MnM. Sotent (OW,),_ic, (W) i, deux partitions homo-
genes de N avee Ny~ IN,. On a n=p.

Démonstration. — Soit par exemple n—p. On a (lemme 3.4)

n n
M= MN,;~ P IM; CIN,
i=1 i=1
d’ou (lemme 4.1)
n 1
PN =M= on;.
i=1 =1

Comme :)TL;,# 0, n=p.

DermNiTioN 4. 2. — Soit M M. On dira que I est simple 51l existe une variété
IqMNMN et une partition homogéne (ON;),_,-, de I telle que Ny = M (ce qui
impose N £ 0).

LemyE 4. 4. — Soit MM une variété simple. L'entier n de la définition 4.2 est
bien déterminé par ON. De méme, la variété I de la définition 4. 2 est bien déter-
minée par N et n'est autre que [ M ].

Démonstration. — Le lemme 3.1.y entraine aussitot que 9T =[IM"].
L’énoncé relatif 4 'entier n résulte immédiatement du lemme 4. 3.
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Nous pouvons alors poser la définition suivante :

Devinttion 4. 3. — Soit N M une variété simple. L'entier n de la définition 4 . 2

. , 1 . . .
sera appelé ordre de V.. L'opérateur ;Pm, quv appartient a MNM', sera
noté 1'(I).

Lewye 4.5. — Soit MM une variété simple d’ordre n. Soit StqMAM'. St
M NI o, M NI est une variété simple d’ordre n.

Démonstration. — Soit (I, My, ..., M, ) une partition homogeéne de [IN"],
avec I, =M. D’apres le lemme 3 5, les OM,;NIt forment une partition
homogene de [ '] 9LaMAM'. Dot le lemme.

DiriNttioN 4. 4. — Soit M M. Orn dira que U est irréductible st O # oetsl
n’existe aucune partition homogéne d ordre 2 majorée par M (7).

Lemve 4.6. — Sotent N M, 9Un M, avec NU~o L. St N est irréductible, I est
irréductible.

Démonstration. — S’il existe une partition (9L, 9C,) majorée par I, avec
Iy~ I, posons I, =U(I,), M, =U(I,), UeM,, admettant T et M
comme variétés initiale et finale. (J1,, ON,) est une partition homogéne
majorée par JNL.

LemMe 4.7. — Soit M une variété irréductible. Soient A€M, BeM
deux opérateurs réduits par . Les parties induites par A et B dans O sont
permutables.

Démonstration. — Comme tout opérateur de M réduit par 1L est une combi-
naison linéaire d’opérateurs de M réduits par J1¢, il suffit de prouver le lemme
quand A et B sont self-adjoints. Deux opérateurs self-adjoints sont permutables
si et seulement si leurs projecteurs spectraux sont permutables; on peut donc
se borner au cas ou A et B sont des projecteurs. Or, supposons qu’il existe des
variétés O, M, M, contenues dans I, non compatibles. Alors, d’apres
Pintroduction, il existe des variétés It,, I, I,mM, avec I, CIN,,
I, CMOIM,, I, CIMN, telles que I, soit en position p’ avec I, et I, et
telles que 91,0, I 520, I, 0. Dot I~V I~ I, de sorte que
(9¢,, 9T)) est une partition homogene majorée par INt. D’ou absurdité.

LenMe 4.8. — Soit MM une variété irréductible. Sotent N, Ny M deux
variétés orthogonales contenues dans . [ MY ] et [ Y] sont orthogonales.

(7) Dans le cas d'un facteur, on peut montrer que cette notion coincide avee celle de variété
minimale de [3].
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Démonstration. — Supposons I} et I} non orthogonales. Alors il existe
U, eMy, U, €M, tels que U, (I, ) et U,(IN,) soientnon orthogonales. On peut
donc trouver 9T, c U, (MN,), I, U, (IM,) avec I, nM, I,y M, I, ~ I,
I, £ 0, 9,52 0. Soient 9, =UT'(9)), 9, =U,"(9C,). Ona 9, £ 0, I, 540,
I, oI NI, ~o I, et I, C N, 9L, C I, sontorthogonales Donc(‘)‘é,,ﬁ‘c )
est une partition homogene majorée par I, ce qui est absurde.

DEFINITION 4. 5. — Une variété N sera dite homogéne st WMoqMAM’ et 'il existe
une partition homogéne (OMN;),., de N, Lune des variétés W, (donc, d'apreés le
lemme 4.6, toutes les variétés OW;) étant irréductibles. Autrement dit (lemme 4. 4),
N est homogéne s'il existe une variété irréductible simple 9U telle que
M = [9M]. '

Lemve 4.9. — Toute wvariété irréductible contient une variéié irréductible
sumple.
Démonstration. — Soit N, une variété irréductible. Considérons des variétés

M, M,, ..., choisies successivement de telle sorte que, pour chaque entier n,
(O;),-ic,, soit une partition homogéne. D’aprés le lemme 4.2 la suite (J1;) ne
peut étre infinie. Donc il existé un entier p et une partition homogene (O1;),...,
avec la propriété suivante : M, =HOS(M, P N:;PH...PHIMN,) ne contlent
aucune variété équivalente & J11,.

Appliquons alors le théoréme 6 & I, et I, en observant que I, et I,
sont orthogonales. Il existe : '

deux variétés JTZan\[’ M aMAN (N=HEM);
trois variétés m,, m, , myn M contenues dans J1t, deux a deux’ orthogonales

trois variétés m,, m,, m,qM contenues dans O, deux & deux orthogonales,
avec

my ~ my, m ~ m, Ny=m,H m, P m, MNy=m', P m\y P m,.

Supposons m, = o. Alors, M, =m, @ m,~m,P m,, CIN,, contrairement i
notre hypothése. Donc m, £ o. B

Puisque I, ~v I, il existe des variétés m;, m;, orthogonales complémen-
taires dans 01t N ON, avec m;~m,, mi~m, et (m;),.., est une partition homo-
géne. Chaque m; est irréductible puisque m,c I, est irréductible. On va

montrer que @ myMAM/, de sorte que m, sera la variété irréductible simple

157<p
du lemme.

N, M,, ..., M, N, sont orthogonales, sous-tendent H, et sont compa-
tibles avec J1L et N'; done m,, ms, ..., m,; m,, m,, ..., m,, m, sont orthogo-

‘nales et sous-tendent OW. D'autre part, [m)|coN et [m"]coN sont
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orthogonales (lemme 4.8) et contiennent respectivement m, ®m.@...Pm,

et my@Pm.P...Hm,EPm,. Done
m@m@...H m,=[mi|aMaM.

Ce lemme va nous donner une décomposition de I'espace H qui permettra
de dissocier le probleme fondamental en probléemes partiels. Cette décompo-
sition sera établie au lemme 4.11. Auparavant, notons encore pour plus
tard le

Lemme 4. 10. — St H est homogéne, toute variété N,qM, I, £ o, contient une
variété irréductible simple.

Démonstration. — Soit (I;), .., une partition homogéne de H, chaque J1;
étant irréductible. Soit M, M, I, =~ o. Appliquons le théoréme 6 a IO,
et IN,. Il existe :

deux variétés N, NUMAMN, NM'=HES N

trois variétés mq, m,, m; M contenues dans I, m, orthogonale & m, et m, ;

trois variétés m,, m,, m, contenues dans I, m orthogonale a m, et m/,
avec

my~ my, my ~ m'y, NMy= myP meP my, NMy=m P m' H m/,.

Si my@m,=o, on a m,@Pm,=o, donc :m(,zh‘ioc.m, J]”L,:E’1c91‘(,’.
Mais J1t,5£ o entraine Il £o0, dou M=~ H, ce qui est contradictoire avec
[0 ]=H. Donc m,@ n7, = o. Mais alors, comme m, P m, ~m, P m, CIM,,
m,@P m, est irréductible. 1l suffit enfin d’appliquer le lemme 4.9.

Leume 4.11. — S'il existe des variétés irréductibles, il existe une partition
(OM;)icr avec les propriétés suivantes :

a. Chaque OW; est homogéne;
b. M=HOE (@ DTI;) ne contient aucune variété irréductible.
iel

Démonstration. — Soit & I'ensemble, non vide, d’aprés ’hypothése, des par-
titions ® = (9L,);c, dont chaque élément est homogéne. Etant donnés deux
¢léments de &, ® et @, la relation ®C® ordonne &. 1l est immédiat que le
théoréme de Zorn est applicable. Soit donc ® = (I1;),, un élément maxima
de & Soit M =H5 (P :)]‘L,») et raisonnons dans I’espace Jlt dans lequel M

\iel
induit un anneau d’opérateurs de classe finie d’aprés le lemme 4. 1. Si J1L con-
tenait une variété irréductible, I contiendrait (lemme 4.9) une variété irré-
ductible simple donc une variété homogene, desorte que ® ne serait pas maximal.
D’ou le lemme. :
Enfin, les deux lemmes suivants nous seront aussi utiles.
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Lemve 4. 12. — Sozent 90, M, 9, M, 9tqM acec 9T, C I, 9, C I, I~ IL,.
On a
N O N, ~ IO I,

Démonstration. — Soient I, = IS I, M, =N G IN,. Appliquons le
théoréme 6 a I, et N,. Il existe :

deux variétés 0N, M'MAM, M =HS M ;

trois variétés m,, m,, m, ;M contenues dans I, m, orthogonale & m, et m,;

trois variétés m', mi,, m,nM contenues dans O, m, orthogonale a n7, et ),
avec ‘

my e~ M., my ~ mly, Ny=m;p m, P m, MNy=m,PH m', P m,.

Posons
ny= 9L, NN, ni=9L, NI,
= 9L, NIM, ny =9, NIMN';
n =39t NN, n' =9t NIN;

D’aprés le lemme 3.5, on a n,~on,, 0’ ~on,.
N, et I, sont orthogonales complémentaires dans 9¢. Donc

MNAM=m@Pm e  ILAM=n,

sont orthogonales complémentaires dans ItNIM=n, M, NN =m| et
I, NI = n| sontorthogonales complémentaires dans 9t NNV =nr'.De méme,
m, et n, sont orthogonales complémentaires dans n, m, @ m, et n, sont ortho-
gonales complémentaires dans »’. Alors

n=m,@P n,~ m P 111:116;)_11
d’ou (lemme %4.1) m, = o. De méme, m, = 0. Donc

Ny,=my P m, ~ m P m', = IM,.

LemMe 4. 13. — Soit A€ (MNM')s. St, pour toute M MAM’, on a my(A) Lo,
onalA_—o.

Démonstration. — Si I'on n’avait pas A — o, il existerait une variété spectrale
M de A telle que mu(A) >o0. Or My MNAM'. D’ou contradiction.

Ces lemmes étant établis, reprenons les notations du lemme 4.11. Pour
établir la validité de C'.5, il suffit de raisonner dans chaque espace J1; et dans
'espace J1L. Autrement dit, on peut supposer que H est homogéne ou que H ne
contient aucune variété irréductible. Nous allons envisager ces deux cas aux
Chapitres Vet VI.
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V. — Gas ou H est homogéne.
TutoriME 8. — St H est homogéne, M vérifie C'.5

Démonstration. — Soit (O, I, ..., IM,) une partition homogéne de H,
chaque O, étant irréductible. Soit W; eMpl, les variétés initiale et ﬁnale de W
étant I, et I (14;47;) Soit g€M,, avec || g||=1, et soit g;=W,g.

Soient AGMS, Ut <Zp) des elements de My, A;(1=j =p) des éléments

YA
de R avec 27\,_0 Supposons 2)\ U;AU =5 A" avec un A'e(MNM'),. 1

j=1 j=1

faut prouver que A’ o.

1. Supposons A>o0. Alors, A =B?, avec B€M;. Soient U€ M, et C=1UB.
Soit C,‘j: ‘/V;CW,. Ona

2<Agu &)—2(13 g gl>—§ || By | ~2 [Cgillr= ¥ | CW,g |

i=1 i=1 i=\ i=1 i=1

:Z 2 P CW. g 2 zuw Cwigu-_z Z(G* Cogr 8):

j=1 i=1 j=1 i=1 . j=1 i=1

3 (wav-g, ga—EwBBU*m, gz>~2<GC*gu gn_En ALES

i=1 i=1

2 }_nw CWigl: ZHC;,g: ~2 Zm,lc,n )

j=1 i=1 /lzl j=1 i=1

Or C; et Cj; sont réduits par O, irréductible, donc (lemme 4.7) :
C;:C,g=C;Cjig. Donc

Z(A : &)—Z(UAL ‘& &0)-

i=1

Par suite
n _ YA " i
o:E'(E A;U,;,\L‘nt) g gi]gx (m(A) gy &) =nm(N").

i=1  i=1 Pl

Donc m(A") = o.

2. Supposons A €M quelconque. On a A ++ A>~ 0 pourun ~€R bien choisi.
Or

P »
D LUHA + k) U =N LU AU A
j=1 j=1
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — FASC 3. 30
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et, d’apreés la premiére partie de la démonstration, on peut encore conclure
m(A") Zo.

On peut répéter ce raisonnement dans toute variétée M nMAM, le
lemme 4. 13 prouve alors notre théoréme.

VI. — Cas ou H ne contient aucune variété irréductible.

Dans ce Chapitre, M désigne un anneau de classe finie sans variétés
irréductibles.

Deririon 6. 1. — Soit My M. On dira que OV est une variété fondamentale
(ou que Py est un projecteur fondamental) si I est une variété simple d’ordre 2"
(n entier), autrement dit 51l existe une variété L MAM' et une partition homo-
gene finte (M), .. de I telle que IV, = JWL. On désignera par M{ l'ensemble
des projecteurs fondamentaux de M. On écrira MM/ st Pyw €Mf. Une parti-
tion sera dite fondamentale si tous ses éléments sont fondamentaux.

Lemme 6. 1. — Soiz M vy M, O =£ o. 1l existe une partition homogéne d ordre o
de L. '

Demonstration. — Disons que deux partitions semblables ® = (J1;),,,
®'= (M, ),;c; majorées par I sont orthogonales si IN; et I, sont ortho-
gonales pour €1, j€l. Soit & I'ensemble des couples (@, @) de partitions
semblables orthogonales majorées par J1t. Etant donnés deux éléments de &,
(b, @) et (®,, @), la relation «dcC P, et ¥’CP, » ordonne &. Toute sous-
famille (®,, @), totalement ordonnée de & posséde une borne supérieure,
a savoir l’élément<U ®,, U(I)r> Soit (théoréme de Zorn) (@, @) un

rekR rekRr

M =@M,. On a M~ (lemme 3.4), et N, N sont orthogonales.
iel . . o .

Supposons I NV £ NL. Alors m=MS(MPIM)£0, donc il existe

une partition homogéne (n, n') majorée par m. Alors, (OU {n}, @'y {n'])est

encore un ¢lément de &, ce qui est absurde puisque (®, ®') est maximal.

Done U@ N = Int.

élément maximal de &. On a@:(ﬁ,) i @’:(ﬁ_tf)ieq. Soit O_T‘L:@ﬁi,
iel

Lemye 6. 2. — Souz M M, N £ 0. Il existe, pour tout entier n, une partition
homogéne d’ordre 2 de J1L.

Démonstration. — Raisonnant par récurrence, supposons qu'il existe une
partition homogéne, (), ; ., de L. Soit (lemme 6.1) (9T,, I,) une par-
tition homogéne de O1,. Comme 1, ~/INL;, on voit aussitot qu'il existe une
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partition homogeéne (90,;_,, 9,;) de I, avec I, VI~V Iy~ La
famille (9¢;), ;.. est une partition homogéne de JL.

Lemve 6.3, — a. Soiz M, M/ et soit M,~ON,. On a M, M/ et
T(OM,) = T(M,). |
" B. Sowent N, M/, N,y M/ T(O1, ) =T (IN,) entraine I, ~v INL,.

Démonstration. — 1. Soit (L)), ;.. une partition homogéne de 9t MM/,
avec I, =0N,. Soit M,~IM,. On a IM,cI (lemme 3.1.0) et
NS My~ ILG M, (lemme 4. 12). Done il existe une partition(J1,),_, .. de
NGO M, avec NM,~ I pour 272" Alors, en posant JN,=IIL,,
le systeme (ON)),, .. est une partition homogéne d’ordre 2" de 9. D’ou «.

2. Soient (M), .. et (M), ,. deux partitions homogénes de Sty MM/,
avec M=, N,=20,. Appliquons le théoréme 6 a I, et IMN,. Il
existe :

deux variétés O, M MAM, N =HG IN;

trois variétés m,, m,, m, 1 M contenues dans 1, m, orthogonale & m, et m, ;

trois variétés m’, m,, m,n M contenues dans O/, m, orthogonale am, etm,,
telles que _

my ~ m., m ~ml, My = m; P m, P m,, My =m, P m', P m,.

Comme I~ M, on a M. =m' Pm P m’, m', m, m; étant deux i
deux orthogonales, avec m', @ m’, C M, m,' C NV, m, ~om,, M, ~om,, m'~om,.
De méme, on a I, =m' @ m,' @ m, m., m,’, m,’ étant deux a deux ortho-
gonales, avec m, C M, m,'@ m,' CN, ml,~omy, m,'~om,, m,' ~om,.

Puisque les J1}, compatibles avec It et IV, forment une partition de 9,
les I A Ot =m' @ m’ forment une partition de 9L NI. De méme, les mr'
forment une partition de 9tnI. On a m,~om,, donc (lemme 3.4)

NAM~Pm. cINIM, d’ou, par le lemme 4. 1, m, = 0. De méme m,'= o.
i=1
Donc M, = m, @ m . ~omy P m,= IM,. D’ou B.

Lemume 6. 4. — Sozt N, M, N, £ o. Il existe une variété fondameniale con-
tenue dans O, .

Supposons que 1, ne contienne aucune variété fondamentale.

Construisons successivement des variétés I,, N, ... de telle sorte que,
pour chaque entier n, (O;),.,., soit une partition homogéne. D’aprés le
lemme 4.2, cette construction ne peut se poursuivre indéfiniment, done il
existe un entier m, et une partition homogéne (), ,.,, avec la propriété
suivante : g

M,= H@( P 91‘Ci> ne contient aucune variété équivalente a J01t,.

\1<i<m
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Appliquons le théoréme 6 & I, et ITL,. 11 existe :

~deux variétés M, OR’nMnM’ avec M'=HEM;

“trois varletes my, my, m,nM contenues dans JI avec m, orthogonale &
etm,;

trois variétés ni,, m,, m, M contenues dans 0V avec ', orthogonale & ni,
et m,, :

avec
my ~mg, m, ~ m, My=m, P m, P m' My=m, P m, P m,.

Comme M, ~IM; pour 1==i/=n, on a I, _m,@m @m m;, my, m,
étant deux a deux orthogonales, avec m;~m,, m; ~omy, m, ~m,, donc
m;C I, m;C N, m; C V. Puisque I, O, IM,, ..., I, sont orthogonales
et sous-tendent H, m,, m,, m,, ..., m,, m,, m,,..., m,, sont orthogonales et
sous-tendent 1. D’ailleurs, It £ o, car I = o entrainerait

Ny=m, ~ myCIN,

contrairement aux propriétés de J1T,.

Puisque m, @Eicml, m, @El ne contient aucune variété fondamentale.
Changeant de notations, nous allons faire jouer a IOt le role de H et
a m,@ m, le role de O1,. Nous avons alors la situation suivante :

M, =~ o0 ne contient aucune variété fondamentale. Il existe une partition

s . S,y
homogéne (01L;), -, telleque M, =H S KEB 91‘(,) soit équivalente aune variété
i=1

contenue dans IN,.
Soit (M), ,,, une partition homogéne de H telleque 2 > n + 1 (lemme 6. 2).

Cette partition est fondamentale. Appliquons le théoreme 6 & L ITL, et ONL. 1
existe :

deux variétés O, My MA M, M'=HG I .
trois variétés my, my, m*n M contenues dans I, m, orthogonal a m, et m';
trois variétés m,, m'*, rTz“nM contenues dans I/, m'* orthogonale & m)
et m'!
avec
my~ m', my ~ m/t M= 1711@ ny @ ', M= m! @m” @ m'.

Les 01U sont orthogonales et sous-tendent H, donc les m/= 011N T sont
orthogonales et sous-tendent J1L. Si m/>£ o, les m' sont donc fondamentales, ce
qui est absurde puisque m'~m'~ m, CIN,. Donc m'= o et par suite Nl =o.
Alors

Iy = m), ~ m't Con,
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Puisque chaque O1;, pour o Z7 < n, est équivalente & I, ou a une variéteé
contenue dans J1L,, on en déduit que 1L, est équivalente, pour 0 =i~n, a

. . " .
une variété contenue dans I+, donc que H= ) IN; est équivalente a une
i=0

n+1
variété contenue dans @ =< H ce qui est absurde.

i=1
Le lemme précédent montre au fond I’existence d’un nombre suffisamment
grand de variétés fondamentales. ‘
Toutes les démonstrations qui viennent sont maintenant orientées vers la
démonstration du lemme 6.13.

Lemye 6.5. — Sozent Mg M/, MU M/, ItqMAM, acec T(NM)=27P Py,
T(OW)=271Py, et g >=p. Il existe une partition homogéne (M;),_,_,,, de I,
avec N~ NV (1 ZiLa1r),

Démonstration. — Soit (), .., une partition homogéne de I, avec
M, =JU. Posons, pour 1=j 2"

‘ js1—p

M= N,
r={(j—1)29-r-+1

D’apres le lemme 3. 4, MM, ~ | pour 1= ", Dong les MM} forment une
partition homogéne d’ordre 2” de 9T, de sorte que T(IM|) =277Py="T(IMN).
Donc (lemme 6.3. (), U~ JIL. La partition de J1L} en variétés U fournit la
partition cherchée de O1t.

Lemme 6.6. — Soient N, M, N, M, ..., W, M. Il existe des variétés
orthogonales £2,, 25, ..., L,yMAM' sous-tendant H, telles que, en posant,
mi’a: OTL,n f’)a on ait

Mig=o0 ou [M]=r (ZLiZtn 1=Za0).

Démonstration. — Le lemme est immédiat si U'entier n est égal 4 1 [il suffit
de prendre £2,=[0N}], £,=HE 2,|. Supposons-le démontré pour 'entier n
et démontrons-le pour 'entier n—+ 1. Soient done I, Ny, ..., I,y 1 M/,
Il existe des variétées orthogonales 2,, £, ..., £,qMAM’ sous-tendant H,
telles que, en posant

Ny = IMGNLy (1£iZn+1,1ZaZw),
on ait
S Myu=o ou [MY]=£,  pour 1=iZn.
On a £, =[O, ,|C £, Soit £o= £, £,.0n a M, ., ,NL,=o. Dailleurs

NN L,=o0ou [M;NLC)Y]|=x, pour 1-i—n,1—a"w, r=1, 2. D’ol
le lemme pour I'entier n 1.
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Lesve 6.7. — Sois (Mi)icicn une partition fondamentale de NUnM.
Soit (I;),,., une partition fondamentale majorée par M ou une famille vide.
Soit 9L M/ telle que ‘

r n
DT () +T(90) £ ¥, T(My).
j=1 i=1

Alors il existe une 9, ~ I telle que (I}),.;.,.., soit une partition majorée
par JIt.

Démonstration. — 1. Supposons d’abord qu’il existe une variété 2nMAM
telle que T(IM,;)=27iPy, T(I;)=2"Pq, T(I)=12"Py, r;, 5;, 5 btant des
entiers. Soit ¢ un entier supérieur aux r;, aux s; et a s, et soit M/ telle
que T(2)=27"P, (lemme 6.2). Soient (M) srs (I)cyosyss
(9U), -y des partitions de I, N, IC, aveec M ~v I~V I~V Z pour
1ZiLn 1k =2 1] <p... (lemme 6.5). (ON}),_,,, s s est

une partition fondamentale homogéne de N, d’ordre 22’1—"i.(9‘c}*)1£j§,,’ | cuzai-s

i=1
»

est une partition fondamentale homogéne majorée par O, d’ordre Ez’f—fj.
. j=1

L’hypothése du lemme s’écrit

P

n

Q . QU

2 27 - o L 2 2~
i=1

i=1
ou

P n

(%) N 21T avs Z ¥ a0,

i=1 i=1
[1
Choisissons, dans I’ensemble & des 01, un sous-ensemble &, de 22’1_‘1'

R j=1
éléments. D’aprés le lemme 3.4, la variété qu’ils sous-tendent est équivalente

N p . N M 3 ) ’ ’ > >
a 9t =P I;. Soit M la variété sous-tendue par les éléments de & — &,. On
=1
a(lemme 4.12)
M~ MO I

Donc il existe une partition (9,),.,.,, de MO I, m étant le nombre d’¢lé-
ments de &—&,, avec I, ~vIM(1=v—=m). Or 'inégalité (x) prouve
que m>-27". Remarquant que IU,~ I pour 1-v27", on voit

Coeq—s 29—s
que It~ @ I,. Donc P I, est la variété 9¢,., du lemme.
v=1 v=1

2. Envisageons maintenant le cas général. Il existe (lemme 6.6) un nombre
fini de variétés orthogonales, £, £2,, ..., £, MAM telles que, en posant

My =MN Ly =90 L,  Ny= AL,
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on ait
M=o ou [oM}),]=r,,
Myg==0 ou [}, ]=ry
I, —=o ou [3112] = £2,.
Donc
TON,) =0 ou 2 "haPe
T(Itj4) =0 ou 27%aPe
T(9t,) =o ou 27 Pe ,
et

n

r )
D TE0) + T(I) = ¥, TORy).

j=1 i=1

D’aprésla premiére partie de la démonstration, etraisonnant dans 'espace £7,,
il existe une variété 9, .~ I, telle que (I;,), ;.. soit une partition
majorée par I, si I, 5= o. Il suffit alors de poser

w
N1 =P ps s
A=1

Lemme 6.8. — Socent N4, M, M, M, ..., N,y M, My MAM des cariétés
telles que | M| = I pour 1 =i ~n, avec M £ o. Soit M,.,qM une variété
telle que M, ., NIM £o0. Alors il existe une variété NUqMAM, contenue
dans O, avec MU' 5= o, et telle que, en posant N, = N, AN, on aut [N ]| = NV
pour1=i=n—1.

Démonstration. — Posons
I = [(IMy oy AIMY], et O, = DN, NI (1 =8 Zn 4+ 1).

Onadl, ., NIM M, donc(lemme3d. 1.a) M C . D’autre part, N, NN £0
entraine J1U'=< o.

Montrons que [N ,]=M.0WcIM donne I, NN CI,,, NN
d’autre part, M DIM,,., NI donne IM,, NI DIN,, NIN. Done

Mg A= My NIV=DN, , ,.

Donc [0}, [ ]=[(OMN,., NI ] =1L,
Montrons enfin que [ON)]=0" pour 1=i—n. On a MM, cIN' donc
(lemme 3.1.0) [OW"] €O, Si Uon avait [ M| £, on aurait

(M E o'y P[] = o,

et, comme (M S M) P[M}]| DN, il y aurait contradiction puisque I est
la plus petite variété contenant I, telle que L MAM'.
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Lesve 6.9. — Soit (ON;),e une partition fondamentale dont tous les éléments
sont d’ordre strictement inférieur @ un entier n. Il existe une variété L nMAM
telle que I £ 0 et NN, = o sauf pour un nombre fini de variétés M,

Démonstration. — Soit i, €1, et soit 91, =[IMN}]. Si I, NN, = o pour /€],
i1y, le lemme est démontré. Sinon, 9, NI, =0 pour un 7,€l. Alors
(lemme 6.8) il existe une 9L,y MN M/, avec I, C I, I, £ o, telle que

[(9Ts NI, )] = [(IL, A DI, ] = 9T,

SLIL,NM;=opouri€l, i5£1,, i1, le lemme est démontré, etc. Suppo-
‘sant qu’aucune des variétés IU; successivement construites ne puisse jouer le
role de la variété 9¢ du lemme, nous allons aboutir 4 une contradiction. Posons

m;— 91" N :)]li.

On a
[m,‘f]:[m?: = ... = [nz?’{]———f)t:1¢ 0,

de sorte que les m, forment une partition d’ovdre n majorée par 9¢,. D’autre
part, d’aprés le lemme 4.5, chaque variété m, est une variété fondamentale
d’ordre strictement inférieur a n. Soit 27 Pordre maximum des m,, et suppo-
sons par exemple que m, soit d’ordre 27(2”< n). Il existe une partition homo-
géne d’ordre 2r de [m)]=91,, soit (m;), ;. avec m,=m,. Daprées le
lemme 6.5, on a m;~ m; Cm, pour 1=j = 2", donc (lemme 3.4) :

2p op
Ny=Pm;~P ml'-' ¢ I,
j=1 #

j=1

D’ou absurdité.

Lemye 6. 10. — Soit (ON;),, une partition fondamentale dont tous les éléments
sont d'ordre inférieur a un entier fixé. Il existe une partition (%), de H,
avec T,y MM telle que, pour tout j€J, on a ;N IMN;= o sauf pour un nombre
Jint de variétés IN,.

Démonstration. — Soit & 'ensemble des partitions ® = (<)), cx, avec
2. qaMAM, telles que, pour tout t€K, on ait €, NN, = o sauf pour un
nombre fini de variétés ;. Ktant donnés deux éléments ®, &', de &, la rela-

tion ® Cc @ ordonne & et le théoréme de Zorn est applicable. .
Soit (2;);e; un élément maximal de &. Soit @:H@(@@J). Si ££0,0n
' j€l

peut appliquer dans I'espace < le lemme 6.9, d’ot absurdité puisque (Z;);e;, est
maximal. Donc € =o, et les €, forment une partition de H. D’ou le lemme.

Lemye 6. 11. — Sott (IM;)ig, une partition fondamentale. ZT(JR[) existe, et
: ) iel
méme on a
DTy

iel
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Démonstration. — 1l suffit de prouver que, pour toute partie finie J de I, ona
ET(J‘I‘Lj)é 1. Autrement dit, nous pouvons désormais supposer I fini.
]EJSOient alors (lemme 6.6) 2, £2,, ..., £2,MAM des variétés deux a deux
orthogonales sous-tendant Htelles que, en posant N; ,= ;N £, onait N, ,—o
ou [, ]=£,. Les M, ,5£0 forment une partition fondamentale dans 7,
(lemme 4.5), et, raisonnant dans I’espace £7,, on voit qu’il suffit de prouver le
lemme quand T(91;)=27"".41 pour/€l. Soitalors n un entier supérieur aux =,
et (91;)i.j..- une partition homogéne d’ordre 2" de H. D’aprés le lemme 6.5, il
existe une partition d’ordre 2"~ de J1; par des variétés équivalentes aux 9,
et 'ensemble de ces variétés forme donc une partition, soit (9¢;), d’ordre

Y2 dont toutes les variétés sont équivalentes aux 9t;. Si I'on avait
iel

277> 2" on aurait

iel

=1

=@, ~Pay=11,
j=1
d’ot absurdité. Donc

-
E oni L ol ou ZQ""»‘éI. C. Q. F. D.
i€l i€1

LemyMe 6. 12. — Sotent A€ (MNM'),, BE(MNM'),. St lon a A™> B, il existe
une variété MM/ telle que A > B + T(IMN).

Démonstration. — Puisque A — B > o, il existe une variété IlqMnNM telle
que my(A—B)>o0. Soit pun entier tel que 277 < my (A —B). Soit (lemme 6.2)
MM/ telle que T(IM )= 277Px. N répond aux conditions du lemme.

Lemye 6.13. — Sotent (OMN;)iq1, (M)}, deux partitions fondamentales telles
que PN;=PHNM;. On a
JEI

iel

ET(olzl-):ET(on;).

ier jel
Démonstration. — On va montrer que, pour toute partie finie J' de J, on a

2 T (1) ézT(oni).’

jey iel

Il en résultera
ET(DR})éET(ORi),
jE€J iel

et, par symétrie entre les J1; et les I, le lemme sera démontré.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVL. — Fasc. 3. ' 31
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Or, si 'on n’avait pas ZT(DR})éET(mi) on aurait, pour une variété

ﬁ'Y]MﬂM", jev iel
inﬁ[ZT(DYI})~ZT(DRi)] ~ o.
jeY fEI N

Raisonnant dans I’espace £ que nous appelons désormais Il par changement de
notations, on voit que nous sommes ramenés i prouver ceci :
Soient (M), une partition fondamentale, et (01U, I, ..., JI,) une partition

fondamentale majorée par ZQEBIOTL, L’inégalité ZT(OR})>ZT(DTL,)estimpos—
. =1 iel
sible. :
Or, supposons cette inégalité vérifiée. D’apres le lemme 6. 12, il existe une
variété L M/ telle que

Z T () T (1) + ZT (On).

j=1 iel
Nous allons voir que ceci entraine I'existence d’une partition (9¢;);y,; majorée
par PN, telle que IL;~I; pour ;€luiol, dou l'on déduira, par le
j=1
lemme 3.4

n :
P~ Pt € I, PP It c Py c P,
j=1 i€l

i€l el P =t
d’ou absurdité par le lemme 4. 1.
Tout revient donc a construire les 9(; moyennant ’hypothése

N (o= T(an,) + T (On,).
j=1 iel
Considérons, dans I'ensemble des I, (¢r€lujio}) les variétés d’ordre 2.
Désignons-les par M (£ € K,). Supposons construites des variétés I/ (k€K,),
I (keK,), ..., I (keK,), avec I ~IMY pour keK,(s=1,2, ..., T),

n
ces variétés formant une partition majorée par (§IONI;. Montrons qu’on peut
j=1

construire des variétés I (k€K,.,), avec I~ MY de facon que les
NP (keK,), I (keK,), ..., " (k€eK,,,) forment une partition majorée
par @M. On pourra alors construire les variétés 9; par récurrence.
j=1
Or, les variétés MY, ou n=~r—+ 1, sontd’ordre borné, et, en exceptant éven-
tuellement 01, forment une partition. On peut donc appliquer le lemme 6. 10.

Raisonnant dans chaque variété ; de ce lemme, on voit que, en changeant de
notations, on est ramené i prouver ceci :
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Soit (M, M, ..., I,) une partition fondamentale. Soit (I,, I, ..., I)
une partition fondamentale majorée par (PIN;. Soient I, I, ..., I, des
variétés fondamentales. Si -
n P r
N T(Or)= Y T(9)+ P T(I),
i=1 j=1 k=1
il existe des variétés I, It., ..., 9N, avec I~ I, pour 1—k—r, et
telles que I'ensemble des 9L; et des 9t} forme une partition majorée par I,
Or, ce résultat se déduit aussitot du lemme 6.7 par récurrence.
Ceciposé, introduisons les définitions suivantes (inspirées parcellesde[4])(*).
Derinition 6.3. — Soit g€H, avec || g||=1. Soient 6 € R, MM/, 9trM. On
Corira M) (resp. s o >>) 51 (Em g, )= 0(T(M)g, ) (resp. ==, <, ).

On écrira 9 =, 0 (resp. >, <gopy e.p) SLILFE 0 et 51, pour toute N, 1N/,
M, CM, ona M, 2,0 (resp. >, gy o) ‘

LemMe 6.14. — Soit (OW,)ig, une partition fondamentale de NrM/, avec
M >, 0 (resp. <) pour i€l. On a M >0 (resp. <,)-
Démonstration. — Les vecteurs Py g sont deux 4 deux orthogonaux et ont

pour somme P g, donc

(Porsy é’>:;<Pa1zlg: g)
iel
D’autre part (lemme 6.13)

(T(M)g, &)= X (TS, &)-

iel
Si (Pon,g, ) >0(T(M,)g, g) pour /€, on en déduit done
(Pangr é’)> OCT,(QR)é’: g).

C’est la seule utilisation que nous ferons du lemme 6.13.

Lemye 6. 15. — Soit MM/ avec M 0 (resp. >=,). Il existe une M/ avec
NCM et N, 0 (resp. >, ).

Démonstration. — Soit par exemple I 0, et supposons qu’il n’existe
aucune UM telle. que MU' c I, M=, 0. Considérons 'ensemble & des

(8) La définition 6.3, les lemmes 6.14, 6.15, 6.16, 6.19 sont & rapprocher de la définition 1.2.1,
des lemmes 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.1, 1.4.3 de [4].
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partitions fondamentales ® =(I1,),,, majorées par JN telles que O, >0
pouri€l. Si ®, €8, P, €& la relation @, c P, ordonne &, et le théoréme de

Zorn est applicable. Soit done ® =(N,)iq un élément maximal de &. Soit
ﬁ:@_ﬁi. Si M z£ 0N, on a MEINM £o, et, par hypothése, on n’a pas
i€l

MO M, 0, done il existe une mnM/ avec mcCIMEIM et m >, 0. Alors
® U{m! est encore un élément de &, ce qui est absurde. Donc 01U = M. Mais
alors (lemme 6.14) N, >0 entraine 1 >0, d’ou contradiction.

Donc il existe une variété O/ M, avec M C I et M=, 0. Soit Ity M/
avec 9L C I (lemme 6.4). On a évidemment 9t =, 0. '

Lemme 6. 16. — Sozent Dn-an M, O =£oet geM, | g||=1. Pourtout > o,
il existe une variété MM/ et un nombre 1.(1 =% <+ =) avec M. CIMN,
A ég,,,ORE,_ég)pl —+=.

Démonstration. — On a Py ="T(I), donc MM >, 1. Donc (lemme 6.15) il
existe une variété UM/ avec U C I et M/, 1. Si T(INM')g=o0, on a
Pyvg=o0 et le lemme est trivial avec ON. =M’ et A>>1 quelconque. Si
T(OM')g £ o, laborne supérieure 2(>x1) des 0 tels que N>, ,0 est finie. On
vérifie aussitot que M,  A. Il existe une variétée N, M/ avec I, C I et
M, =, %+ =. Donc (lemme 6.15) il existe une variété N.vM/, avec . C I,
et M., , A+ c. Comme IN.CANU, on a évidemment N>, 2.

Lemye 6.17. — Soit g€H avec || g||=1. Pour tout ¢ > o, il existe une variété
M M/ et un nombre ).(1 % < o) tels que
h Ly MeZg ph 5

8. Pmsg#‘)',

Démonstration. — Soit MMM, O£ o, possédant la propriété suivante :
pour un certain ¢, > o, il est impossible de trouver une variété fondamentale
M, C I et un nombre A(1=% <+ ) avec

hZg pMeyZg ph+ 80y Pop, g7 0.

Soit MM A M, avec N 5£ 0, M’ c M. Appliquant le lemme 6.16 a 1,
on détermine une variété fondamentale O et un nombre A (1 =% <+ ),
avec MM, M CIN, % =, ,IN., =, ,+z,. D’aprés I'hypothése faite sur I,
on a donc Poyz, g = 0. Mais alors

o=(Py. & g)él(’l’(alt;n)g, &) dou  (T(IMe)g, g)=o.
On a d’ailleurs

T (ML) = 2~7P oy,
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avec un entier ¢ et une variété M MAM/, M'=£ o, M"CIN'. Done
(Ponr& g): o, Pyg=o.

2. Ainsi, quelle que soit MU'y M A M avee IV £ o, M C N, on peut trouver
une NM"nMAM avec "= o, M C I, Py g = 0. Considérons alors les parti-
tions ® =(IN;),, majorées par It dont les éléments appartiennent & MO M’
telles que Poy, g = o0 pour /€l. Soit & leur ensemble. Si b€ &, O’ €8, la rela-
tion ®Cd’ ordonne &, et le théoréme de Zorn est applicable. Soit donc
& =(J1;);; un élément maximal de &, et M =@M, Si N £IMN, on a
. — iel .

MO M >0, donc il existe unemMNM', avec mz=£0, mC MG M et P, g=o.

Alors 5U{m} est un élément de &, ce qui estabsurde. Donc M= @'ﬁii. Alors,
B ) el

P>z, = o pour i€l entraine P,r g=o.

3. OnaPyg=g£0.Donc H ne peut avoir la propriété admise pour I au
débutde la démonstration. Ceci prouve le lemme.

Apres cette étude des variétés J1tn M, nous revenons enfin a I’étude des opé-
rateurs de M.

LEMME 6.18. — Sotent A € Mg, et UM, N =£0, avec A>0, APyy="Pyy A=A.
Pour tout voisinage fort U de o dans M, il existe des nombres strictement positifs
(A)icicn €t une partition fondamentale (OW;),,-, majorée par N tels que

A —E)\iPDn_Ecu..

i=1

Démonstration. — 1. Soit MM, U =£ 0. Soit & I'ensemble des partitions
fondamentales majorées par 1. Sid, € &, ¥, € &, larelation &, C P, ordonne &,

et le théoreme de Zorn est applicable. Soit ® =(I1;);c, un élément maximal
de &, et soit I =@ IM,. Si M £ I, on a ME M o, done (lemme 6. 4),
iel .
il existe une variété mnM/ avec mCIMN G NM. Alors PU{m €&, ce qui est
absurde. Donc M =@ N;, donc Py adhére fortement 4 I’ensemble des
iel
EPOR.-’ ou J est une partie finie quelconque de I.
ield

2. Soient A€M et NnM, N £0, avec A0, APjy=P,x A = A, et soit U
un voisinage convexe fort de zéro. On peut trouver des nombres strictement
positifs 2, et une partition (J1;),,, majorée par It tels que A —ZliPmie é aU

i=1 .
n :

A—D0Po,

i=1

arbitrairement petit, les Py étant

<0n pourrait méme supposer
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des projecteurs spectraux de A>. Puis, pour chaque 7, la premiére partie de la

démonstration permet de trouver une partition fondamentale (01L;;),_,., majorée
par J1;, avec

i

I
Pmi—zl)miie S (nd)a

j=1

Alors

A —2 ZkiPmue‘u.

i=1 j=1

LemME 6.19. — Soit A€M tel que APy = Pon A=A (notations du lemme 6.17).

On a
IAgIF=(+e)lAg]. .

Démonstration. — On a A =UB, avec BeMg, UeM,,, et
UU=E, UU=E, EZPy, FZPy;
BE =EB =B, d’ou B2E =EB>=D2.
On a '
A*A = BU*UB = BEB = B,
AA*=UB2U"

Soit L le voisinage fort de zéro composé des opérateurs T tels que | Tg || =Z¢,,
TU*g|| < <, ¢, étant un nombre strictement positif. Soit (lemme 6.18) une
partition fondamentale (J11,),.,-, majorée par A;, donc par I, telle que

n
B — M hP oy €U,
i=1

les 2; étant des nombres positifs.
On a '

n

IAgIP=(Ag Ag)=(A"Ag, £)=(Bg, §)= X 1(Pom 8 &)+ 1

i=1
<<Bz _27‘,‘Pmi>g, g>
i=1 /.

<32 —2}‘1‘4szi>c‘»"
i=1
[A*g [P =(Ag, A"g)=(AA"g, 8)=(UBU*g, &)= L(UP,, U'g, &)+
~ L

i=1
<U<B2—El,~Pmi>U*g, g>
i=1

avec

fn|= = =&y

avec

= &.

[n'|= él

<B2——é7\iPmi>U*g
i=1
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U transforme isométriquement A, en A, donc N en U(INL,). Done UP,, U* € M,
et UPy U'ZE =Py, pour 1—7n. Par suite

(P 8)Z( ) (TN g, g)=(2+¢) (T(UMN)) g &
Z 07 (k) (Pyon) & g)=(1-+¢)(UP,, U'g, g).
Donc

HAgls‘lé(w5)274(11PmIU*g gY+nl=(+¢&) (|Ag|P—7")+ [q]

Z( ) JA P+ e+ (14 ¢) e,

d’ou, comme ¢, >0 est arbitraire

IAglE< (1+5)[Ag |

LEMME 6. 20. — Soit ¢ > 0. Il existe des vecteurs unitaires g,, &a, . .., Su, tels
que, pour tout A € Mg, avec A >0, et tout Ue My, on aut
\ T
N (Mg, g)=(1-+¢) Y (VAU g, £0)-

i=1 i=1

Démonstration. — Soit g€ H, avec || g||=1. Soit(lemme 6.17) M. M/ et un
nombre L (1=1 <+ ), tels que A =, , 0N, ,A -+ c et Py, g 5£ 0.

Soit (IM;),-... une partition homogene, avec M, =, de [ILY]. 1l existe
des W;eM,, dont les variétés initiales et finales sont J1t, et I;. Soit g;= W, g.

On a A =B?, avec B&e M;. Soit C=UB, et C;;= W;CW..
2( Agly gt) Z<B 8o bl>:2H Bgri'}é———z:“ CS—)'I' ZZZH CW; g
:}: ZH Py CWig|? 2, ZIIW*CWm H-—Z Z'l Cyg |

j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

De méme

E(UAL 2 8= E(B U'gs, U'gy)= ZMBU* g —ZHG‘OZH
=1

_2 2‘1 W; G Weg |2 —2 YHC;gh

j=1 i=t j=1 i=1

Remarquons que Py, C;; = C;; Pon, = C,‘,-. Le lemme 6. 19 donne alors

Z(Aé’z, oz)é(l““a)E(UAU 15’” az)
i=1 i=1
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On a d’ailleurs B
lg:ll=1 Wigll=|| P g || .

I suffit done de poser g;= |§~,~||—4gr,. pour avoir le lemme.

Tuiorene 9. — Si H ne contient aucune variéte irréductible, Mg vérifie C.5.
Démonstration. — Soient AeM;, Be(MnM),, U,eM,(1Lir),

MER (1L1r)avec 2%:0, 2)\,‘U,~AU;‘§B. II faut montrer que B Zo.
i=1 i=1
1. Supposons o =~ A <1, et montrons que, si MMAM, on a mu(B)o.
Soit ¢ > o. Considérons les vecteurs g;(1=j=2") du lemme 6. 20, et posons
Y (UAU g, )= o
=1

On a

on

0 Z L Y (&) 8)=2"

j=1

D’autre part

Z<<Z)\iU,~AU71>gj, gj>:27\i2(UiAU7’gj, gj):}:li{xi.
i=1

i=1 i=1 i=1 j=1

On a (lemme 6.20)
peZ(n )y, =18

d’ou (en supposant e < 1)

(=) pu=(1+2)p Ou =+

avec

Donc

.

il =Zep (i)
Z)ti[J-i
i=1

é[-‘13<21 7\i|>é 2"5<2! Xi|>-
D’autre part

o - »
2<<ZAiUiAU}' ’>§'j; gi>é2(}3g/‘a gj)é’ngn(B)z(é’h 2j) = zll’ngll(B)~

j=1 i=1 j=1 j=1

r
= 2}4Y}i
i=1

r r
~
— ' z}i{ix +2)\i7h'
i=1 i=1

D’ou

2" iy, (B) < 2”5<2| M>.

i=1
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Comme ¢ > o est arbitraire, on en déduit m;m(B)="o0. D’aprésle lemme 4.13,
on a donc B Zo. \

2. Si maintenant A €M ne vérifie plus o ZA 1, on a o~ kA +h~1
pour deux nombres réels A et £(k > 0) bien choisis. On a

ZliUi(kA + h)Ui' = kZl,-U,AU,-” >~ kB,

i=1 i=1

donc, d’apres la premiére partie de la démonstration, £B o0, B ~o.

- VII. — L'opérationt dans les anneaux de classe finie.

Les théorémes 7, 8, 9 permettent d’appliquer aux anneaux d’opérateurs de
classe finie contenant 1 les résultats du Chapitre I.

Trtorime 10. — Soit M un anneau d’opérateurs de classe finie contenant 1.
Il existe une application A — A% de M sur MNM' possédant les propriétés suivantes :

(1) StAeMnM, As=A.

(2)  (AA)y=2NrA~

(3) (A+AY=A5+ A

(44) (ABY—(BAY.

(48) (AB)i=ABisiAeMnM (°).

(5ba) SrtAe€eMget A>.0,0naAS€N;et Ai> 0.

(58) AeM, A> o0 et Ai=o entrainent A = o.

(6) (Ap—(A%-

(7) St MM est une variété simple, Pi, = TN ().

Démonstration. — ’aprés lesthéorémes 1 et 2, il existe une application A - A#
de Mg sur (MNM'), possédant les propriétés (1), (3), (5a), possédant la pro-
priété (2) si A est réel, et telle que, pour tout Ue My, (UAU~")2= A%,

Soit maintenant A€M. On a A =B +/C, avec BeM;, CeMg; B et C sont

définis de maniére unique par A :B:é(A—kA*), C:;I—i(-A—A*). Posons

Af— Bi+ /Ch.

(°) Celte propriété m’a été indiquée par R. Godement.
(1% Par des remarques classiques, on déduit de 1a que :
1° Si A et B sont self-adjoints (AB)Y est self-adjoint. Car (AB)4* = (AB)*s = (BA)4 = (AB)j.
2° Si A et B sont self-adjoints > o (AB)4 est self-adjoint > 0. Car A = (2, B = D2, avec C, D
sell-adjoinls, done (AB)j = (C2D2)§ = (CD2C)4; or CD2C est self-adjoint > o, car (CD2C)*
= CD2G, et (GD2C f,f) = || DC |2 pour feH.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 3. 32
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L’application A -~ A% est ainsi définie pour tout A€M, et Ase MAM'. On vérifie
alors par des calculs immédiats les propriétés (1), (2), (3), (6).

On a UAU-'=UBU*4+ UCU"' de sorte que la propriété (UAU')i= A%
reste valable pour tout A€M. On en déduit

(AU)a=[U~(UA)U A= (UA)".

La propriété (4o) est donc démontrée si Be&M,. Il suffit done de prouver que
tout élément K de M est combinaison linéaire d’éléments de M, et il suffit de le

vérifier pour un K€ M tel que —1 <K _1. Or, on a K = ;(K1 + K.,), avec

K=K+ iy1— Kz, =K —i/1— K3,
et 'on vérifie aussitot que \
KK =K K, = KK =K} K, =1,

de sorte que K, € M, K, € M. :
La propriété (43) s’établit de la maniére suivante. Soit AeMAM, et

soit B€M. Nous utilisons dés maintenant le théoréme 12 (qui sera établi indé-

pendamment). Il existe des éléments U,, U,, ..., U, de My, des éléments 2,

hay « ..y A, de R, avec A, 0, 2)\.___1 tels que 27\1'U;BU;1 — B
i=1

i=1

=z, quel

que soit ¢ > 0. D’ou

}:)‘iUiABU,«—‘ — ABH

i=1

= Al

A<Z)\iU,~BU;1—— BH\

i=1 /

Donc (AB)?= ABZ d’apreés I'unicité de la trace.

Prouvons la propriété (7). Soit NNy M une variété simple, et soit ().,
une partition hombgéne de M NN, avec N, = L. llexiste des U;eM,, tels
que U; U;=Pax, U;U; =Py, d’ou PgnzP?mi. Alors

1

P = ~ (Pgnl +P

1 I I " oAy
):; T P e P = ~P = T(n).

1 4. .+ Pd o

N, o,
Prouvons enfin la propriété (58). Il suffit de prouver que A€M, A> 0

et A <o entrainent A%=~o. Or nos hypothéses entrainent, d’aprés la théorie

spectrale, A > aP;; avec MM, I £ o, a étant un nombre strictement positif.

Les lemmes 4.11,4.10 et 6.4 prouvent qu’il existe une variété simple 01U C J1L.

D’ou \

AxaPy,  AixaPi =aT(M')Zo.

TukoriMe 11. — Soit M un anneau d’opérateurs de classe finie contenant1. S'il
existe une application A — o(A) de M dans MN\MN' avec les propriétés (1), (2),
(3), (4ar), (50) du théoréme 10, on a 9(A) = A% pour tout A€M.
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Démonstration. — Les hypothéses entrainent aussitot que 'application ¢, res-
treinte a Mg, posséde les propriétés qui permettent ’application du théoréme 3
[en particulier, la propriété (4 «) entraine que ¢(UAU™') =¢o(AU'U)=10¢(A)
pour A€M, UeM]. Donc o(A)= A% pour A€M;. D’ou, si A=B+4:CeM,
avec BeM,, Ce M : . '
o(A)=10(B) + ig(C) =Bi+ /Ci=Ad.

Tutorime 12, — Sotent M un anneau d’opérateurs de classe finie contenant 1, et
A €M : lintersection de MAM' et de I’ensemble convexe uniformément fermé K,
engendré par les UAU~' (U € My) se compose du seul opérateur A4.

Démonstration. — Nous savons, par le théoréme 7, que K,nMN M est non vide. -

Soit A’eK,nMAM'. On a, pour des U;€M, et des 7\,~GR<‘/\,-§ o; 2)\[: 1>

hien choisis

‘ Z)‘,-U,-AUf'aA’ s,

i=1
— ” <Z 2 UAUT — A.’>*
i=1

d’ou

V . A * '—1_ 1%
N aUATU - A

i=1

=

et par conséquent

n . ' %
‘ZL«UZ-AJrAU;l—A“LA _ .
2 2
i=1
, T A 4+ A* — A Ly .
D’apres 'unicité de la trace de B= d J: ,C=2 ——>onen déduit
I I*
A+ A" g
2
De méme
A=A
21
D’ou
Al— Bi ;Ca=— A%.
Tukorime 13. — Soit M un anneau d’opérateurs de classe finie contenant 1. Soit

M*cM l’adhérence (au sens de la norme des opérateurs) de I’ensemble des opé-

rat.szurs2‘7~Z»U,-AU[‘1 ou AeM, U;eMy, L,eR (1Z7in) etZ"Ai—_— 0. M* est le

sous-espace vectoriel (') fermé des opérateurs de trace nulle, et 'on a
MAM AM*=o, M=M+ (MnM).

(1) Noter que ce résultat, méme isolé, n’est pas trivial.
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Atnst, tout A€M se met, d’une seule maniére, sous la forme A=A, A,, avec
A eMnM, A,eM*. On a d’ailleurs A,= A%, de sorte que I'opération % n’est
autre que le projecteur sur MN\M' défini par M N M’ et M*. M* est aussi le sous-espace
vectoriel fermé de M engendré par les opérateurs de la forme AB — BA, ou
AeM, BeM.

Démonstration. — Sauf la derniére définition de M*, le théoréme résulte du
théoréme 5, en remarquant que M* et MN M’ sont invariants par 'application
A — A*. (Dailleurs, la démonstration du théoréme 5 peut aussi étre appliquée
ici mot pour mot.) Si maintenant C=AB—BA, ou A€M, BeM, on a
Ci=(AB)i— (BA)i=o0, donc CeM". Réciproquement, M* est engendré par
les opérateurs de la forme AB — BA puisque, avec les notations du théoréme,

n n—1 n—1 n—1
EAiUiAU;’ :2 L UAUT — <2)\i>U,LAU;1 :Zh(UiAU;‘ — U,AURY),
i=1 i=1 i=1 i=1
et que
' U;AU — U, AU = (U, Uz (U, AUTY) — (U, AUTY) (U, U,

TugoriME 14. — Soit M un anneau d’opérateurs contenant 1. Si M n’est pas de
classe finie, il est impossible de définir une application A — p(A)de Mdans MM’
possédant les propriétés (1), (3), (4a), du théoréme 10.

Démonstration. — M n’étant pas de classe finie, il existe une variété I, M
avec I, ~H et 9, = HE M, =£ 0. Soit U€M,, un opérateur appliquant iso-
métriquement H sur J1T, : Soient

COM,=U(Im,),  Iy=U(IMN,), o 9L=U(9,),  9L=TU(I), ....

M, et I, sont orthogonales complémentaires dans H, donc I, et 9, sont
orthogonales complémentaires dans J1L,, donc J1, et 9L, sont orthogonales
complémentaires dans I, ete. Ainsi, (9, I, I,. ...) est une partition
homogene infinie.

Considérons les partitions homogeénes qui contiennent 9T,, IL,, ... comme
éléments. Appliquant, comme nous 'avons fait souvent, le théoréme de Zorn,
nous obtenons une partition homogene infinie (9;),, telle que, en posant
910:H@<i@ 9‘6,-), il n’existe aucune variété équivalente a 9, contenue
dans 9¢,.

Appliquons le théoréme 6 a 9, et I,. Il existe :

deux variétés ¢, IUMAM, 9V'=HE I;
trois variétés n,, n,, n,mM contenues dans I, n, orthogonale a n, et n ;

trois variétés n’, n,, n,qM contenues dans U, n, orthogonale & n, et r,
avec
ny~ ng, n'y~ny, Iy =nPnPr,, Iy=n,P n, P n,.
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St 9l=o0, on a I, =n'~n,CI, contrairement a la propriété de I,.
Done 9t £ 0. Posant I,= ;NI pour i=o0 ou €l, on a les propriétés
suivantes : 9, et les 9; sont deux i deux orthogonales et sous-tendent 9t;
o= ny~on, CI;; (3‘6 )lel est une partltlon homogéne infinie.

Soient I = P I, et n;C N, nj— ‘)‘é O n;, avec n;~on,. On a
el
Prn~ P n

iel ieluf{o}
et

& n; orthogonalea & n;
iel i€ru{o}

donc (lemme 3.4) 9L~ IL. La partition (9;),,; de T donne finalement une
partition homogeéne infinie (ffc,-),EI de 9.

Divisons la partition (Jt;),, en deux partitions homogénes semblables, que
nous désignerons par (9}),c;, (I ), Soient

141__@')‘(’ 2:@&71/2
j€I i€l

On a, d’apreés le lemme 3.4, comme I et J sont équipotents
P quip
Ly~ Ly IT.

Ceci posé, admettons I’existence d’une application ¢ de M dans MAM’ avec
les propriétés (1), (3), (4«), du théoréme 10. Comme Py = UU*, P g o, = U*U
avec un U€M,,, on aurait

#(Pe)=0(Pr@en) =o(Pe,+Pe)=e(Pe)+¢(Pr,)

?(Pe)=0=2(Pe)=29(Pa)

contrairement a la propriété

d’ou

¢(Pa)=Pax=o0,
qui résulte de LM M.

ToeoriME 15. — Soit M un anneau d’opérateurs contenant 1. Si M n’est pas de

classe finie, Mg ne vérifie pas C'.5. 1l existe des éléments A tels que K. AMAM' ne
se réduit pas a un point.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer les théorémes % et 14.

VIII. — Continuité de l'opération 2.

L’application A — A% est continue pour la topologie uniforme [¢f. note (*)].
Nous allons étudier la continuité de cette application pour d’autres topologies.
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LemMe 8. 1. — St AeM, on a
AB* A~ (A*A)E.

Démonstration. — On a
02 (A—AR) (A —AS)=(A*— A% ) (A — Af) = A*A — AE"A — A*Af+ AB* Al
d’ou, d’apres le théoréeme 10, et en observant que AfeMNM/, A*eMnAM :

o= (A*A)1— (AB"A)5— (A*AR)4+ (A" AK)4
= (A*A)— AE" AN — A*MAY 4+ AR AT = (A*A)5— AB" AL,

Tatorime 16. — Soit M un facteur de classe finie. L'application A — A% est
continue pour la topologie faible (**).

Démonstration. — D’aprés le lemme 6.20, il existe des vecteurs unitaires
Sis 8o - - -5 & tels que, pour tout A€M, avec Ao, et tout UeM,, on ait

9(A) =20(UAU),
ou I'on a posé

o(A) :Z(Agj, &) [notons que ©(A)> 0 pour A o].

j=1
Soit donc A €Ms, avec A > 0. Soit ¢ > o, et soient U,, U, ..., U, des ¢lé-
p
ments de My, Ay, Ao, ..., A, des éléments de R, avec 4, o, 27\,-: 1, tels que
i=1

P
Aﬁ—Elﬂ}AUf‘é 1.

i=1

On a
r /f P
@<ZMLAU;‘>=Z>.i@<UfAI':'>é(Z 7~f>2<?(A): 20(A)
i=1 i=1 \»i:l
et , .
P
o (Af) — <P<E7~fffAU?1>é<P(a-1),
i=1
d’ou

9(A%) Z29(A) +9(e.1),

et, comme ¢ > o est arbitraire
9(A%) Z20(A).

. -

('2) Ce théoréme est élabli dans [4], mais notre méthode est beaucoup plus rapide. Cependant,
nous n’obtenons pas une expression précise de la trace comme dans [4].
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Si maintenant A€M est quelconque, on a, en utilisant le lemme 8.1,

o Y | Ag

j=1

G(ATAR) Zg((A'A)) Z2p(A'A)  ou D [[Akg]
. j=1

Utilisons maintenant le fait que M est un facteur. On a As=1¢(A).1, ou ¢(A)
est un nombre complexe. L’inégalité précédente donne

(1A Pz D A g
j=1
En particulier, Ag;=o0 (j=1, 2, ..., 2") entraine ¢(A) = o. Le systéme de
vecteurs (Agy, Ag., ..., Ag,) peul, avec des conventions classiques, étre
considéré comme un vecteur d’un espace hilbertien auxiliaire, sa norme étant

[

<Z | Ag; 2> , et 'on voit que z(A) est une fonctionnelle linéaire continue de

j=1
ce vecteur. Par suite, il existe un systeme de vecteurs, (A, A, ..., h,)tel que

(A=Y (Agj, by),
j=1

ce qui démontre le théoréme.

Passons au cas ot M est un anneau de classe finie quelconque. Construisons
d’abord un exemple. '

Supposons H séparable et de dimension infinie. Soient V,, V,, ..., V,,
des variétés linéaires fermées, deux 4 deux orthogonales, sous-tendant H, et
telles que la dimension de V, soit n. Soit M° 'ensemble des opérateurs de @
réduits par les V,. M® est un anneau d’opérateurs, dont le centre se compose

des opérateurs Elini (ot les 7; sont des nombres complexes bornés quel-
i=1

conques). Si Ae€M°, désignons par #;(A) la trace (au sens élémentaire) de

'opérateur induit par A dans V;, divisée par ¢. Alors, I'application

A A= D 1(A) Py,

i=1

a toutes les propriétés du théoréme 10, de sorte que M° est un anneau de
classe finie.

Lemme 8. 2. — Conservons les notations précédentes, et soit f un vecteur de H tel
que | Py, f|| # o pour tout i. Quels que soient les vecteurs g,, g, ..., g, de Het le
nombre réel C, il existe un A€M® tel que Ag;=o pour 1=i—n et tel que

(A5, ) =C.
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Démonstration. — 1l existe une variété linéaire a 1 dimension VcV,., qui
est orthogonale aux g, Soit £ un nombre complexe. On a £Pyg,=o pour
1—¢~n. D’autre part (kP)s=4k(n—+1)"'Py , donc

[(KPOES S| =1k (a0 Py, i ) =R (= 07| Py S|

qui est arbitrairement grand pour £ bien choisi.

Lemme 8.3. — Soit M un anneau de classe finie contenant 4. Soit'S ’ensemble
des he€ H qui possédent la propriété suivante : il existe des vecteurs hy, hy, . . ., h,

2é2“Ah,~

i=1

(dépendant de h) tels que || A%h

*. 8 est partout dense dans H.

Démonstration. — 1l est immédiat que S est une variété linéaire. Ensuite,
siheSetsiTe(MNM'), onaTheS. En effet

[AZTA| = || TAR L[| < | T || A8 A |].

Donc T($)C'S pour tout Te(MNM'Y, et par suite [S]qMAM'. Montrons
que [S]z£ 1 est absurde. Si[S]£1, il existe dans HES[S] =~ o des vecteurs
unitaires gy, g, - . ., S tels que, pour tout A € Mg, avec A o, et tout Ue My,
on ait ‘

on on

| ):(A g 80 =2 X, (VAU g, g7)

i=1 i=1

(d’apres le lemme 6.20 appliqué dans I'espace HS[S|qyMAM'). D’apres le
début de la démonstration du théoréme 16, ceci entraine, pour tout A€M :

N asglrza S A
=1

i=1

donc g; €8, ce qui est absurde puisque g;,€e HS | §].

TutoriMe 17. — Soit M un anneau de classe finie contenant 4.
a. L’application A — A% n’est continue ni pour la topologie faible, ni pour la
topologie forte.

8. L’application A — A% restreinte a la boule ||A|| 1 est continue pour la
topologte forte ('*).

Démonstration. — o résulte aussitot du lemme 8.2. Prouvons (3. Soient ¢,
s, ..., P, des vecteurs de H. Soit = > 0. Déterminons des éléments ¢, {,, .

. oy

(13) L'auteur ne sait pas s’il en est de méme pour la topologie faible.
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Y, de S tels que || yi— ;|| =< pour 1 =7/~ p (lemme 8.3). Puis, pour chaque
!~ p, déterminons des vecteurs {,, 7, ..., U/ tels que

| A%,

P2 D IHAYE .

k=1

Ona, si | A% <1, (donesi[Af 1)
[AZ gz (| A2 D]l 4 )t (AR e [l e Y A 2 222,
k=1

donc
| ABg; || = e (l=1,2,...,p)
dés que

o . :
ZHAW‘]‘?__E—’ (i=1,2,...,p).

k=1

Ceci démontre le théoréme.

Enfin le théoréme suivant compléte d’une maniere remarquable le théo-
réeme 12.

TutoriMe 18. — Soit M un anneau de classe [inie, et soit A€M. L'ensemble
convexe faiblement fermé K engendré par les UAU~' (oi: U€ M,.) rencontre MO M
en un point unique (qui est A?).

Démonstration. — Soit k ’ensemble convexe engendré par les UAU-'. On
a |B]|<Z|A| pour tout B€k, donc pour tout B appartenant a l’adhérence
forte K'de k. Or Bi= A% pour Be€ #, donc, d’apres le théoréme 17, B2= A% pour
BeK'et par suite K'nMAM se réduit a A%. Enfin, K, ensemble convexe forte-
ment fermé, est aussi faiblement fermeé (**), donc K'= K.

NOTE 1.

Prosrime. — Le théoréme 7 est valable pour tout anneau d’opérateurs. List-il
encore valable pour une algébre auto-adjointe d’opérateurs qu’on suppose seule-
ment uniformément fermée ?

Nous allons montrer, par un exemple, que la réponse a cette question est
négative. ‘
Soit J I'ensemble des opérateurs complétement continus de H. Soient E,

(1) Cf. Les fonctionnelles linéaires sur l'ensemble des opérateurs bornés d'un espuace hilbertien,
A paraitre aux Annals of Mathematics.

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 3. 33
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et E;=1 —E, deux projecteurs tels que A, et A aient une infinité de dimen-
sions (observons que E,E,=o0). Considérons I’ensemble @ des opérateurs de
la forme C,E, + C.E, + A, ot A€ J, et ou C,, C, sont deux nombres complexes
quelconques.

On a

(CiEy+ CoFy - A) = 1C, By 4 2Ca Byt 2A 5
(CiE + CoEy+ A) + (C E;+ CLE,+ A) = (G + C))E + (Co+ CHE, + (A + A"y
(G E + CoEy+ A) (CLE, + C’, E,+ANY=C,C,E,+ C,C,E,+ A(C L, + C, I,)
(G B+ CoEy) A AA/;
(CiEi+ Gy Ey+ A)'= G| By + G, By + A,

avec des notations évidentes. J étant un idéal bilatéere auto-adjoint de @, ces
formules prouvent que €L est une algebre auto-adjointe. Comme J est unifor-
mément fermé, et comme I’espace vectoriel /I est de dimension finie, @ est
uniformément fermée. Enfin, A.1=2AE, +~AE, €@ pour tout nombre
complexe 2.

Les seuls opérateurs permutables a tous les opérateurs de rang fini sont les
opérateurs A.1. A fortiors, le centre de (L se compose des seuls opérateurs A1.

Soit maintenant '

U= CE,+ CE,+ A,

o A€ J, un opérateur unitaire de @. On a
1—=UU"= (C,E,4- C,Ey+ A) (C,E, + CE, + A*) = C,C,E, + C,C,E, + B,

avec Be J. Comme A, a une infinité de dimensions, il existe un vecteur x €4,,,
avec |xz||=1, ||Ba|| ¢, ot e > o est quelconque. D’out

|1 — C1(31|:||x~ C,CI.L’H:HUU*x— CICIJCH:tHC,a.z‘—i— Bx — C,E,x“:;[Bx”és,

donc C,C,=1.De méme, C,C,=1.

Soient alors U,, U,, ..., U, des opérateurs unitaires de @, %, %,. ..., X,
des nombres réels avee 24;,>~0, A, +Ay-+. ..+ A,=1;0na
IJZ‘: Ci] E1 -+ CI_, I‘:; -+ f\l‘,

avec

CiCi==C,CL=1, Aed (1LiZn).
D’ou

n n

30U (B, — B Ut =3, 0u(CL By + Ch By A) (Ey— Es) (G By + CLE, + A7)

i=1 i=1

n n

:zxi(ca CiE,— C,CLE,) + B:Z M(E,—E))+B=E,—E, + B,

=1 i=1
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ou BeJ. Or il est impossible qu’une suite d’opérateurs de cette forme tende
- vers un opérateur de la forme A.1. Car supposons

|E,—E,+B—21.1| —¢.
Utilisant comme plus haut le fait que A, a une infinité de dimensions et

que B€ J, on en déduirait que [1 — % | Z¢. Opérant de méme avec A, on (rou-
verait | —1—7.| <. D’ou absurdité pour ¢ assez petit.

NOTE 1II.

L’OSCILLATION D'UN OPERATEUR.

Soit M un anneau d’opérateurs quelconque, et soit A €Ms. Posons
oy (A)=sup UA — UAU~! “,
veMy
oy (A) = infw (P, A),
i

ou @ parcourt ’ensemble des partitions finies de H appartenant a MAM'.

TuéoriME A. — a. 0 ~Zwy,(A)Lw,(A).

b. St M est abélien, wy(A)=o.
c. St Mestun facteur, wy(A)= w,(A) (**).

Démonstration, — a. wy(A)> o0 est évident. D’autre part, pour tout Ue My et
toutx€H(|z|=1), ona
((A —UAUM 2, 2) =(Az, z) — (AU 'z, U'2),

donce
My (A) —my (A ((A — UAU) @, &) > my(A) — My (A),

donc
JA — UAU—| — o (A)

O))I(A)é(u)"(A).
b. est immédiat.
c. Si M est un facleur, toute partition de 1 appartenant 8 MAM' se réduit
a H, donc wy(A)=wy(A). Or, on va voir que wy(A)=oy(A).
TueoriME B — wy(A) = wy(A).

Démonstration. — 1. Soient A€M, UeM, et ®=(IW;),.,., une partition
finie de H appartenant & MAM'. J1; réduit A et U; A et U induisent dans O,

(15) Les réciproques sont aussi exacles.
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des opérateurs respectivement self-adjoints et umtanes Le théoréme A, a,
appliqué dans I'espace O;, donne

[(A — UAU-) Py | Z oy (A),
donc .
|A — UAU| = max "(A —UAU)P, [ Zo(®, A)

(quel que soit Ue&My. Ainsi, wy(A) = w (P, A) quelle que soit @ satisfaisant aux
conditions indiquées, et par suite wy(A)=Zwy(A). Si wy(A)=o,le théoréme
est démontré. Supposons donc désormais wy(A) > o.

2. Soit ¢ > o0, avec ¢ é(of,[(A). Soit & = (IM;),_,., une partition finie de H‘
appartenant a MO M telle que
(1) wii(A) Zo (P, A) < owu(A)+e.

En modifiant au besoin I'ordre des J1t;, on peut supposer

(2) : oM (A) Loy (A)<<oy(A)+: pour 1Zi{~Zp
et
(3) 0y (A) << oy(A) pour p-+1.ZiZn

(1p n). Raisonnons dans I'espace J1;, ou 1<7p. Soit N/, I} deux
variétés linéaires fermées orthogonales, avec

M, miInM; O} con;, MEcan

et

(4) I\/IJII;(A)émJ]li(A)+€)
(%) _ Moy g on) (A) =gy (A) + ¢,
(6) My (A) =My, (A)— e
(7) Mo g on (A) == My (A) — 5

ce quiest possible d’apres la théorie spectrale, et grace au fait que 2c < way (A).
Soit 9= [(IM Y ]qMAM. On a 9, CIM,. Soit I, =N, I,
Supposons d’abord 9, orthogonale a I, ceci pour 11 Zp. Alons nous
considérons les variétés

9li(léiép); N (10 Zp); Dlti(p—l;l_éién).

Elles forment une partition finie ‘F:(‘ﬂ?j) de H appartenant-a MAM’, ct
- 'on va montrer que w(W, A)< wy(A), ce qui sera absurde. Il suffit de

prouver que wg (A)<wy(A) pour toute Z;. Or, ceci est vrai si ;= I, avec
p+1=i=n daprés (3). On a M C I, donc I, cmeMm;, de sorte que,
d’aprés (7), waj(A)Zwm(A) —e<wy(A), daprés (2), pour 1=7iZp.
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Enfin, 96, C ;G I d'aprés notre hypothese actuelle, donc, d’apres (5),
wa (A) Zwom (A) — e < wy(A) pour 1=7=p. L'absurdité est ainsi établie.

Donc 9T, est non orthogonale & I} pour un ¢ compris entre 1 et p, soit i=1
pour fixer les idées. Donc il existe un U'€M, tel que U'(I11}) soit non orthogo-
nale 4 J1L]. On peut donc trouver des variétés différentes de zéro et en position p’;

soit JIL, et JIU,, contenues respectivement dans J1} et U'(01L?), appartenant
a M. Il existe alors une symétrie S€M telle que S(I1U,) = IN,. Soit U = SU',
et soit M, = U~ (JN,) c M2, On a U(IN,) = IM,. I, ¢ IN!, M, c M2,
Ceci posé, soit x €M, avee |z]=1.0nalUxe M. Donc '

(A, x);\:-Mml(A)—a, d’apres (6),

(AU, Ux)émml(A)—l—s, d’apres (1),
donc
JUZAU — A > — ((U'AU — Ay, ) > My (A) — & —my, (A) —e=oy (A)— ¢
. ooy (A)— 2¢
A fortiort '

wy (A) > oy (A)— ag,

et, commec est arbitraire <o< < (o‘l(A)>

on(A) > wy(A).
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