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SUR L'ÉÛUATION ADJOINTE
ET SUR

PA'R M. EMILE BOREL,
É L È V E DE L' É C 0 L E N 0 R M A L E S l' P É R ï E II îl K.

C'est Lagrange qui a le premier considéré Inéquat ion adjointe à une
équation linéaire donnée; il a montré que la relation entre les deux,
équations est réciproque et a fait voir comment l 'intégration partielle
de l'une facilite l 'intégration de l'autre.

Le but de ce travail est d'indiquer quelle est la signification géomé-
trique de l'équation adjointe et de ses principales propriétés, et d'étu-
dier comme application les équations équivalentes à leur adjointe et
certains systèmes d/équations différentielles qui s'y rattachent.

Ces équations ont une certaine importance dans diverses questions,
de sorte que les géomètres ont été naturellement condui t s à les consi-
dérer. Ce sont d'abord les équations d'ordre pair qui ont été rencon-
trées dans la théorie de la variat ion seconde des intégrales simples.
Jacobi en a donné les principales propriétés, M. Bertrand et Otto
Hesse ont aussi publ ié des travaux à ce sujet; mais tous ces auteurs
ont laissé systématiquement de côté les équations d'ordre impair qui,
ne leur étaient d'aucune utilité. Ces équations d'ordre impair se sont
présentées à M. Darboux. qui, en a fait une étude approfondie (Théorie
des surfaces, Livre IV, Chap. V). Je renvoie à ce Chapitre pour tout ce
qui concerne la théorie analytique de l 'équation adjointe et je me ser-
virai autant que possible, des notations qui y sont employées.
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I.

Dans un espace à n dimensions, k relations entre les n coordonnées
(ou n + î coordonnées homogènes) représentent une surface à n — k
dimensions que je représenterai, par S^^. Si k-=n -— ï , les coordon-
nées sont ' fonct ion d'un seul paramètre et nous avons une courbe; si
/ c===/2 , un nombre l imité de points; de sorte qu'i l est naturel de con-
venir que S^ désignera une courbe et So un nombre l i m i t é de points.

Un plan est une surface dont toutes les équations sont l inéaires; un
plan I\ est une droite; un plan I\ un po in t un ique . Le de^ré d 'une
surface S/, est le nombre de ses points d'intersection avec un plan IV,/.
arbitraire.

Au lieu de considérer les surfaces comme l i e u x de points, on peut
les considérer comme enveloppes de plans P^,,. On est ainsi condu i t ,
à classer les surfaces suivant le nombre de paramètres dont dépendent
les plans P^ qui leur sont tangents. Dans le cas où le plan P,^,, dé-
pend d'un seul paramètre, il enveloppe une surface développable ;
soit
( ï ) Ui Xi -+- U^ X^ + . . - -4- Un, X,, -h 1 = 0

l 'équation du plan P^, les u étant fonction d'un paramètre /; pour
avoir son enveloppe, il faut adjoindre à l 'équation (i) sa dérivée par
rapport à t
/ ^ clu^ dur,
W ^^+...+-^=0.

Les équations (ï) et (2) représentent un plan P,̂  qui est la carac-
téristique du plan P,^. Ces plans P,̂  forment une développableA^^
Mais nous pouvons ajouter aux deux équations précédentes la dérivée
de l 'équation (2) par rapport à t

/ o \ ^^l C^Un
(3) ^-^+...+-^^,==0.

Les trois équations ( ï) , (2), (3) représentent un plan P/,_, qui est
analogue à un point de l'arête de rebroussement d'une surface dévc-
loppable dans l'espace ordinaire.
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La surface l i eu des plans P^_, sera dite une développable A/,_., et les
plans P,̂  sont osculateurs à cetle surface, c'est-à-dire r en fe rment
trois plans P/^ in f in imen t voisins. Il y a une analogie p a r f a i t e jus-
qu' ici avec ce que l'on sait des relations d 'une courbe gauche avec ses
plans oscillateurs et ses tangentes (représentées ici par les plans P^.,).
Seulement, nous pouvons continuer et prendre les dérivées successives
des équat ions obtenues :

/ / , cl3 ̂ i d3 a.
(.) -^+... 4-^^=0,

/,„ c^^Ui d^u,,
(^ ^rrr^+...4-^^^=o.

Les k équat ions (i), (2), . . . , ( / r ) représentent un plan P^ dont le
l i eu est une développable A/^/^, et le plan P^(À<A) représenté
par les h premières coupe cette développable s u i v a n t e — A 4- i plans
P,,_/f i n f i n i m e n t voisins. Les n équat ions représentent un point dont le
l ieu est une courbe, dite arête de rebroussement de toutes les déve-
loppables considérées, et la développable A/,_,,^ est formée des plans
P/^A oscillateurs à cette courbe, c'est-à-dire en renfermant n — k 4- i
points inf in iment voisins. Tous ces résultats sont intui t i fs et, d'ail-
leurs, faciles à vérif ier par le calcul.

Nous avons admis que les n équations donnent pour les x des va-
leurs déterminées et fonctions de L Pour qu' i l en soit ainsi, il faut
d'abord que le déterminant des équations ne soit pas nu l ; mais on sait
qu'il ne peut l'être que s'il existe entre les u une re la t ion homogène
à coefficients constants de la forme
(a) ai u^ -h ffg /.<2 +.. . 4- a^ u^==: o.

De plus, il faut que les dérivées ̂  ne soient pas toutes nulles; or,
ces dérivées sont déterminées par les équations

/ ,M clx^ dx^ dx»( ' ) ^-d^+^-dt+•••+u^=o'
t y i \ e^ cicc^ dit^ da;n._

dt dt -'-•••-+- ~dF~dr—°'
• ( • • • * • " • < • • • • • « « . . . . . . • . . . . . . , . , , , . ,

Afin. de l'' Kc. Narrnale, S8 Série, Torne IX.— FÉVRIER 1892. ^
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(n-ï/)

(n1)

d""'2^^ dx^
d^-2 "^T

^"-1^i û î
"â^-1 ~3r +...4-

d^^Un, dx^
'Th^" '~dk

^z1-^ ̂
^--1 ^

^^^z,
^/& ^ "+-... 4-

^ Un

dt^
X,. .

Ces équations donnent pour les dérivées des valeurs non toutes nulles,
à moins que l'on n'ait

d^
d'1 u^ d^ Un

(n+0 x. -+-..."+- - X n
clf/1 :0.

Cette équation ne peut être vérifiée pour toutes les valeurs des x qui
vérifient les équations (i), (2), ..., (n) que si l'on a

dui du,t
^ " " ^ j

d^u^ d^tt^^^..^^^

c'est-à-dire s'il existe une relation à coefficients constants de la forme

dur,du^
wb, di

d'où l'on déduit, en intégrant,

(b) b^Ui -+- ^^^-h.. .+6^^4- ̂ t==o.

La relation (a) étant un cas particulier de la relation (&), il suffit dp
tenir compte de cette dernière. Elle exprime que le plan donné passe
par un point fixe, à distance finie ou infinie. Supposons, pour plus de
généralité, qu'il renferme constamment un plan P/^/^i ; nous pouvons
toujours supposer que les équations de ce plan sont en coordormée.s
homogènes

^==0, ^2=r:0, Xk= 0, Xn : ô.

On peut dire aussi que le plan donné est constamment parallèle à un
plan P^(^ = o^ = ... ==^== o), et il aura une équation de la
forme

a^i -h U^X<i -f- . . . -1- UjçXk 4- 1 == 0,
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les u n'étant liés par aucune relation linéaire à coefficients constants.
En considérant les x comme les coordonnées d'un point dans un espace
à k dimensions, cette équation représente un plan P^ dont l'enve-
loppe est une développable A^ admettant une arête de rebrousse-
ment parfaitement déterminée. Les équations de cette arête de rebrous-
sement sont

•^i^Pi^)» ^2=?2(^)î • " • > .r/,=9/,(^).

Dans l'espace à n dimensions, ces équations représentent une surface
S/^-n formée d'une inf in i té simple de plans P,̂  contenant un plan
fixe P^-,/,-o c'est ce que nous appellerons un cône C^^> l'indice su-
périeur ind iquan t la d imens ion du plan mult iple du cône; un cône
ordinaire serait désigné par Ciî ( i l est i n u t i l e d ' in t roduire la dénomina-
tion de cylindre dans le cas où l'élément mul t ip le est à l ' inf in i , car
nous nous plaçons un iquemen t au po in t de vue des propriétés projec-
tives des figures). Les équa t ions qui dans l'espace à k dimensions
représentaient une développable A/ représentent un cône dévelop-
pable C^^j formé des plans P^_/,^-^ osculateurs au cône C^~^, qu i
joue le rôle de l'arête de rebroussement et peut être appelé cône de
rebroussement. L'expression cône développable n'est pas un pléonasme,
car, dans l'espace à n dimensions, lin cône n'est pas, en général, une
«arface développable, c'est-à-dire dont les plans tangents ne dépendent
que d'un paramètre; par exemple, un cône formé des droites passant
par un point fixe et rencontrant une surface S^ non développable n'est
évidemment pas développable.

Ces notions étant établies, il est facile d'étudier la transformation
corrélative ou correspondance homograpbique entre les points et les
plans P/^. Il est clair que cette transformation fait correspondre aux
points d'une courbe C non plane, les plans tangents d'une dévelop-
pable A,^, ou si l'on veut les plans osculateurs H^ d'une courbe
gauche F. Aux points de F correspondent les plans P/^ osculateurs
de G et plus généralement les plans P^ osculateurs à l'une des courbes
correspondent aux plans P^< osculateurs à l'autre. Comme une courbe
et les développables qui en dérivent sont données en même temps et
qu'il n'est pas plus général de considérer la courbe comme lieu de
points que comme arête de rebrousscrcent d 'une développable AA, il
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n'y aura aucun inconvénient à dire que les courbes C et F se corres-
pondent.

Si la courbe C est plane et renfermée dans un plan P/^, il correspon-
dra à ses points les plans tangents d'un cône développable r^lf"1 et à
ses plans oscillateurs P/;.,., les plans générateurs du cône de rebrousse-
rnent F^j^ de ce cône développable.

II.

Etant donnée une équation différentiel le l inéa i re sans second
membre, d'ordre n, on peut l u i faire correspondre 'une courbe dans
un espace à n — î d imensions en regardant n intégrales dis t inctes
de . l ' équat ion cprnme les coordonnées homogènes d 'un po in t de la
courbe. La courbe attachée à une équat ion donnée est déterminée,
si l'on ne regarde pas comme dis t inctes deux courbes t ransformées
l 'une de l'autre par une s u b s t i t u t i o n hornographiqoe q u i équ ivau t ,
comme on sait, à un s imple changement de coordonnées. Mais à une
courbe correspondent une i n f i n i t é d ' équa t ions , car on peut dans um*
équation changer la variable indépendante , ou m u l t i p l i e r la fonct ion
inconnue par une fonct ion déterminée quelconque , sans que la courbe
correspondante soi fc modifiée. On peu t aussi év idemment : m u l t i p l i e r le
premier membre de l 'équation par un facteur que lconque .

Il résulte des relations connues entre les so lu t ions d 'une équation
linéaire et celles de l 'équation adjoin te (DARBOUX, loc. c i t . , p. io3) que •
les courbes attachées à deux équa t ions adjointes l ' une de l'autre se
correspondent dual i s t iquement . On pourrait prendre cette propriété
comme défini t ion de l 'équation ad jo in te et dire que deux équat ions
sont adjointes lorsque les courbes correspondantes sont corrélatives;
cette défini t ion aura i t l 'avantage de mettre en lumière le fait que la
relation entre les deux équations est réciproque; mais, d'après ce que
nous venons de dire, elle ne serait pas suffisamment nette, p u i s q u e
l'équation correspondant à une courbe donnée n'est pas parfa i tement
déterminée. Il est donc nécessaire de la préciser un peu.
^ D'abord, il est clair que l'on ne doit pas changer la variable indé-

pendan te , c'est-à-dire que dans le» formules citées les u et les 9 sont
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nécessairement exprimés au moyen de la même variable; il faut que
deux points correspondants des deux courbes correspondent à une
même valeur du paramètre dont dépendent les coordonnées.

Cette restriction étant faite, il suff i t de multiplier les premiers
membres des équations qui correspondent aux courbes par un facteur
convenable pour que ces équat ions deviennent adjointes l 'une de
l 'autre.

On peut d é d u i r e faci lement de cette défini t ion géométrique la pro-
priété ana ly t ique essentielle de l 'équation adjointe . Considérons, en
effet, le système d 'équations différentielles

d^! ̂  ̂ £2 ̂  .^ d^ =.-} r/f^ ^ ^ „-. . . —. ^ _ ,. ,

où. les p sont des fonctions données de t et À une fonction indéter-
minée de la même var iable . Si nous considérons les x comme les
coordonnées d'un point dans l'espace à n dimensions, ces équations
expr iment que les tangentes à la courbe lieu du point x sont paral-
lèles aux génératrices du. cône C!!

•^t _ ''r2 _ _ '"^n
PI """ Pa — — • ~ (,̂

, Les plans osculateurs P^.( de la courbe sont, par suite, parallèles
aux plans oscillateurs 1\̂  du cône, de sorte que nous obtiendrons la
courbe la p lus générale cherchée en prenant l 'arête de rebroussement
de la développable enveloppe du plan :
( l ) U^x^ -\- ll^ x^ 4" ... -+- Un Xfi rr u,

u étant une fonction arbi t ra i re de t et u^ u^, . . . , u^ étant les solutions
adjointes des v.

Les x sont dé terminés par l'équation (i) et les suivantes :

dii.\ clu^ du.̂̂  4- . .,....+ ̂ - x, = •^ ,

W
c//1-1 Ui cl11-1^ __ d'^u
-j^r x^ + "̂ rr ̂  +.......- ^^r-

Ce sont des fonctions l inéaires de u et de ses dérivées jusque
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l'ordre n — i. Pour calculer la valeur de À, differentions la dernière
des équations (2) et remplaçons les — parleurs valeurs; il vient

dnu
3) ^r^-

d^ Un

' • " ^ "d t ^ ^ 1
d^u « / d^1^

• — ^ ^idt^ d^-1
d^^Un

^ dt^1

En é l iminant les ce entre les équat ions (i), (2), (3), on obtient

d^ u d'1-^ a
"dt^ T/^-1

dn M,
"df

u

dn Un

d^

d^u.
^-J^=T - . . . -4- ̂  •

^^n
^^r

^"1 ai
-^rr MI

^/^"'1 ^/,
~ îrr

=/(/.).

Si l'on pose
^i

cl"1"''^
•Jj^=T

^^tt'n _ 1c "T '̂11" '̂  ̂  '

f{u) sera de la forme
du d^u

f ( u ) == À o u + À i ̂  ̂  •+•. . . "4- ̂  ̂

et il résulte de son expression même, sous forme de déterminant, que
c'est l'équation linéaire qui admet pour solutions u^u.^ ...,^. D'après
ce que l'on a vu, ^-= / ^-/(^) est une fonction linéaire de u et de
ses dérivées jusqu'à l'ordre n — i. D'ailleurs, les fonctions des u^ qui
entrent dans ̂  s'exprimeront nécessairement au moyen de ^- et des
coefficients de Inéquation linéaire /(^); cela résulte de ce fait que,
n étant indéterminé et l'intégrale /^/(^) s'exprimant sans signe de
quadrature portant sur u ou ses dérivées/elle s'exprime complètement
sans signe de quadrature-

On, voit ainsi que, de la définition géométrique, on peut déduire k
propriété fondamentale de l 'équation adjointe et même la valeur du



SUR L'ÉQUATION ADJOINTE, ETC. n\

facteur par lequel il faut multiplier le premier membre de l'équation
linéaire en u pour que son produit par une quelconque des quantités p
soit une dérivée exacte. Cela résulte de l'expression de \.

ÏIL

Cherchons maintenant à quelle condition une équation d'ordre n
est équivalente à son adjointe. D'après ce qui précède, la courbe,
attachée à l'équation doit être corrélative à elle-même; si nous dési-
gnons par x les coordonnées de ses points et par u les coefficients des
équations de ses plans osculateurs P/^-a» on doit avoir

n

(r.) ui=^ai/cx/c (i'=î, ̂  .. ., ̂ ).
i

De ces équations et de la relation identique

^^•^==0,

on déduit
n n

) :=^ ^lâ^11^1^7^09

1 1

II faut observer que ces calculs ne sont légitimes que parce que,
suivant une remarque déjà faite, les u et les x sont fonctions d'une
même variable indépendante.

Pour que la forme quadratique y soit identiquement nulle, il faut
que l'on ait

W an == o, a^c 4- aj,i = Oy

c'est-à-dire que le déterminant des a soit un déterminant gauche. Ce
cas. ne peut se présenter si n est impair, car ce déterminant doit être
essentiellement supposé différent de zéro.

Je m'occuperai plus loin du cas où, n étant pair, on a les rela-
tions (2).
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Supposons donc d'abord que <p n'est pas identiquement nul, et fai-
sons usage des relations

cV^Xi __<^ cv^x
(3 ) 7 i u,——v ' ju ' dt^i

n
(4) v^- d/tut-^"^T""0

(À =0,1, 2, . . ., n —• 2).

En ajoutant ces équations membre à membre et remplaçant les u
parleurs valeurs (ï), on a

n
, . „ vi ào d^Xi , y .
{^ 2/^y^0 (A==0, I , . , . . ,n -2) .

1

En comparant les systèmes d 'équat ions (3) et (5) et remarquant
que les déterminants formés avec les dérivées des ;a? ne sont pas nuls,
puisque les oc sont des solutions linéairement indépendantes, on obtient

^i «g • //,„, ^i.-Z'i •+• ^2,^4- .. .4- ïf'n^n ^ !

àv ào ' ' ' àvï àw ÔQ 20 a
i ,_, __i___ ir̂ ,,...,!.̂ a —«««L— '•y* i»4«- «4». »«.«».J_ 'y1 )

^i àx^ à^'n à x ^ ' 1 * * ' ,̂, ' " '

La dernière égalité résulte de l'hypothèse que y n'est pas identique-
ment nul. On a donc
fc-\ ï àv>(6) ^,= -—X.

' 2 d^t

et, par suite,
âtic^ Ûî/a'*

La courbe considérée est située sur la surface du second degré Q^a
représentée par l'équation sp ===o et son plan osculateur P^a êstle plan
tangent à la surface; nous dirons que c'est une ligne asymptotique de
la surface.

Nous sommes ainsi conduits à étudier les surfaces du second degré
à un nombre quelconque de dimensions; cette étude qui présente de
l'intérêt par elle-même a déjà fait l'objet de plusieurs travaux [voir
notamment C, SçanE, Studio suite quadriche (Memone délia reale Accade^
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mia di Torino, série seconda, t. XXXVI)]. Mais comme elle est étran-
gère à la question qui nous occupe ici, je me bornerai à énoncer les
résultats principaux qui me seront nécessaires, dont quelques-uns
sont peut-être nouveaux, mais qui sont tous faciles à vérifier.

Je me borne au cas des surfaces dont le discriminant n'est pas nul ,
car les propriétés des cônes s'en déduisent faci lement .

Les surfaces d'un nombre pair de dimensions Q^ (qui sont les sur-
faces les plus générales dans un espace à 2/14- i dimensions) admet-
tent deux systèmes de plans générateurs P,^. Ces plans 1\ se corres-
pondent à eux-mêmes dans une transformation, par polaires réci-
proques. Deax plans I\ d'un même système ont en commun un plan
P,/-^. et deux plans de systèmes di f ïerents un plan. P/^aA+i (^ étant un
entier quelconque tel, que n — ' i k ou n—^./c-+-î soient positifs ou.
nuls). 11 en résulte que, deux plans générateurs infiniment voisins (qui
a p p a r t i e n n e n t nécessairement au même système) ne peuven t avoir en
commun qu'un plan P/^ et jamais un plan P/^, et, par suite, ne peu-
vent être osculateurs à une même courbe gauche. On reconnaît une
grande analogie avec les quadr iques de l'espace ordinaire, et l'on peut
prévoir que ces surfaces n'ont pas d'autres lignes asymptotiques que
des courbes tracées dans leurs plans générateurs, ce qui ne correspond
à rien pour les équat ions d'ordre pair équivalentes à leur adjointe.
Donc, pour ces équa t ions d'ordre pair , on est toujours dans le cas
où o est ident iquement nu l et cjue nous examinerons dans le para-
graphe su ivan t , la fin de celui-ci étant exclusivement consacrée aux
équations d'ordre impair .

Les propriétés des qaadriques Qa^+i sont en effet tout à fait diffé-
rentes; ces surfaces possèdent un seul système de plans générateurs P/^
et à ces plans correspondent, dans une transformation par polaires ré-
ciproques par rapport à la surface des plans P^+i générateurs de la
surface au point de vue tangentiel , c'est-à-dire tels que tout plan P^-K
les renfermant soit tangent à la surface.

Les lignes asymptotiques de ces surfaces sont caractérisées par le
fait que la développable correspondante est transformée en elle-même
par polaires réciproques; à leurs plans oscillateurs P^ correspondent
leurs plans osculateurs P/n-i; comme ceux-ci renferment les plans Ï\
correspondants, ce sont des plans générateurs tangentiels efc les plans

Ann.. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome IX.— MAIÏS 1892. 10
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P,, sont générateurs ponctuels. Réciproquement, si une ligne tracée
sur la surface a pour plans oscillateurs ï\ des plans de la surface, c'est
une ligne asymptotique, car la développable A^i formée de ces plans
P,, admet comme plan tangent en tous les points d'un plan P,, le plan
t\-n générateur tangentiel correspondant (cela résulte de ce qu'elle
est sur la surface); par suite, elle se correspond à elle-même par po-
laires réciproques.

Cherchons à traduire analyt iquement ces résultats. 1.1 est évident
que, si x,, x^ ..., x,, sont les coordonnées homogènes d'un point
d'une courbe, ^l, ̂ , ..., ̂  sont les coordonnées d'un poin t de

la tangente; d^^ ' " • > d^ les coordiiinées d'un poin t du plan oscu-
y/A,' /yi Cl '"Ï' 1 ''

lateur Pa; et, d 'une manière générale, " \̂ ' " • > -^ les coordonnées
d'un point du plan oscillateur P/(,.

Par suite, dans le cas d 'une équat ion d'ordre ^n + 3 à laque l le cor-
respond une courbe tracée sur une surface Q^,+,i, puisque les p l a n s P,/
oscillateurs de la courbe sont sur la surface, si Ton pose, pour abréger,

.21 a / y , Xi xi, = ç ( x\ » .y 2, . * . , x\,t^ :i ) = 9 ( ̂ ' ) ?
on a

/€lx\ /^.r\
9(^)..o, 9^ =o, çf^^=o.

C'est-à-dire que la relation quadratique vérifiée par les intégrales
subsiste quand on les remplace par leurs dérivées jusqu'à un ordre dé-
terminé. Ce résultat a déjà été énoncé par M. Darboux (lac. cit.)^ mais
les considérations géométriques par lesquelles nous l'avons obtenu
nous permettent de démontrer facilement la réciproque et sur tout do
la généraliser.

Si 2 /À-4-3 fonc t ions et leurs dérivées, jusqu'à l'ordre n inclusive-
ment , vérifient une môme relation quadratique homogène à coefficients
constants, ce sont les solutions d'une équation d'ordre ^n 4- 3 équiva-
lente à son adjointe. En effet, ces équations expriment que la courbe
est tracée sur une surface du second degré, qui, renferme aussi un
poin t de sa tangente en un point quelconque, distinct du point de con-
tact. La tangente est- donc tout entière située sur la surface puisque
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celle-ci est du second degré; et l'on volt qu ' i l en est de même des
plans P,^ osculateurs à la courbe; celle-ci est donc une ligne asympto-
tique de la surface. On obtient ainsi l ' intégrale générale, d'un système
particulier d 'équat ions d i f fé ren t ie l l es . Il est évident que l 'on pourrait
prendre aussi une courbe située dans un plan générateur de la sur-
face, c'est-à-dire établir entre les x des relations l inéa i res à coefficients
'constants telles que l 'équation ç(^) == o soit vérifiée i d e n t i q u e m e n t ;
•il en est alors de même de o(-—^ ) == o quel que soit /'; mais cette so-i \ ai ' J
lu t ion est peu intéressante.

Proposons-nous de généraliser ce résultat et de chercher à intégrer
sans quadratures un système d'équations de la forme -

. . (dx\ (cV-x\
o(^)==o, ^)=^ •- nj/Z^05

ou ç est u n e forme quadrat ique à coeff icients constants des n va-
riables x^ ,r.,, ...,;z^ (à d i sc r iminan t différent de zéro). Il résultera
de la so lu t ion même que, si le nombre entier h est supérieur ou égal à
n ̂  ^ ces équa t ions ne peuvent être vérifiées qu'en établissant en in ï
les x des re la t ions linéaires à, coefficients constants . Laissons de côté
cette solution banale q u i existe toujours eh supposons donc k<i-^ — i ;
les équa t ions expriment que la développable A/,,^ fo rmée des plans P/,
oscillateurs à la courbe cherchée est s i tuée tout entière sur la surface
du second degré Q,,..-.2» représentée par l ' équat ion ^(/r) = o.

Considérons un plan P^ tangent à Q^a en un point M; ce plan
P,/,^ coupe A/...H suivant une développable A/,, et la surface suivant u,n
cône C^; considérons le cône développable qui a pour sommet le
po in t M et qui. renferme A^, et coupons ce cône et le cône C^ par un
plan P^; nous obtiendrons une quadrique Q^ et une développable
A^. située sur cette quadrique. Réciproquement , soit A/, une dévelop-
pable située dans le plan P,^» ^t G une courbe tracée sur Q,̂  et dont
les tangentes rencontrent Farêle de rebroussement de A^; la dévelop-
pable Ay^ correspondant à C sera située sur Q^a. car l08 pl^s P/, os-
cillateurs à Csont déterminés par un po in t de la courbe et le plan P^(
formant A/,. Nous pouvons donc ramener le problème considéré à celui
où k est, d i m i n u é d'une unité et n de deux un i tés ; pour À = = O , nous
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avons une courbe qui n'est assujettie à d'autre condi t ion que d'être
tracée sur la surface, qui est alors une quadrique Q/^/r-aî ^ l'on a

n — 2 k — 2 >- o,
puisque /.<;•-,.
Pour achever la solut ion du problème, il reste à faire voir comment on
peut déterminer sur une quadrique une courbe dont les tangentes
rencontrent une courbe donnée F dans un plan tangent de la q u a -
dr ique . Le problème ainsi posé exigerait, en général, des in tégra t ions ;
mais i l faut remarquer que la courbe donnée n'est pas p a r f a i t e m e n t :
déterminée, mais assujettie seu lement à se trouver sur le cône C° qu i
a pour sommet le point de contact M du plan tangent , et pour hase
l'arête de rebroussemenfc F de 4^; il, suff î t alors de dé te rminer u n
cône r!î de sommet M, et dont les plans tangents i\ renfermcnl les
génératrices de Cï ; l ' intersection de Fï avec la quadr ique est la, courbe
cherchée; le problème s'effectue ainsi sans quadrature, et i l s ' in t ro-
dui t une fonct ion arbitraire dans la dé te rmina t ion de JT.0.

il est facile de traduire analyt iquement celte méthode; nous pou-
vons supposer l 'équation de la quadrique ramenée à la forme

î? (^1, ̂ 2, . . . , X^) 4" .T/^i ̂ r, =r 0;

x^ === o est alors un plan tangent, et x^ == ;r^ ==. . .===: ;r,̂  =-- .z^ == o les
coordonnées de son point de contact; on connaît l'arête de rebroussp-
mentP d'une développable A^ située sur la quadrique :

9 (^i» x^ • ' • ? ̂ -2) = o, .r,^i ::=. ô, x,, =:: o.

(Le plan P^ est ici. x^^ == o).
Soient a^a^, ..., .̂....,2 les coordonnées de F; l'arête de rehrousso"

ment r de A/, aura pour coordonnées a,,, a^ ..., a^, b^^, o ; b^...^ é t an t
une fonction arbitraire. Il faut déterminer une courbe tracée sur Q,^.,,
et dont les tangentes rencontrent cette arête de rebroussement T; en
faisant x^ == T. , cela revient à intégrer le système

f i) dx^ == ̂ 2 — — -̂ir-2 — ^^E^zîai """ a^ i " ~ " ' ~ ^^ — ^^
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auquel, il faut jo indre l'équation

( 2 ) 9(^1,^2, .. .,^_a)+.r/,_!=: o.

Il suffit pour cela d'intégrer le système

ci x^ dx^ _ (&•„..-g
a.i Og ' ' (^_s

ce que l'on sai t faire (en introduisant même une fonction arbi t raire) ;
.r,̂  est alors déterminé par l 'équation (2) et .̂-.o qui est arbi trai re,
est exprimé au, moyen de la fonction arbitraire que l'on a i n t r o d u i t e ;
on peut a insi résoudre le problème pour des valeurs quelconques de
/' et de ri, en partant de la solution évidente pour les valeurs o et.
n — 2/c.

Dans le cas où, n == 2m -+•• 3 et /c === m, cette méthode permet de dé-
terminer de proche en. proche sans quadrature l'expression générale des
so lu t ions d ' une équat ion d'ordre im 4- 3, équivalente à son adjointe
(ou, si l'on préfère, les lignes asymptotiques d'une surface Q^-n).
M'. Darboux a donné déjà, la solution analytique de ce problème par
des formules plus symétriques que celles qui viennent d'être établies.
On peut, d'ailleurs, simplifier un peu la solution indiquée et se don-
ner directement la courbe F; il est, en effet, possible de démontrer
que, dans ce cas, l'on obtient le cône 1̂  en transformant la courbe F
par polaires réciproques par rapport à la surface; la fonction que l'on
se donne alors arbi trairement est celle qui était désignée par b^^ ; cette
dernière méthode a l'avantage de bien montrer pourquoi la solution
f inale s'exprime sans quadrature, puisqu'on n'effectue jamais que des
différent ia t ions et des él iminat ions.

Il y a d 'a i l leurs d'autres cas dans lesquels on peut introduire des
simplif icat ions à la x-néthode générale, q u i a surtout l'avantage de
montrer la poss ibi l i té du problème, mais qui conduirai t souvent à des
calculs inextricables. Avant de donner un exemple des simplif icat ions
qui peuvent se présenter, je ferai une courte remarque. Il résulte de la
forme même des équations, et aussi d'ailleurs de leur signification
géométrique, que les valeurs de x^ x^,..., x,^ peuvent'être multipliées
par une fonction quelconque. Il en résulte qu'en donnan t une forme
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convenable à cette fonction arbi traire, on peu t exprimer sans signe de
quadrature f ' x ^ d t , (x^dt, .... j x ^ d t , c'est-à-dire, si l'on veut, con-
sidérer le système

fcir\ /^ /••+- ly\-(^ -o, . . . , 9 ( ^ ) = o >

en posant
±l-r.
€U —— "

Je vais maintenant , comme appl icat ion, intégrer le système

.z'2-l" y2 4- ^== ^4- y^-\~ ^f,

da^ + dy^ -4" ch2 = <^ -1" cfy^ "h d^,

dont il est inu t i l e d ' indiquer la s ignif icat ion cinématique simple.
D'après ce que l'on a vu, cela revient à chercher sur une quadr ique

04 les courbes dont les tangentes sont sur la surface. Les quadriques
Q^ ont des p lans générateurs P^; deux plans générateurs de systèmes
différents ont en commun une droite ou bien ne se rencontrent pas;
deux plans générateurs d'un môme système ont en commun un po in t
et un seul. Considérons les plans générateurs de l 'un des systèmes qui
passent par les tangentes à la courbe cherchée; i l est clair que deux,
de ces 'plans infiniment voisins ont en coi'nmun le point de contact.

Inversement, si l'on considère un plan générateur dont l 'équation
dépend d'un paramètre, deux plans inf iniment voisins, qui appartien-
nent nécessairement au même système, ont en commun un point, et
le lieu de ce point est une courbe à laquelle les plans sont tangents
et dont les tangentes sont, par suite, sur la surface.

Appliquons cette méthode; l'équation d'un plan générateur est

x — ̂ i == c (y -+- ji) — b (z 4- si ),
y — y ^ = i a ( z + ^i) — c (^+^i),
z — z^ =: b {x -+" ^i) — a {y "l- ji ).

Nous supposons que a, b, c sont fonction d'un paramètre t. L'inter-
section de ceplan avec le plan infmimentvôis in est déterminée par les
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équations
/ . de , , db(j+y,)^-(--+^)^-=o,
/ . da de(s+^^-^+d;l)^=o'
/ . db , , da
(^^^-(y^)^==o,

qui, se réduisent à deux, comme cela était évident d'après les proprié-
tés des plans générateurs. Nous satisferons à ces équations en pre-
nant

/ ^ da , , db de
p {x + ̂ ) = 2 ̂ -, p (y +yi) ̂  ̂  p (-- -t- ^0 == 2 ̂ ,

et nous aurons alors la solution du système proposé par les formules

da db , de da db de
9 •ï == •di, •+- c 7u - h dt ' P •r • -- - dï + c •di - b Ti. '

db de da db de da
p y ^ ^ + a ^ - c ^ , p,y,=-^+a^-c^,

de da db de , da db
ps -=. — 4- b — — a — ? p.3i •==. — -— -j- b — — a — -,

dt dt dt [ l dt dt dt

p, a, b, c désignant des fonct ions arbi t ra i res de /.
On peut d 'a i l leurs expl iquer f ac i l emen t ces résul ta ts par la Géo-

métrie ord ina i re .
Considérons, en effe t , x, y , z , x^ j,,, ,^, comme les coordonnées

d'une droi te ; cela est possible, à c o n d i t i o n de choisir comme forme
(brûla mon ta le

•v a _1« v'ï .-L- ,-2 __, .y. 2 __ ,/2 __ -.2 __ /.a. t j ' t- ^ •<.1 ^ — J , — ^ ^ — <,).

On peut d 'a i l leurs exprimer oc, y , ^, ^,, y^ 5, ao moyen des coor-
données de Plûcker par les formules

X — j'^ "=r X, ,3" — .̂  =: 1..̂

J~Ji=Y, r4--yi:::::M',
;̂ — ^( ;"rr ^, .̂ ; •4- ^i :;-.": • S ,

de m a n i è r e que la forme fondamenta le dev ienne

LX 4- MY 4" NZ ;::;= o.
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La condition pour que la droite engendre une développable est alors

cIL dX 4- dMelJ -(- cIN cFL -==. o.

On. obtiendra donc les valeurs les plus générales de L, M, N, X, Y, Z
satisfaisant à ces équat ions en prenant les coordonnées plûckériennes
de la tangente à une courbe gauche arbitraire.

Désignons par 2 a, 2?, 2y, ^§ les coordonnées homogènes de la
courbe gauche, nous prendrons

X^^ôa^-^), L^^y^-p/),

Y = a ( op' - prY ), M -•:::: 2 ( a/ - y^ ),

Z =r a (rî-/ — yrV), N = -:? (py/- a^),

et nous aurons

..r = oa^- ao7 -h- y(^ ~ py^ .y^ =. — w' "•{- ao' 4- y^ — py^

y = JjS' — pa7^ ay^ - ya', ji "r:, — âp^" po' -4- ay' -. y^',

z =: ôy — yo / -+• ̂ a!- y^\ z, = •~ ôy' 4- yo' 4" (3^"- a^.

Pour rendre ces formules identiques à celles que l'on a déjà don-
nées, il suffirait d'y faire

a (3 y r
^ == a, ^ •=. b, < :=: c, -^ :•:- p.
o o a o" '

Les quantités a, ?, y, o, qui s ' in t roduisen t ici n a t u r e l l e m e n t , onf,,
d'ailleurs une signification c inémat ique très s imple ; si l'on fa i t rouler
la courbe lieu du point x^ y^ z^ sur la courbe l ieu du po in t .i", y\ ^
les deux courbes étant rapportées à des axes de même origine, on pcist
définir le déplacement en donnant les cosinus des angles que f b n l a
chaque instant les axes mobiles avec les axes fixes. Les quan t i t és a, [Ï,
y, o n e sont pas autre chose que les variables d 'Olinde B,odrigo(*s, au
moyen desquelles on peut exprimer ra t ionnel lement les n e u f cosinus.
La conception (le la géométrie de la droite, comme étant la géométrie
d'un point sur une quadrique Q/,, est trop connue pour que je juge
utile d'insister sur l ' identité parfaite des deux méthodes géométriqiios
employées.
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IV.

Revenons ma in t enan t aux équations équivalentes à leur adjointe.
Nous avons examiné le cas où la forme que n o u s avions désignée par o
n'est pas i d e n t i q u e m e n t nu l l e , et constaté que la recherche des équa-
t ions correspondantes se ramenai t , a celle des lignes asymptotiques
de la surface du second, degré 9 == o. Nous avons vu que les équations
que l'on dé te rmina i t ainsi , é ta ien t nécessairement d'ordre impair et
montré géométr iquement comment leurs solut ions s 'exprimaient com-
plètement sans signe de quadra ture . Dans le cas des équat ions d'ordre
pair, auxquel les nous ar r ivons ma in tenan t , la tonne o est, par suite,
toujours i d e n t j q u e m e n t n u l l e , et la méthode ne s 'applique p l u s .

Néanmoins , i l v a entre les deux cas u n e certaine analogie; la mé-
thode employée dans le paragraphe précédent avai t pour base la. t rans-
fonnat ion corrélative par rappor ta u n e surface du second degré; dans
le cas où le d é t e r m i n a n t des a^ est symétr ique gauche, les équa-
tions ( i) dé f in i s sen t encore une transformation corrélative, mais par
rapport , à ce que l 'on peut appeler un complexe linéaire. C'est, en effet,
une corrélat ion telle que le p lan correspondant à un po in t donné ren-
ferme ce point , car on a i d e n t i q u e m e n t

^ l ( ^ X i -:=.:; 0,

en vertu des relat ions

ui := ̂  </^'2'^ (^/Â- + a/a --=• 0.

L'équat ion du p lan correspondant à un po in t y est

^(^^^y^}12^^0

ou

On peut, en la i ssan t de côté les cas singuliers , ramener cette forme
Ami. de l ' É c . Xormalc. 3e Série. Tome Î X . — MAHS i8()-.i. ï I
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b i l i n é a i r e à la forme canonique

/' .;=: ii
^ (.T/J//.4../-- .•y,/4-/J/> :"-" 0,

en supposan t lo nombre des variables é^al a 2 /z . Les équa t ions de la
transformation sont alors

^//+/::^ a-f j
, / :=- r, 2, . . ., / / .

I l i '=•-- ^'n^-i )

Par cette transformation à tou t plan ï\ correspond, un plan P^-^y...
Je dirai q u ' u n plan P/, appartient au complexe ( k ^ n — i ) , s ' il est ren-
fermé dans le p lan P^^..,./, cor respondant qu i sera d i t l u i auss i appar-
ten i r au complexe. D'après cette d é f i n i t i o n , tout point Pô a p p a r t i e n t
au complexe, car le plan correspondant 1:\̂  passe par P() . Les d ro i t e s
passant par I\ et appar tenan t au complexe doivent être dans le p l a n
t\/^2, car le plan correspondant à l ' u n quelconque de leurs po in t s
doit passer par Do ; cette c o n d i t i o n est d 'a i l leurs suf f i sante . On voit
fac i l ement q u ' i l y a des plans ?„„..., qui, se correspondent a eux-mêmes;
pour qu'un p lan P/, appar t i enne au complexe, i l faut et i l suf f i t qu ' i l
soit dans l 'un de ces plans ?„„,, (si l'on a h < n — i " ) ou qu ' i l r enfe rme
un de ces plans (si À > / À — I ) . On peut d ' a i l l e u r s t rouver f a c i l e m e n t
les équa t ions de ces p lans P^.....|.

Soit , en effet, un p lan P/^(

^•j "=: a^ .r,^i •+- «12 •^//4.2-4~, , . 4- a,i^ x^^y

.z-2 =:, a^ a;,^ "4- a^ ^-+.2 "4- . . . -h €t^ .̂ ,,

On obtient les équat ions du plan correspondant en remplaçant
x ^ x ^ . . .,2;^ par ces valeurs dans l 'équation

j^ ( ̂ ifn^-t — ^n^i.// ) = 0,

et en égalant à zéro les coefficients de ^.^,, x^, ..., ,r^,. On obt ien t
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ainsi
y^ -=.a^ j//+1 --r- fh i .r//4-a 4- . . . -h a/, i j^,
J^ =r: ̂ ,J//^i -\- . . . . . . . . . . . . .-4- rt//;>y^,

Pour que ces deux plans coïncident , il faut et il suffit que a//.. == ̂ •;
ce que l 'on peut exprimer de la manière suivante : o é tan t une forme
quadra t ique que lconque à coefficients cons tan ts des n variables jv^
J/^2» • • ' . y ^ le8 équa t ions

û^ , .j/-== ..-;--1— (£=i , •.i, . . ., n )
u } ,t^f

représentent un plan P,/....i du complexe. Ce sont ces plans qui jouen t
le même rôle que les droites dans le complexe à trois d imens ions .

Nous sommes' m a i n t e n a n t en état d ' interpréter géomét r iquement
les équations différent iel les auxquel les nous avions été conduits. Ces
équations é t a i en t les suivantes

^ d ^ ^ i^ , n . ,——,.-.. -^^ Q
^à l d^'

Comme nous considérons ici un espace à 'in — i d imensions , cette
équation a l i eu pour À = = O , :r , 2, ..., 2n— 2. D'après les formules
déjà écrites

a/ == .2-,^./, (f^i •=. — .r, ( l =: î , 2, . . ., // ),

ces équations s 'écrivent

^ / cU^x'f, î.., d^'jû'A , , ,,
i' (•rl -7?^ - •^/'+' - '̂,) ̂  0 (/- =1 ' 2' • • • ' '" - li)-

lîlles expr imen t que le plan correspondant au po in t x dans le corn-
er d'^r d^'1^^ , < , *plexe passe aussi par les po in ts . 5 —r' • - * ? -,^-^-, c esi-a-uire est

le plan oscula teur de la courbe au po in t considéré.
Par conséquent, nous sommes ramenés au problème de Géométrie

suivant : Trouver les courhes telles que leurs plans oscillateurs P,,̂  en
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chaque point soient les plans correspondanis à ce point dans le com-
plexe»

On voi t , par des r a i sonnemen t s abso lumen t i den t iques à ceux q u i
on t été faits pour les surfaces du. second, degré et: leurs lignes asymplo-
t iques , que pour caractériser ces courbes i l su f f i t de dire : ou b ien
qu'elles se correspondent à elles-mêmes par polaires réciproques par
rapport au complexe, ou bien q u e leurs p lans osculateurs P//^ sont
les plans P^ du complexe.

Le problème de la d é t e r m i n a t i o n de ces courbes est résolu pour
l'espace o rd ina i ro (n === 2), et l 'on sai t q u e les courbes, don t les tan-
gentes f o n t partie d ' u n complexe, ont pour plan osc i l la teur en un po in t
le plan focal de ce po in t . On sait ob t en i r ces courbes sans quadra -
tu re ; mais si l'on cherche à généraliser l ' u n e des méthodes q u i les
d o n n e n t sans quadra ture , on o b t i e n t non pas les courbes que nous cher-
chons, mais des surfaces S,̂ ,,i dont les plans t angen t s l\_i sont les
p l a n s du complexe ; en dés ignant par y une f o n c t i o n quelconque homo-
gène et du second degré de ^.,.,, x^,..., .2^, ces sur faces sont repré-
sentées par les équat ions

Ov)
..y. -.„- T
^ ^ ^.^ <"—.-.-——— <,

6^4 i

()^
X/, = ............î——. ,

w.̂ ,./,

â<p
X^ z= ——T- .

ôx^

Ce sont ces surfaces qui sont la véritable généralisation des courbes
dont les tangentes appar t i ennen t à un complexe l inéa i re . Si, ^ est u n e
forme quadratique, les équa t ions représentent un plan !\̂  du com-
plexe.

Ces surfaces S,,,^, jouissent de la propriété de se t ransformer en
elles-mêmes par polaires réciproques par rapport au complexe; les
courbes que l'on cherche ne sont pas autre chose que les l ignes asym-
ptotiques de ces surfaces, c'est-à-dire les lignes telles que leur plan
oscillateur P^ soit tangent à. la surface. Mais i l ne semble pas 'que
l'on puisse arriver en suivant cette voie, qu i était une général isat ion
naturelle de ce queTon sait faire dans le cas de trois dimensions, a,
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une détermination simple des courbes cherchées. Il est dès lors naturel
de chercher à généraliser la méthode géométrique qui a réussi pour les
lignes asymptotiques des surfaces du second degré. Supposons donc
les courbes cherchées connues dans l'espace à in •— 3 dimensions , et
tâchons d'en déduire celles de l'espace à 2/z — i dimensions.

Pour cela, nous remarquons d'abord que, si l'on considère dans l'es-
pace à 2/i — i dimensions une développable î)^ formée de plans P^_<
du complexe, son intersection par un plan quelconque Pa/^a s(3ra u n e

développable D/^ formée de plans P//,..^ Ces plans P^.a appar t i ennen t
au complexe; les plans 1\ correspondants doivent donc les renfermer;
il en résulte que le pôle M du plan P^-2 ^t l 'un de ces plans P^_a dé-
t e rminen t un plan P,^ du complexe, intersect ion du plan P^ avec
P^-2- 0° ^i^ ^ue ^ projection, de la développable sur un plan P^-;}
renfermé dans P^-a, le point de vue étant le point M, est une déve-
loppable formée de p lans P^.^ appartenant à un complexe linéaire,
intersection de P:̂ -:} avec le complexe donné.

Jusqu' ici , i l y a ident i té parfai te avec ce qui. se passe pour les sur-
faces du, second degré; nous avons pris un plan quelconque de l'espace
(au lieu de prendre un plan tangent à la surface), et avons projeté du
pôle de ce plan ( t enan t l ieu du point de contact) l ' intersection de la
développable par ce p lan . On peut aussi, comme dans le cas des sur-
faces du second degré, procéder par une transformation par polaires
réciproques. Si, nous considérons le cône qui, a son sommet en un point
quelconque de l'espace et pour base la courbe considérée C, la po-
laire réciproque de ce cône est une courbe (7 située dans le plan polaire
de son sommet, et dont la projection C^sur un plan P2//-3 est aussi une
courbe dont les p lans oscillateurs appart iennent à un complexe.
Malheureusement , en cherchant la réciproque, on ne réussit pas aussi
bien que pour les quadr iques ; on n'arrive pas à la détermination sans
intégration des courbes cherchées»

Je considère un plan P^.,.,2. et dans ce plan une courbe telle que (Y,
que je dois regarder comme connue, puisque je suppose connues les
courbes telles que (7 dans l'espace à 2n—3 dimensions; si je prends
la polaire réciproque de C' j 'aurai un cône 1 ,̂ ayant pour sommet
le pôle M. de P^a. Je dis que si l'on détermine sur 1̂  une courbe C
dont les tangentes rencontrent (7, cette courbe C sera une des courbes
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cherchées. Il est d'ailleurs clair, d'après ce que l'on a vu, qu'en choi-
sissant pour C' une courbe arbitraire satisfaisant aux conditions indi -
quées, on obtiendra de cette manière toutes les courbes, cherchées.

11 faut montrer que la courbe C se transforme en elle-même par po-
laires réciproques par rapport au complexe; or elle est définie p a r l e
fait qu'elle est tracée sur le cône 1̂  et que ses tangentes rencontrent
la courbe C', et la transformation par polaires réciproques a pour effet
d'échanger 1̂  et C'; la définition de C n'est donc pas changée.

Mais la détermination des courbes tracées sur un cône, et dont les
tangentes rencontrent une courbe donnée, ne peut pas en général s'ef-
fectuer sans intégration; et l'on voit facilement que si, Ton app l iqua i t
cette méthode à la déterminat ion dans l'espace à trois dimensions des
courbes dont les tangentes appar t iennent à un, complexe, on aurait h
effectuer une quadrature; elle'est donc plus compliquée et moins na-
turel le que la précédente dans le cas de trois dimensions, mais e l le a
l 'avantage de se généraliser.

Cherchons à la traduire ana ly t iquementaf in de voir aussi net tement
que possible à quel degré de diff iculté le problème est ramené. Afin de
simplif ier l 'écriture, je considère s implement un espace à cinq d imen-
sions; mais on verra fac i l ement ce qu i , dans la méthode, est indépen-
dant du nombre des variables.

Soit donc le complexe linéaire

^tVâ — ^sVi 4" ^3j4 — ^4,y;i •+- .̂ y,; — x^y,, = o.

Il s'agit de déterminer les courbes qui. satisfont aux quatre équations
différent iel les
( I) 'V[ dx^ — .z'2 dx'^ -4- .z-'3 dx^ --- x^ dx^ ==: dx^,
( 2 ) .ri c^ x^ — «z'2 d2 x^ "h x^ d^ ̂ 4 "— x,, d2 x^ •= d2 a^,
( ^ ) .̂ i d^ x^ — x^ d9 x^ -4- A1;, d^ Xi, — .Tf, cl3 x^ ::•:= d^ x^,
( 4 ) ûc^d^x^ — x^ d^ .r.i + .̂ 3 d'' <z*,i, — .x\ ̂ 4 .̂ 3 r::. d'" .^3,

dans lesquelles j'ai supposé x\^ i pour simplifier. On peut remplacer
les trois dernières par les trois suivantes
( C À { ) , dx^ dx^ — dx^ dx^ 4- dx^ dxi, — dx,, dx^ == o,
(3 / ) ! dx^ d^ .r̂  — dx^ d^ ̂ i 4- dx^ c^ x^— dx^ d2 ̂  = o,
^f ) da\ â?a^-- dx^ d^a'i -h dx^ d^x^— cii^ d^x^ =: o,
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obtenues en différentiant chacune des équations (i), (2), (3), en
tenant compte de la suivante. [L'équation (2') est une ident i té , ce qu i
démontre un théorème, très connu dans l'espace ordinaire.]

Nous considérons l 'intersection du complexe par le plan . ry==o,
dont le pôle est le point x\ = .z^ == x^ = x,, = Xç == o, ;z^==i. Nous
connaissons, par hypothèse, dans le plan x^ == x^ == <:>, les courbes
dont les tangentes appar t iennent au complexe

^i.ra •- ^2ji + ^3j4 — x,,y.^ -=. o,

c'est-à-dire qu i vér i f ient les équations différentielles
Ç3"') «z'i dx:^ — .,2.'2 dj.\ + .z'3 ̂ '4 --- x^ clx-^ == o,
( y ) x\ cl^ x^, — x^ cl2 ̂ 'i -+- ^'3 ci^ Xi, — x,, d^ a.^ '-=: o.

Ce qu'il est essentiel de remarquer, c'est que ces. deux équations ne
sont pas autre chose que les équat ions (3') et (J\), dans lesquelles
tous les indices de dérivation sont diminués d'une u n i t é , et l'on voit
fac i lement que ce fai t est indépendan t du nombre des variables. Pre-
nons, par exemple, comme solut ion des équations C^) et ( y ) , les
expressions

.z,==^
x^ == iy
,zy=2p-^',

•^4 ̂  ' »

où [3 est une fonction quelconque de t. Nous aurons les équat ions
d 'une courbe G' en ajoutant à ces équations les deux suivantes

x, = y,
XQ =: 0,

y étant une fonction quelconque de t. Pour trouver la polaire réci-
proque de C\ il f au l prendre le plan polaire du point x et chercher
son enveloppe, ce qui donne
( 5 ) py, - ty, -4- ( 2 (3 - ̂ J!)y, - y, -h-'yjn == o,

( 6 ) ^y, - y, + ( (3' - t ̂  )7,, + y ' y , = o,

(7) p///.^2-^wy.+"//J^.=o,
/ y 1 1 \

(7 / ) y^ty^ (^|y,=0, .„ .

/ y ^ y
(8) -j,+(^,jj,=o.
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Si l'on pose ^ == u et si l 'on prend y^ = i , la solution de ces équa-
tions est, comme on le trouve en les résolvant de proche en proche,

^u'-^
y^~=. tu' —- u,
^"--P^./-p^+/,

(9)

y, = ( t ̂  - ̂  ) u. 4- ( 2 P --. t^ ) u' + y » ty\

\y^^.
yc — ̂

Ces équations représentent le cône .F^. 1.1, faut m a i n t e n a n t chercher la
courbe C tracée sur ce cône et dont les tangentes rencontrent (7. I l
faut, par conséquent, chercher à ad jo indre à ces équations u n e autre

(10) 7.—^

de manière que la courbe représentée par les équations (9) e ( , ( r o )
soit une des courbes cherchées, c'est-à-dire satisfasse aux équa-
tions (ï), (2), (3), (4)? où l'on remplacerait les x par les y. Mais les
équations (2), (3), (4) peuvent être remplacées par (^ /), (3'), (4')
qui ne renferment pas;z^; puisque nous savons qu ' i l y a une so lu t ion ,
ces équations sont vérifiées par les valeurs (9), et il ne reste p lus que
l'équation ( î ) qui fera connaître X par une quadrature . .11 y a donc
simplement une quadrature à effectuer*

On peut voir, d 'une autre manière, que les valeurs (9) vérifient les
équations (.?/), (3'), (4').

On a, en effet, évidemment

^Vi _ dy^ _ _ dy$ _ dy^
x^ " " x^ """' .r;i "̂' .2-4

On peut ici vérifier facilement, par le calcul, que ces rapports sont
égaux en calculant leur valeur commune i/ dt, mais ces équations sont
évidentes géométriquement, car elles expriment .simplement qu'un
plan tangent Pa au cône, représenté par ces équations (9)? rencontre
la courbe dont les coordonnées sont.^, x^, ̂ 3, x^, ce qu i résulte de la
manière même dont on a obtenu le cône et du fa i t que la courbe se
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transforme en elle-même par polaires réciproques dans son espace.
Comme on a remarqué que les équations (3') et (4') ne sont pas.autre
chose que les équations (3") et (4"), dans lesquelles on a augmenté
d'une unité l 'indice de toutes les dérivations, et que les x vérifient par
hypothèse (S") et (4//), il en résulte que les y vérifient les équa-
tions (3') et (4'). Ces équations ne changent évidemment pas, en
effet, si l'on multiplie toutes les variables par un même facteur. On
voit donc que l'on passera toujours du. cas de in — 3 variables au cas
de 'in — ï par une quadrature.

Achevons la .solution dans le cas de n = 3.
Nous avons alors

dy^^u"df.,
dy^-==. U^'dt,
dy,^^^-^j')u"dt,

^ dy,, "=. (/.rf de,

(")

et l 'équation qui donne À est alors, toutes réductions faites,

€D.'=.u'lydt',
y If

on a u == ^. En intégrant par parties, on a la formule un peu plus
simple

r ^'ïî^u^-uy^ l^dt.
J ^

On voit que l'on pourrait faire disparaître tout signe d'intégration si
l'on savait déterminer de la manière la plus générale trois fonctions
a, (3, y de t, telles que l'on ait

(la) a'^^f12.

Mais la résolution de cette équation indéterminée, dont il faut une
solution renfermant deux fonctions arbitraires, ne paraît pas simple.

D'ailleurs, si l'on savait résoudre le problème que l'on s'est proposé
ou, ce qui revient au, même, si l'on connaissait la forme des solutions
de l'équation linéaire du sixième ordre équivalente à son adjointe,
sans signe de quadrature et avec deux fonctions arbitraires, on pour-
rait déterminer sans autre intégration la solution générale de l'équa-
tion (la), dépendant aussi de deux fonctions arbitraires.

Ann, de l'Éc. ]\'orm. 3" Sér'te. Tome ÎX. -- MARS 1892. l ̂
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En effet, si l'on connai t des expressions de y^ja,. . . , js, on voi t
fac i lement que l 'ensemble des équations (9) et ( ï i ) permet de cal-
culer ? et Y sans effectuer d ' in tégrat ion. Il faut, bien entendu, chois i r
convenablement la variable indépendante /; les équations (ï i) donnen t
, .,_ ̂

On a alors
À — y.^ et y. r-":: A — (f/y 4- uy\

et a, {3, y vérifient v i s ib lement l ' équat ion (12), la variable indépen-
dante étant t.

Le problème auquel on a été ramené est donc exactement équ iva len t
à celui dont on est part i , et s'il est impossible de résoudre l'équa-
tion (12) plus s implement qu/en prenant pour ? et y des fonctions
arbitraires de / et en calculant a par une quadra ture , i l est aussi im-
possible de dé terminer sans quadrature les so lu t ions de l 'équation du
sixième ordre, équivalente à son adjointe. C'est d 'ai l leurs, ' a fortiori,
impossible pour les ordres supérieurs, la méthode géométrique que
nous avons suivie, si elle ne donne pas la solution du problème sans
quadrature, donne tout au moins une idée précise de son degré de d i f -
f iculté et permet d'obtenir, tout au moins pour le sixième ordre, des
expressions renfe rmant un seul signe de quadrature et relat ivement
assez simples.


