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LOI DU LOGARITHME ITERE ET

TYPES ¢ D'ESPACES DE BANACH

M. LEDOUX

Université de STRASBOURG

RESUME
Sous les conditions classiques de moments pour une variable aléatoire
X & valeurs dans un espace de Banach : E{X} = O, E{||X||2} < o , nous
examinons les liens entre loi du logarithme itéré et types ¢ d'espaces

de Banach.

ABSTRACT
Under the classical moments conditions for a Banach space valued ran-
dom variable X : E{X} = O, E{IIXIIZ} < © , we examine the relationschips

between law of the iterated logarithm and types ¢ of Banach spaces.

I - INTRODUCTION

Soit (E, ||.||) un espace de Banach réel séparable muni de sa tribu

borélienne B et soit X une variable aléatoire (v.a.) centrée & valeurs dans

E ; si O&ere N désigne une suite de copies indépendantes de X, on note
pour tout entier n :
n
s (X) = .Z X
i=1
- P . + .
et an = ¥ 2n L2 n ou L2 désigne la fonction sur R , & valeurs positi-
ves, définie par :
L2(t) = Log (Logt) si t 2 ef
= 1 si 0<t<e®

Lz(t)
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On dit alors que :

1) X vérifie la loi du logarithme itéré bornée (que l'on notera dorénavant

X € LLI B) si et seulement si :

ERCA
P{Syp ———— <=»} =1,
n>1 2

2) X vérifie la loi du logarithme itéré compacte (X €& LLI C) si et seulement
si :

S_(X)
a n > 1) est relativement compacte dans E} = 1.

P{(a ,
n

Clairement : X€ LLI C==X€&LLIB, mais la réciproque est fausse.
On dit que E est un espace de Banach de type p(l1 < p < 2), s'il existe une
constante C > O telle que :

Vn >1, VQYI,..., Yn) v.a. indépendantes et symétriques & valeurs dans E

IA

telles que : Vi, 1 i < n, E{||Yi||p} < ®, on ait :

n n
s( ) [Pt s ¢ J & {]]y]P) .
i=1 i=1

+
D'aprés J.T. Lapresté ([3]), si ¢ est une fonction sur R & valeurs posi-
tives, convexe, strictement croissante, continue, ¢(0) = O (i.e. ¢ est

une fonction de Young), telle que de plus il existe B > 1 avec

(Bt
Sup —E%%%% < o , il est naturel d'étendre la définition précédente de
t>0

type p, qui est liée a la fonction puissance ¢ (t) = tp, au type ¢ , ot
¢ est une fonction quelconque du genre décrit précédemment, en posant :
E est de type ¢ s'il existe une constante C > O telle que :
\/n >1, V(Yl’ ey Yn) v.a. indépendantes et symétriques & valeur dans E

telles que : Yi, 1 <i <n, E {¢(||¥,|} <@, on ait :

n n
E{cb(ll.z1 v.[DY < ¢ F Efed]y D} .
i= i
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Nous aurons besoin du résultat suivant :
soient L¢ (E) et 1¢ (E) les espaces d'Orlicz associés a ¢ et E munis de
leurs normes respectives :

- Si X est une v.a. a valeurs dans E :

%] o = inf {a >0 : E{ ¢( llglio} < 1}
L" (E)
—Six=(xi)i21C.E:
o lx,]
x| 4 =inf {a>0: ] ¢t—5—) <1} .
17 (E) i=1

On suppose qu'il existe deux constantes Yl’ Yo > O telles que, pour

tout X € L¢(E) et tout x = (x.). el¢(E) s
i‘i =21
vy E Lo IxIDY < oc]lxl] o ) =y, led[xIDY
LY (E)
Y, L oodl= 1D < oc]lx]] <y, L odlx|D.
by 1 1@ 2 1

On a alors la proposition :

Proposition :Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) E est de type ¢,

b) il existe une constante C > O telle que : Vn >1, Vxl,..., xne_ E :

n
II.Zlei % || ] < e ey gall '
= LY (E) 1% @)

ou (ei)i > 1 désigne une suite de v.a. de Rademacher

(i.e. P{E:i =1} = P{t—:i = -1} = -;—) indépendantes,

(o]
c) pour tout x = (xi)i >1 CE tel que Hx|| 6 < o, z €, X,
1Y (E) i=
converge presque slrement (p.s.).
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Démonstration :

b) ya) : Soient n 2 1 et (Yl""’Yn) des v.a. indépendantes et symétriques

telles que : Yi, 1 < i <n, E folv,ID} < =

Soit (ei)i 5 q une suite de Rademacher,indépendante de (Yi)i s 17 par
symétrie :

n n

(o] T v, IDY ==ed] ] e v, ID}

i=1 i=1

si P(Yll"l Yn) désigne la loi du n-uplet (Yl""' Yn), on a :
n n

E{¢( llél .|} = fEn E{<1>(||iz1 € yill)}dP(Yl,..,Yn)(yl""'yn)

1 n

s=— [ o] T e vill ) P (Yyreeer¥)
Yl En iz i ‘i L¢(E) (Yl,..,Yn) 1 n
1

<=— [ ol .|l )dp (Yyreer¥)
Yy En i’ 1<i<n 1¢(E) (Yl""Yn) 1 n
Yo n

S - fl'l(.S¢(C||yill))dP(Y1,..,Yn) (yll"’yn)

i TE™ is1

2 ¥ w fpccly, 1)
< —2 o (o]} .
Y1 =1 *
IREA LA N NITAID
d'od : E {¢( Y. () < E {o(||Y, )}
i=1 1 Yoo .

ol C' > O est une constante provenant du fait que Sup
t>0
prouve que E est de type ¢ .

c)=—= b) : On définit :

c E : ||x]] 5 < }
17 (B)

F={x= (),
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Il
C. E : Sup || Z

G = {x(x,), e. x| < »}
izl nxt i=t * P %@
F et G sont des espaces de Banach.
[e o]
Soit x € F : ||x[| < ® ; par hypothése Z €, X, converge p.s. et
1 ¢ i=1 7
¢ (Bt)
comme Sup _ETET pour un f > 1, par un théoréme de J. Hoffmann-

t>0

Jprgensen ([1], II théoréme 5.5), on a :

n
sup E { ¢(]] ) e, D<o
i=1

n>1 i=
donc : n
i Hi£1 E xillL¢(E)< o
(car, Yx e ¥® : | 1x]] < sup (1, E {o(||x|D}) :

L? (&)

d'ot : F C G, et par le théoréme du graphe fermé, il existe une constante

C > O telle que :

n
Vx = x,). CE: swl||) e x| < cf|x]] ,
tizd 171 20 1% (@)
n>1
ce qui implique b).
a) = c) :Soitx=(xi)i>1cEtelque ||x||¢ < o ;
- 1 (E)
A
il existe alors a > O tel que : X o ( 2 ) < 1.

i=1

=

Les v.a. Yi = €. x,, 1 21, sont indépendantes et symétriques ; par

1 1

suite, si C désigne la constante liée au type, on a :

n no x|
Ym, nz1 :E{(b(éll‘}‘ e, x|} < C'Z o ( al )
i=m i=m
© %]l n
donc puisque la série : Z ¢(——;r—~000nverge, la suite ( Z €; xi)n > 1
i=1 i=1 -

est de Cauchy dans L¢(E), donc converge dans L¢(E) et également dans L' (E)
puisque L' (E) O L¢(E) ; la série z €; X, converge alors en probabilité
i=1

donc p.s. par les propriétés des séries de v.a. indépendantes & valeurs

dans un espace de Banach ; d'ou c).
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II - RELATIONS ENTRE LOI DU LOGARITHME ITERE ET TYPES ¢ D'ESPACES DE BANACH

Une variable aléatoire réelle X vérifiant les conditions classiques de
moments : E {X} = o, E{IXI 2} < o satisfait & la loi du logarithme itéré
(bornée ou compacte car ces deux notions coincident dans R). Dans le cas ou
X prend ses valeurs dans un espace de Banach, ces conditions ne sont en gé-
néral pas suffisantes ; néanmoins G. Pisier ([4]) a montré qu'elles suffi-
sent dans un espace de Banach de type 2. Réciproquement il a établi qu'un
espace de Banach dans lequel toute v.a. centrée, de norme au carré intégra-
ble, vérifie la loi du logarithme itéré (bornée), est de type p pour tout
p < 2.

On se propose de préciser ces liens entre loi du logarithme itéré et
types d'espaces de Banach en termes de types ¢ :

Soit ¢a' 0 > O une fonction de Young telle que :

lim [ t'z(th)O‘ 1 6 (t) =1
oo o

Nous avons défini un comportement & 1l'infini de la fonction ¢a, il faut
également lui en définir un & l'origine : de la méme fagon que pour
o(t) = tP (p >0) ot 1'on a :

L
o(t) '

1 1. p 1
> : _) = (= = — =
t 0 (o} (t) (t) D
t
on posera :

lim ¢ (%) 9, (t) = 1.

t->o

On a alors les théorémes suivants :

Théoréme 1 : Si X est une v.a. a valeurs dans un espace de Banach de type

¢1, telle que : E {x} = O, E{]|X||2} < ®» , alors X&€LLIB ;
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Théoréme 2 : Si X est une v.a. 3 valeurs dans un espace de Banach de type
¢ (o € Jo,1[), telle que : E{x}=0, E{l]xllz} < o , alors X LLIC.

Ces deux théoré@mes sont des corollaires immédiats d'un théoréme de J. Kuelbs

a

([2]1, théoréme 4.1) que l'on rappelle ici :
Théoréme (Kuelbs) :

Soit X une v.a. & valeurs dans E, E {X} = 0, E{||x||2} < ;

s ||
X ELLIB & Sup E {———— } < =,
n>1 %n

Ils_(x)]]
(—

X € LLIC & 1lim E 2 =0
n>o n
sn(x)
(& " -+ O en probabilité).
n

Démonstration du théoréme 1

(La démonstration du théoréme 2 est tout & fait identique) ;
Soit X' une copie indépendante de X ; on note C la constante liée au type.

Par 1'inégalité de Jensen (utilisée deux fois) :

1 1 n
‘a—' E{”Sn(X)ll} =—a—‘ E{llg Xl“}
n n i=1
1 n
< —— E {12 (Xi—Xi)ll}
n i=1
1 -1 2
< — E{¢; E¢1(||,Z (xi-xi)ll)] }
n i=1
1 -1 n
s— ¢, @ dl Jx;=xnIhhH
n i=1
1 -1 °
<= ¢ ] Ele dixgxi| DD
n
< ¢Il (cn E{¢, 2|[x|H D
a
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s, x) || i
d'oi : Sup E {———— } < ©» puisque ¢,” (n)

n21 %n
est équivalent, quand n tend vers 1'infini, a /;_f;—ﬁ'; par suite X€LLI B
par le théoréme de J. Kuelbs rappelé ci-dessus.
Nous concluons avec un théoréme 1lié & une forme de réciproque des théorémes
1l et 2 :
Théoréme 3 : Soit E un espace de Banach dans lequel toute v.a.

X, E {x} = o, E{||x]|?} <o vérifie la loi du logarithme itéré (bornée) ;

alors E est de type ¢a pour tout o > 1.

Démonstration :

Nous savons (voir [4]) que si X vérifie la loi du logarithme itéré borné,

alors :
s x)]]
E {Sup ——?fl————~ < o
n=1 n

Puisque par hypothése E{||X||2} < o, par le théoréme du graphe fermé, il
existe une constante C' > O telle que :

pour toute v.a. X & valeurs dans E, E {x} = O, E{||x||2} <o ,ona:

[Is_x)]]
E {sup —Tn-—} SC'(E{||X||2})1/2 .
n>1 n

Un résultat de G. Pisier ([4], Proposition 5.1) nous montre alors due :

Vnzl, \'/xl,...xne.E :

IA

v , o 2,1/2
ELl L e xllts2c v2n ] [Ix]]9
i=1 i=1

IA

n
¢ Vim () lIxl1AYE,
i=1

oi C = 2 /2C' et (i—:i)i désigne une suite de Rademacher.

> 1
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Soit (bk)kelN la suite de nombres réels définie par :
k

2
- = e .
bo = 1, bk e (k > 1) 7

pour tous k&€ N et n =2 1 on pose :
n
Loy lxlD

n
oyl 1D
s 1 X

-1 i=
A'={1<j<n:¢ ) < x|l < ¢ ¢ )
k o P+t ) ¢ Pk

et on note : |A = Card (A;:). Alors :

A

n (o]
E {IIiZ1 e; x|} Y EA{]l} €5 xj||}

k=0 jGA;:
v 2.1/2
sc Tl (I HxlAY
k=0 j €Al
I €%
n
=/ 1 ~21 ¢, UlxglD
<sc ¥ /A L, [al] ¢ T(—— )
k=0 Al 2 A % by
n lagl o
or = F ooy Ulxg P2 T oy tlelh 2 —— 1 oy (llx; 1)
i=1 . _.n k+l i=1
jen,
atot : Ykew, Yaz1, [a)] <b . .
Ainsi : n
n o L izl 0ol 1D
E {||i£1 € x; ||} <c g Vo, Lo ) 6 ( . ),

et ceci pour tout n 2 1 et tous xl,..., xne E.

Soit x = (x.). < o ; il existe donc a > O
11 2

C E tel que ||x||
! 1% (&)

tel que :
° 1%, 11
i ) <

(————]
=1 a a
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D'ol, pour tous m,n > 1 :

n NESRN
i
E{|]|] J e x|} < ac }J /b L )¢ )
iSn i7i k=0 k+1 "2 Tk+1 a bk
® %, 1
| 1%;
et puisque X ¢ ( ——:;———) < 1
i=1 ¢
VE&]O,lJ, ]N 6N,Vm,n2N: Z d)a(——a—-) < €.
i=m
Donc, pour m,n =2 N :
‘ n o .
- €
E{|]]) e x|]|} <ac JVb L (b _J ¢ ( ) .
jop i k=0 k+1 72 Tk+1 a bk
2/ (@, ®
Puisque 1lim —————727—- = 1, il existe une constante D > O et koe N
t>o (bOL
(indépendants de €) tels que :
Vs kg : o070 (=) < D < —2re
k ‘/b b |, a
k k ,,a b, (L, (b, ))
P (L2(~E—0) k'727k
n o L,(b . ,)
aon : E{|| ] e, x,||}s vE acp (] 2l k)
i=m k=kO (L2(bk))

ol D' et K' sont des constantes ; enfin puisque o > 1, la série entre
parenthéses converge et il existe donc une constante K > O telle que :

Vaejo,lj ’ 3N€¢Nf Vm,nZN

IA

n
(|| } e x|} XK V€.,
i=m
[e o]
donc X €; X; converge dans L'(E), donc en probabilité, donc p.s. par
i=1
les propriétés des séries de v.a. indépendantes. Par la proposition de

l'introduction, E est de type ¢a pour tout o > 1.
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Remarg\_1e :

On peut dresser un parallé&le entre théoréme central limite (TCL) et loi

du logarithme itéré bornée sous la forme du tableau suivant :

TCL LLI B
1. Si X est a valeurs dans un espace 1' Si X est & valeurs dans un espace
de Hilbert : de Hilbert :
2
X€TCL & E {x} = 0,E{||x|]| }<= X€LLI B& E {x} =0,

Ve eE' : E{<x,E5%} < «,

2
X
et E {—-L-L‘—l—*——} < oo,
L, | x|
2. Si X est a valeurs dans un espace 2' (Si X est & valeurs dans un espace
de Banach de type 2 et si de Banach de type ¢1 et si
E {x} = o, E{||x]]?} < =, alors E {x} = oNEeE' : E(<x,E>%} < =,
X € TCL. X 2
et E {—L'—I-L{T}«o alors X € LLI B).
L X
2
3. Un espace de Banach dans lequel 3' Un espace de Banach dans lequel
toute v.a. X : E {x} = o, toute v.a. X : E {X} =0,

B{||x]|?} < = vérifie le théoréme YECE' : El<x,£>2} < et

2
E {ALL)I(—’-L,--I-—}«’o vérifie la loi
L2 X

du logarithme itéré bornée, est

central limite, est de type 2.

de type ¢1.

Le résultat 1 est classique. Les points 2 et 3, classiques également, peuvent
se trouver dans G. Pisier ([4]) et caractérisent les espaces de Banach dans

lesquels les conditions de moments : E {x} = o0, E{||x||2}<0o sont suffisantes
pour que X vérifie le théoréme central limite : ce sont les espaces de Banach

de type 2.
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Le résultat 1' est un théoréme récent de Kuelbs, Zinn et Goodman ([5]).Le point

3' se démontre facilement ; donnons quelques éléments de démonstration :

IIs ||
Si X €LLIB : E{sup —m— } <
n>1 an

.

comme par hypothése ||X|| o1 < ®, par le théoréme du graphe fermé il existe
L™ (E)

une constante C > O telle que :

IIs_x) ]
E {sup ——— } < c |[x]] 6
n21 n L™l (E)

< ¢ ¢7'y, E o, (lIxIDD.

Soient n 2 1 et Xyreoos x&le.E ; on note Sx la mesure de Dirac au point
X € E.

Si X est de loi —=— ) (S, + S__ )
n . X,

1 n
= loy(lxlDY =% T ogdllxlD.
i=

En recopiant alors les arguments de la proposition 5.1 de G. Pisier ([4])
déja rappelée précédemment, on a :

Vrlz 1, \Vxl,..., anE E :

n 1 , D
E{llizl €4 xi||} < 2a Cé [y, E'izl¢1(||xi||)).

Puisque ¢I1(%-) Y S Y - - (n > ), on montre, avec des argu-

¢I1(n) v nL2n

ments maimtenant classiques, que si x = c.E est tel que

)5 51
0o

< o, Z €, X; converge dans L'(E) donc p.s. On conclut alors,
i=1

| =]
l¢1(E)

avec la proposition de 1l'introduction que E est de type ¢1.
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Reste le point 2' qui est entre parenthéses car a 1l'état de conjecture :
on peut en effet espérer que le théoréme de J. Kuelbs rappelé précédemment

puisse en fait s'énoncer de la maniére suivante :

Soit X une v.a. & valeurs dans un espace de Banach telle que :

) 2
E {x} = o, VEéE':E{<X,€>}<°°etE{L TX}<°°;
2

s x|
alors : X€ELLI B&= SupE {——— } < o .
n>1 an

Si un tel résultat s'évérait vérifié, la démonstration de notre théoréme 1
aurait le point 2' comme corollaire immédiat ; 2' et 3' caractériseraient

alors les espaces de Banach dans lesquels les conditions de moments :
2

X } <o sont suffisantes

E {x} = o, VE € E' : E{<X,5>%} < w et E {L Tx
2

(et nécessaires d'ailleurs) pour que X vérifie la loi du logarithme itéré

bornée : ce sont les espaces de type ¢1.
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