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F. LAMBERT, UNIVERSITE DE MARSEILLE

Introduction

Il existe deux extensions classiques de la notion d’équation diffé-

rentielle ordinaire ayant des applications très intéressantes à la des-

cription de certains systèmes physiques. Il s’agit de la notion d’équa-

tion différentielle stochastique (par exemple [1], [2]) et de la notion

d’équation différentielle fonctionnelle (par exemple [3]).

Si x(t) désigne l’état à l’instant t d’un certain système, dans de

nombreux cas l’étude de l’évolution de ce système conduit à la résolu-

tion d’une équation différentielle

Dans le cas des équations différentielles stochastiques (e.d.s.),

l’équation ci-dessus est perturbée par un terme aléatoire où s’intro-

duit un bruit blanc W(t), ce qui conduit à une équation du type

que l’on préférera écrire sous la forme

(W(t) est un mouvement brownien).

D’autre part, on peut envisager que la dépendance de xCtJ ne soit

pas limitée à l’état présent x(t) du système mais puisse s’étendre à

tous les états passés (x(u)) ceci en vue de traduire un certain ef-

fet de mémoire. Nous sommes alors conduits au concept d’équation différen-

tielle fonctionnelle (e.d.f.)

où f est une fonctionnelle pouvant dépendre de (x(u)) uSt ~ appelée fonction-

nelle non anticipative.



44 -

Comme exemples de telles équations, citons les équations à retard

et les équations intègro -différentielles

les premières étant utilisées dans l’étude de certains systèmes automa-

tiques et les secondes dans l’étude de la plastoélasticité.

Dans ce travail, nous essayons d’étendre certains théorèmes classi-

ques d’existence et d’unicité au cas d’équations à la fois fonctionnel-

les et stochastiques (e.d.f.s.)

(où f et g sont deux fonctionnelles non anticipatives).

Les théorèmes proposés généralisent certains résultats concernant

les équations ci-dessus et figurant dans [4].

I - Principaux résultats dans le cas déterministe

Nous donnons dans ce paragraphe les principaux résultats d’existence

et d’unicité de la solution pour une e.d.f., que l’on peut obtenir à par-

tir d’une condition de Lipschitz. Il est intéressant de comparer ces ré-

sultats d’une part avec les théorèmes classiques sur les équations diffé-

rentielles ordinaires et, d’autre part, avec les résultats du cas fonc-

tionnel stochastique (paragraphe II), que nous établirons d’ailleurs par

des méthodes tout à f ait analogues.

Les définitions qui suivent resteront valables dans le paragraphe II.

Nous désignerons par ~ l’espace des fonctions continues sur [Oà 

à valeurs danslRn et pour x &#x3E; par x le réel &#x3E; 0 : : Sup Ix(s)1 où
Ost

t.1 est l’une quelconque des normes surflR.
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Définition 1

Nous dirons que la fonction f définie sur [0, +oo[ x 6 ~ à valeurs

dans IR m est une fonctionnelle non anticipative si, pour tout t &#x3E; 0, tous

Définition 2

Nous dirons que la fonctionnelle non anticipative f vérifie une

condition de Lipschitz (L) sur [0, T] x D où D c s’il existe une

constante ~ 0 c(T, D) telle que

pour tout t E [0, T] , tout x E e . tels que x(s) E D, y(s) E D

pour s E [ 0, T] .

Définition 3

Nous dirons que la fonctionnelle non anticipative f vérifie une

condition de croissance majorée sur [0, T] x D où D c ffin. s’il exis--

te une constante k 0 c(T, D) telle que

pour tout t E [0, T], x E ~ tel que x(s) e D pour s e [0, T].

Remarque 4 :

a) Si D est borné, il est équivalent de dire que f vérifie une con-.

dition sur [0, T] x 0, ou que f est bornée sur [0, T ] x D au sens

suivant :

Il existe une constante ~ 0 c(T, D) telle que If (t, x) 1 ~ c(T, D)

pour tout t E [0, T], tout x tel que x(s) E D pour s e [0, T].

b) La condition de croissance majorée est souvent une conséquence

de la condition de Lipschitz. En effet, s’il existe x 
0 

e 2 telle que
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entraine

d’où

pour tout x telle que x(s) E 0, s E [0, T].

Il en est ainsi notamment lorsque les fonctions t -~ f (t, x) (que

nous appelerons par analogie avec les processus, les trajectoires de f )

sont continues.

Définition 5

Nous dirons que la fonctionnelle non anticipative f est globalement

(resp. localement) lipschitzienne sur [0, +m[ x 6 si elle vérifie une

condition de Lipschitz sur [0, T] xffin pour tout T t 0 (resp. sur

[0, T ] x K pour tout T b 0 et tout compact K de CRn) .

Définition 6

Nous dirons que la fonctionnelle non anticipative f est globalement

(resp. localement) à croissance majorée sur [0, x %i si elle vérifie

une condition de croissance majorée sur [0, TI xffin pour tout T z 0 (resp.

sur [0, T ] x K pour tout T ~ 0 et tout compact K de IRn ) .

Il est donc équivalent (Remarque 4.a) de dire que f est localement

à croissance majorée ou localement bornée.

Dans les démonstrations, nous utiliserons constamment les résultats

suivants connus sous le nom de lemme de Gonwall.
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Lemme 7

Soit a(t) une fonction à valeurs k 0 définie sur [a, b] mesurable

et bornée. S’il existe des constantes A, B positives telles que

Corollaire 8

Sous les hypothèses du lemme 7, si A = 0, alors a(t) = 0 pour tout

t E [a, b].

Dans la suite de ce paragraphe, f désignera une fonctionnelle non

anticipative à valeurs dans E net à trajectoires localement intégrables.

Définissons le concept de solution d’une e.d.f.

Définition 9

Soit 0 et Lf une fonction continue sur [0, to]. Nous dirons que

la fonction x est solution de l’équation

sur l’intervalle I= [0, 8) (avec 6 &#x3E; to) pour la condition initiale

(tn,Y) si

(i) x est définie continue sur I à valeurs dans[R n

Nous avons alors les théorèmes d’existence et d’unicité suivants :

Théorème 10

Nous supposons la fonctionnelle f localement lipschitzienne sur

[0, +00 Alors, si x et y sont solutions de (1),/pour la même condi-
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tion initiale, sur les intervalles respectifs I et J, les fonctions x

et y coincident sur I n J.

Démonstration

Il suffit de démontrer le théorème dans le cas où I = J = [0, 0[

(8 &#x3E; to). Soit alors une suite (8 ) de nombres tels que On E Et0, ,8[.
o n &#x3E;no ’no

8n fi 6 lorsque n fi +00 et n, ly(tl 1 5n sur l a, à n 1.

Comme 6n fi 0, il nous suffit de montrer que x et y coïncident sur

 [t , 8 ] pour tout n k n .
on o

Or, pour t E [to., 8 ]
on

d’où, compte tenu du fait que x et y coincident sur [0, t IL

Le corollaire 8 entraine alors le résultat cherché.

Théorème 11

Si la fonctionnelle f satisfait à une condition de Lipschitz sur

[0, T] alors, pour toute condition initiale (t,f) (avec 

l’équation (1) admet une solution sur [0, T].

Démonstration

Nous définissons, TI, un opérateur S par :

En utilisant la condition de Lipschitz, on montre qu’il existe L é 0

telle que
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pour x et y E ~[0. T], t e [t . T].
o

De cette relation, nous déduisons premièrement que

(donc S est uniformément continu pour la structure de la convergence

uniforme sur [0, T]). D’autre part, pour y quelconque dans 16~0~ T] ,

considérons la suite (Sn) y n&#x3E;0 des itérés de y. En utilisant la relation
y n&#x3E;0

ci-dessus, il vient :

d’où

Ceci entraine la convergence uniforme de la suite-S n vers une fonc--
y

tion x de C[O. T].

A cause de la continuité de S, x est alors un point fixe de S, d’où

le théorème.

Corollaire 12

Si la fonctionnelle f est globalement lipschitzienne sur [0, +oo[ 

alors pour toute condition initiale l’équation (1) admet une

solution sur l’intervalle [0, 

Théorème 13

Si la fonctionnelle f est localement lipschitzienne sur [0, x é,

alors, pour toute condition initiale (t o,Y), il existe 6 &#x3E; to et x fonc-
o o

tion coninue sur [0, 0[ tels que

(i) x est solution de (1) sur [0, 0[ pour la condition

initiale 

(ii) si 6  x n’est pas bornée sur [0, 6[.
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L’énoncé de ce théorème appelle quelques remarques : le fait que x

ne soit pas bornée, lorsque 6 est fini, ne signifie pas que Ix(t)1 ~ + 00

pour t ~ 6. D’autre par, il résulte du théorème 10 et de (ii) qu’il ne

peut exister de solution de (1) sur un intervalle J contenant stricte-

ment [0, 6[(pour la même condition initiale). On peut donc dire que x est

la solution maximale de (1) et que 6 est sa durée de vie ou l’instant

d’explosion de cette solution.

Démonstration

On se ramène au cas globalement lipschitzien en posant, pour n en-

pu1s. x étant dans ~,
--- n

La fonctionnelle ainsi définie est non anticipative et à trajectoire

localement intégrables.Elle est de plus globalement lipschitzienne sur

[0, +oo[ x tRn. En effet, pour nous avons

puisque lx (t)) 1 s n. ly (t) 1 S n 
n n

Un raisonnement de géométrie élémentaire montre que

1 pour tout t, d’où

Pour n &#x3E; Sup 1 Cf (t) 1 ~ considérons alors l’équation
Otto

qui admet pour la condition initiale (to,Y) une solution xn sur [0, +oo[.
o

.
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Si 8 - inf {t / )x (t)! 1 &#x3E; nl , on voit immédiatement que xn est

solution de (1) sur [0, 6n], pour la condition initiale Il ré-

sulte d’autre part du théorème 10 que la suite 8n est croissante (strc-

tement tant que 6 
n 

 + oo) et que, pour m &#x3E; n, xn et xm coincident sur

10, 6 l.
n

Ceci permet de définir x solution de (1) sur [0, 61 avec 0 = lim 0 n
n~+oo

d’où (i). De plus, si x est bornée sur [0, 6[et si l’on suppose 6 fini,

alors 8n &#x3E; 6 pour n suffisamment grand, d’où la contradiction.

Le théorème suivant donne une condition suffisante pour l’existence

d’une solution à durée de vie infinie dans le cas localement lipschitzien.

Théorème 14

Si la fonctionnelle f est localement lipschitzienne et globalement

à croissance majorée sur [0, +oo[ alors, pour toute condition ini-

tiale (t 0 (f), l’équation (1) admet une solution sur Eu, 

Démonstration

Soit x la solution maximale de (1) pour la condition initiale (t, Y),
o

6 sa durée de vie. Supposons 6 fini. Pour t E  [t , 0[, nous avons (condi-
o

tion de croissance majorée) :

En choisissant Sup il vient

OTTo

pour t E [0, T] (avec T quelconque dans [toi 0[) d’où (lemme 7) :
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sur Lo, TI donc sur [0, 0[. Ceci est en contradiction avec la conclusion

du théorème 13 et, nécessairement, 6 = + ce.

II. Théorèmes d’existence et d’unicité pour les e.d.f.s.

II’1’ L’intégrale stochastique et les e.d.s.

Nous commençons par quelques rappels concernant l’intégrale stochas-

tique et les équations différentielles stochastiques. Pour définir cor-

rectement la notion de solution d’une telle équation, il est nécessaire

de la considérer sous sa forme intégrale

(Pour l’instant, f et g sont des fonctions définies sur Ct , 

et à valeurs respectivement dansLRn et dans l’espace des matrices réel-

les n x m, que l’on peut identifier 

Le mouvement brownien ayant des trajectoires p.s. à variation non

bornée, il est nécessaire de donner une définition particulière pour la

2ème intégrale.

Etant donnés une base stochastique (Q, £l, P), que noust t&#x3E;O

supposons, par commodité pour la suite, complète et continue à droite

(c’est à dire telle quea soit p-complète, at, t&#x3E; 0, contienne tous

les négligeables de (Let que la famille soit continue à droite)

et un mouvement brownien W sur cette base (*), à valeurs dans PM, 1 on dé-

finit, pour les processus F, progressivement mesurables (ou seulement

adaptés) à trajectoire p.s. localement de carré intégrable, à valeurs

(*) ) En particulier, on suppose W(t) - W(s) indépendant de a s pour 
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dans [Rnm une intégrale

appelée intégrale stochastique et possédant les principales propriétés

suivantes (par exemple [1], [2], [5]) :

(i) f FdW est une v.a. (en fait une classe de v.a.) à valeurs
a

dans IRn et :

Il existe une constante c &#x3E; 0 telle que

La constante peut être prise égale à 1 si l’on choisit dans IRn la norme

euclidienne et si l’on considère F à valeurs dans muni de

sa norme habituelle. De plus si n = m=1 et si le 2ème membre est fini,

alors il y a égalité. ,

On peut, d’autre part, définir le processu t &#x3E; a
a 

-

de façon à ce que I(t) soit progressivement mesurable à trajectoires

continues. On a alors, pour tout E &#x3E; 0, N &#x3E; 0 :

où c’ est une constante &#x3E; 0 (indépendante de e. N, F).

De plus, si E  + 00, le processus t  $ est une

martingale.

Le résultat suivant nous sera très utile pour démontrer les théorèmes

concernant les e.d.f.s.

(*) On trouve par exemple cette formule dans [1] (1.4 Théorème 2) pour

n = m = 1. Alors on peut prendre c’ =1.
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Lemme 1

Si X est une sous martingale positive à trajectoires continues (ou

seulement continues à droite) sur l’intervalle alors

Ce lemme est un cas particulier d’un théorème dû à Doob ( [61, V

th.22 et VI Rem. 2). Nous utiliserons plus précisément le corollaire

suivant :

Corollaire 2

Sous les hypothèses permettant de définir l’intégrale stochastique,

il existe une constante c &#x3E; 0 telle que

Démonstration

Si E  + 00, le processus I(t) = 1It FdW est une martingale,a a 

donc 1 une sous-martingale positive (à trajectoires continues) et

le corollaire résulte du lemme 1 et de la propriété (iii) de l’intégrale

stochastique.

Moyennant cette définition de l’intégrale stochastique, on démontre

que des conditions d’existence et d’unicité de la solution d’une e.d.s.

sont une condition de Lipschitz

et une condition de croissance majorée

(par exemple [1J pour n = m = 1).

Nous obtiendrons des résultats analogues dans le cas fonctionnel.
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II.2. La notion d’équation différentielle stochastiques fonctionnelle

Dans la suite, f et g seront deux fonctionnelles non anticipatives,

définies sur [0, +00] x lRn, à valeurs respectivement dans (Rn etvR

telles que :

Ci) f et g sont progressivement mesurables sur ( L~, [0 ) t z 0)
où 113 est la tribu de parties de 6 engendrée par des applications

coordonnées x -~ x(t), t z 0 et, pour t &#x3E;_ 0, etla sous-tribu de 0.3

engendrée par x ~ x(s), 0 ~ s 5 t.

(ii) les applications t ~ f (t, x) et t -~ g(t, x) sont, pour tout x 

localement de carré intégrable.

Notons que (i) implique le caractère non anticipatif de f et g.

De plus, (ii) sera vérifiée dès que f et g seront localement à croissan-

ce majorée.

En effet, dans ce cas, si T~ 0, M = Sup lx(t)l , on a :
0_ t_ T

pour t E TJ.

D’autre part, nous noterons l’espace des processus définis

sur I, à valeurs dans rnn. progressivement mesurables, à trajectoires

continues, où I peut être

a) soit un intervalle ordinaire d’origine t o ;

b) soit un intervalle stochastique f ermé t]] (*) où T est
0

un temps d’ arrêt à valeurs dans IR+

c) soit un intervalle stochastique semi-ouvert T[[ où T est
o

un temps d’arrêt à valeurs dans m+8 Dans ce dernier cas, nous supposerons

toujours qu’il existe une suite croissante (r ) 1 de temps d’arrêt tels que

**

to S Tn  T ( J, convergeant vers T pour + 00. De cette façon, pour

w u

(** ) T n  T signifie T n (00)  T(W) pour tout c~ tel que T(W)  + 00.
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tout X E x sera à trajectoires continues sur [[t , T ]]&#x3E; avec
o n

t nombre réel &#x3E; O, non aléatoire.
o

Pour T ~ 0 non aléatoire, l’espace T] sera muni d’une struc-

ture d’espace uniforme complet, par l’intermédiaire de l’écart

associé à la (pseudo) semi-norme

Sous les hypothèses ci-dessus, nous avons :

Lemme 3

Pour tout X où I est un intervalle (stochastique ou non)

d’origine 0, les processus f(t, X) et g(t, X) sont définis sur I, progres-

sivement mesurables, à trajectoires localement de carré intégrable.

Démonstration :

Pour tout (t, E I, on peut définir f(t, X[(jo)) [resp. g(t, X(yJ))]

en considérant une fonction y quelconque de e qui coincide avec X(wl

sur [0, t] : alors

f(t~ f(t~ y).

Si I est fermé à droite, les trajectoires de f(t, X) et g(t, X)

sont de carré intégrable : cela résulte immédiatement de (ii). Si I est

ouvert à droite (I = [[0, T[[), ces trajectoires sont localement de carré

intégrable : cela résulte de (ii) et du fait qu’il existe une suite (Tn)
oo

croissante de temps d’arrêt  T avec T n~ T pour n ~ 
+ ce.

Pour établir la progressive mesurabilité de f(t, X) [resp. de g(t,X)]

étudions divers cas :

a) Si I = [0, +00[, pour t ~ 0, l’application w + est t t
mesurable ; elle est de plus d - ~ mesurable. La conclusion résulte

alors de (i).
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b) Si I = 10, TI ou [[0, TJJ, on peut prolonger X à [O,+ce[ de

façon à ce que X e &#x26;[0e et la conclusion résulte de l’étude du cas

précédent.

c) Si I = [[0, T[[, pour T n + T, en prolongeant, comme dans le cas

précédent, la restriction de X à [[0, T n 11, on montre que les restrictions

de f(t, X) et g(t, X) à [[0, T n 11 sont progressivement mesurables d’où,

encore, le résultat cherché.

Soit alors to Z 0 et I un intervalle contenant [0, to] (resp. un

intervalle stochastique contenant [[0, On peut définir sur

J = I n Et0, (resp. J = I n [[top des processus
o o

qui appartiennent tous deux à ~(J).

En ce qui concerne le second processus, plusieurs versions (conti-

nues) peuvent exister, mais deux versions différentes ont presque sûre-

ment les mêmes trajectoires.

Les remarques précédentes nous permettent de définir correctement

ce que l’on entend par solution d’une e.d.f.s.

Définition 4

Soit 0 et O un processus de ÊEO, On dit que le processus

X est solution de l’équation

(1) dX~t) = f(t, X) dt + g(t, X) dW(t)

sur l’intervalle stochastique 1 = [[0, T)) contenant strictement

[[0, t0Il (* ) pour la condition initiale (t . O) si :
o o

(i) X est défini sur I et la restriction de X à I est dans

(ii) X(t, 0)) = ~(t, ùo) presque sûrement pour tout t E 10, toJ.

( * ) Nous supposerons plus exactement que &#x3E; t ) est non négligeable.
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presque sûrement pour tout

Remarque 5

Si X est solution de (1) sur I, tout processus Y dont les trajectoires

coïncident presque sûrement avec celles de X sur I est aussi solution de

(1) sur I pour la même condition initiale.

11.3. Unicité de la solution pour les équations localement lipschitziennes

Théorème 6

On suppose les fonctionnelles f et g localement lipschitziennes sur

10, + col Si X est solution de (1) sur I = 110, aD] (resp. I = [[0, UCC)

pour la condition initiale (t., O) et si Y est solution de (1) sur

J = 110, 611 (resp. J = 110, O[[) pour la même condition initiale, alors

X et Y ont des trajectoires qui presque sûrement coincident sur I n J.

Démonstration

Il suffit de démontrer le théorème pour I = J = [[0, UJJ. En effet,

pour deux intervalles fermés quelconques, X et Y sont solutions de (1) sur

I n J. De plus, si les intervalles sont semi-ouverts, pour Un ’~ a, 

on a inf inf 6) . Dans ce cas, X et Y ont presque sûrement
n n

les mêmes trajectoires sur inf(J , O_]] pour tout n, donc sur
n n

inf (a.  O)[[= 1 n J.

Pour tout entier n z 1, posons

où T n (X) et T n (Y) sont respectivement les temps d’entrée de X et de Y

dans l’ouvert {E / lEl 1 &#x3E; n 1 (avec les conventions habituelles).

Alors T n est un temps d’arrét S Q, à valeurs dans 0152f + et pour n fi + 00.

T tend en croissant vers a.
n
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T

Soit X n le processus défini sur [0, + ce[ par

Autrement dit

T 

On définit de même le processus Y n.

Le théorème sera démontré si l’on établit que pour tout 1, les

T T

processus X n et Y n, qui sont dans E[O, + ont presque sûrement les

mêmes trajectoires sur [0, + 00[.
T T T

Nous avons, presque sûrement, pour 0 S t s t 0 X net) = Y net),

pour 0

où, pour u

Donc, presque sûrement, pour t z to

T T

Utilisant alors le corollaire 2 et le fait que X n et y n coincident

presque sûrement sur [0, t 01 , il,vient :
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T T

Les processus X n et Y n sont à valeurs dans {~ / nl, la condi-

tion de Lipschitz jointe au fait que le processus Z n est à valeurs dans

10, 1J, entraine l’existence d’une constante L(T, n) k 0 telle que

pour tout T Z t et t e [t, T].
oo

Pour utiliser le corollaire I.8. nous devons montrer que la fonction

Tn 2 , . ,

t + E est bornée sur tout intervalle [t , T]. Cela résulte
t o

T T 
°

immédiatement du fait que X n et Y n sont eux-même bornés.

Nous avons alors (corollaire 1.8)

ce qui entraine le résultat cherché.

11.4. Existence de la solution pour des équations lobalement

lipschitziennes

Théorème 7

Si les fonctionnelles f et g satisfont simultanément sur [0,T] xIR n

à une condition de Lipschitz et à une condition de croissance majorée,

alors, pour toute condition initiale (to, 4l) (avec 0  t  T) telle que
oo

E ( Sup lo(t)l 2)  + 00, l’équation (1) admet une solution X sur l’inter-
Ott

valle ordinaire [0, T]. Cette solution est telle que

Démonstration

Définissons sur l’espace Îj[0, T] muni de la structure uniforme intro-

duite en 2, un opérateur S par :
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Nous supposons pour cela que, pour chaque Y E: e, [ 0, TI, il est fait choix

d’une version continue de l’intégrale stochastique /~ g(u, Y) dW(u).
o

Pour démontrer le théorème, nous devons établir que cet opérateur

possède un point fixe X. Nous procédons en 4 étapes :

Etape 1 : Pour tout Y e 6[0, TI tel que N(Y)  + oo, on a N(SY)  + 00.

Par un calcul classique, presque sorement, pour tout t ~ Et 0, TI
o

Le corollaire 2 entraine

Utilisant alors la condition de croissance majorée, nous obtenons

où L’ et L2 sont des constantes k 0.

La conclusion résulte alors de ce que

Etape 2 : Il existe une constante L ~ 0 telle que, pour t E [t , TI,

Par un calcul analogue à celui de l’étape 1, il vient :

Presque sûrement pour t E Cto, T]
o
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puis en utilisant le corollaire 2 et le fait que SX et SY coincident

sur Lu. t 1
o

La conclusion résulte alors de la condition de Lipschitz.

Une première conséquence de l’inégalité que l’on vient d’établir

est que

ce qui prouve que S est uniformément continu.

Pour tout Y E t tel que N(Y)  + 00, la suite des itérés de Y

converge pour la topologie associée à N.

Appliquons l’inégalité obtenue à l’étape 2 à SnY.

d’où l’on déduit

Nous avons N(SY-Yl f N(SY) + N(Yl  + 00 (hypothèse et étape 1). La suite

est alors une suite de Cauchy, convergente puisque C’est complet.

Existence d’une solution de (1).

Choisissons Y(t) = 0 pour toùt t E [0, T]. Soit X une limite de la ,

suite n&#x3E;_0 
. Nous avons, puisque S est continu :

d’où, convergeant évidemment vers X, N(SX - X) = 0.
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Ceci établit immédiatement que X est solution de (1) pour la condi-

tion initiale (t , 4ll.
0

Le fait que N(X) soit fini résulte de la convergence de SnY vers X

et de ce que N (SnY)  + °° pour tout n.

Théorème 8

Si les fonctionnelles f et g satisfont simultamément sur 10,T] xfRn

à une condition de Lipschitz et à une condition de croissance majorée,

alors, pour toute condition initiale (t 0 6 ~) l’équation (1) admet une so-

lution sur l’intervalle ordinaire [O, TI.

Démonstration

Soit T 
n 

le temps d’arrêt égal au temps d’entrée de $ dans &#x3E; n}

avec la convention T 
n 

= t 
0 

si Sup n. Nous posons :
n o 

L

Alors (Dn est un processus de 8[0. to] borné par n, qui converge simple-

ment vers o pour n + +  m . Plus précisément, si l’on pose

A = {(!)/ Sup nl, pour tout k k coincide avec 0 sur
~ 

[0, t01 x A . et l’on a Ctt . 00.
o n nton

D’après le théorème 7, pour tout n k 1, l’équation (1) admet une

T

solution X n sur [0, TI pour la condition initiale o n. Nous allons montrer

que, presque surument, pour k k n, X k a les mêmes trajectoires que X n si

Il résulte alors du corollaire 2 et de la condition de Lipschitz que,
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pour t E [toi T]
o

avec L constante positive. De plus (théorème 7), N(Xk) et N(Xn) sont

finis, donc est borné sur Et., TI, et (corollaire 1.8)
A t 0
n

ce qui entraine le résultat cherché.

Nous pouvons alors construire un processus X de TI qui a p.s.

les mêmes trajectoires que Xn lorsque w E A .
n

Montrons que X est solution de (1). Par construction, il coincide

presque sûrement avec o pour 0  t 5 t . Comme Xn est solution de (1)
o

t 

pour la condition initiale o n, le résultat sera établi si l’on montre

que chacun des termes suivants converge, au moins en probabilité, vers 0 :

Les deux premiers convergent presque sûrement vers 0. Pour le 3ème

terme, nous utilisons la propriété (iv) de l’intégrale stochastique,

rappelée en 1 : pour tout E &#x3E; 0, N &#x3E; 0,

Pour e fixé, on peut rendre N2 arbitrairement petit, puis, compte tenu£2

de la définition de X, le dernier terme, pour n suffisament grand.

Le théorème est donc démontré.
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Remarque 9

Compte tenu de la propriété d’unicité (théorème 6), nous avons dé-

montré que si X est solution de (1) pour la condition initiale 4l, Xn
T

solution de (1) pour la condition initiale $ . presque sûrement X et

Xn ont les mêmes trajectoires pour w E A .
n

Corollaire 10

Si les fonctionnelles f et g sont globalement lipschitziennes et à

croissance majorée, alors, pour toute condition initiale (to, 4l), l’équa-
o

tion (1) admet une solution sur l’intervalle [0, + 00[.

Démonstration

Il suffit d’appliquer les résultats précédents (existence et unicité)

à des intervalles 10, T n ] où T n pour n ’~ + 00 .

II.5. Existence et unicité de la solution pour des équations

localement lipschitziennes

Théorème 11

Si les fonctionnelles f et g sont localement lipschitziennes et à

croissance majorée, alors, pour toute condition initiale (t 0 &#x26;1, il
o

existe un temps d’arrêt 6 &#x3E; t 0 (à valeurs dans lR +) et un processus X
o +

défini sur [[0, 6[[ , possédant les propriétés suivantes :

(i) X est solution de (1) sur [[0, 6[[ pour la condition initiale (t 

(ii) Presque sûrement les trajectoires de X ne sont pas bornées si 6  + 00.

(iii) Si Y est solution de (1) sur I = [[0, Jll pour la même condition

initiale, alors, p.s., I c [[0, 6[[ et les trajectoires de X et Y

coincident sur I n [[0, 6[[.
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Définition 12

Nous dirons que le processus X introduit dans le théorème 11 est

une solution maximale de (1) et que 6 est sa durée de vie ou son temps

d’explosion.

Démonstration du théorème 11

Nous nous inspirons de la méthode utilisée dans la démonstration

du théorème 1.13. Pour cela, nous introduisons les fonctionnelles glo-

balement lipschitziennes f et g . Ces fonctionnelles possèdent les
n n

propriétés (i) et (ii) énoncées au début de 2. Si f et g sont localement

à croissance majorée, on vérifie immédiatement qu’elles sont globalement

à croissance majorée.

Pour tout n k 1, l’équation

admet donc une solution xn sur [0, + pour la condition initiale

(t0il O). Si T désigne le temps d’entrée de Xn dans {E/lEl &#x3E; n} et si
o n

6n= Sup (t , Tn), alors Xn est solution de (1) sur [[0, 6 ]] pour la
n o n -------- n

condition initiale (t , 
0

En effet, P.S., 1&#x3E;(t) pour t E [0, t01 et pour t E [toi 6 n1 1

pour u E [t , O (w)], ce qui établit le résultat.
o n

De plus, presque sûrement, pour n suffisament grand, la suite 6.
n

est constante égale à + oo ou strictement croissante.
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Soit en effet k &#x3E; n. Alors (théorème 6) Xk et Xn ont presque s.ûre-

ment les mêmes trajectoires sur [[0, inf(8n, 8k)]]. Donc, presque sûre-
n K

ment, si 6. = t , alors t et si 8k &#x3E; t , 8k &#x3E; 6 sauf si 6 = + 00.
Ko no Kokn n

La remarque ci-dessus résulte de ce que {8 n = t o } 4’ 0 pour n fi + 00 .

La suite 8 
n 

converge donc (presque sûrement) vers un temps d’arrêt

8 &#x3E; t . De plus, on peut construire un processus X défini sur [[0, 6[[
o

dont les trajectoires coincident presque sûrement avec celles de Xn sur

[[o, On]] . Le processus X est donc solution de ( 1 ) sur [ [0, 6] ] pour la

condition initiale (t , &#x26;).
o

Pour établir (ii), nous remarquons que 6 = lim Tn p.s. Or, si
n

8(w)  + 00 et si X(t, w) est une fonction bornée de t, p.s. &#x3E; 8ew)

pour n suffisament grand. Donc nécessairement X(t) est presque sûrement

non bornée pour e  + 00.

La propriété (iii) est une conséquence presque immédiate de (ii)

et du théorème d’unicité.

Théorème 13

Si les fonctionnelles f et g sont localement lipschitziennes et

globalement à croissance majorée, alors, pour toute condition initiale

4l, l’équation (1) admet une solution sur l’intervalle [0~ + 00[.

Démonstration

Supposons tout d’abord )$(t~ N sur FO~ to ] x Q. Nous savons

(démonstration du théorème 11) que si Xn est solution de l’équation (E )
n

pour la condition initiale (t , O), X solution de (1) pour cette même

condition initiale T 
n 

le temps d’entrée de Xn dans {~/I~1 &#x3E; n}~ alors

Xn et X ont presque sûrement les mêmes trajectoires sur [[Ù, T n ]], et

Tn ~O p.s., où 6 est le temps d’explosion de X.
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Il suffit donc, pour démontrer le théorème, d’établir que, pour tout

En effet, alors (la suite

T étant croissante).
n

Nous avons, pour n &#x3E; N, t e T], presque sûrement
o

d’où (corollaire 2 et condition de croissance majorée)

où A(T) et B(T) sont des constantes &#x3E;_ 0, indépendantes de n. Nous avons

alors (théorème 7 et lemme 1.7)

d’où

où L(T) est une constante k 0, indépendante de n.

Etudions alors la probabilité de l’évènement

D’après ce qui précède,

d’où

et le résultat cherché.

Le théorème pour $ quelconque résulte alors de la première partie

de la démonstration et du lemme suivant, qui étend la remarque 9 au cas

des conditions locales.



69

Lemme 14

Sous les hypothèses du théorème 11, on pose, pour t E [0, n ~ 1 ,

où T n est le temps d’entrée de O dans {E/lEl &#x3E; nl.

Si X et Xn sont des solutions maximales de (1) pour les conditions

T

initiales respectives (D et O n, de temps d’explosion 6 et 0 n, alors,
n

p.s. 6 n = e et les trajectoires de Xn et X coincident sur

Démonstration du lemme

Les fonctionnelles f et gk étant définies comme dans la démonstra-

tion du théorème 11, soit Yk la solution de (E ) : : dY(tl = fk (t, y) dt +

gk(t, Y) dW(t) (k entier &#x3E; 1) sur [0, +00[, pour la condition initiale

(to, O), et, de même, Yn,k la solution de  (Ek) 1 Il existe
o k o

alors des suites et de tem p s d’arrêt tendant en crois-

sant respectivement vers 6 et 6 n et telles que, d’une part les processus

yk et X sont presque sûrement les mêmes trajectoires sur [[0, 0~]1, et,

d’autre part, la même propriété a lieu pour yn,k et Xn sur [[O. p p 
n

Le lemme sera démontré si l’on établit que, presque sûrement sur

A , les trajectoires de Yk et Yn,k coincident. Mais, d’après la remarque
n 

9, les trajectoires de Yk et Yn,k coincident presque sûrement sur [0, T]

pour tout T k to, si W E An.o n

Ceci établit le résultat cherché.
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