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UNE PROPRIETE DES PUISSANCES DE CONVOLUTIONS ITEREES

Guy FOURT

Introduction

Dans [i] A.J. STAM démontre que si u est une probabilité apériodi-
que sur R , pour toute densité de probabilité f , la norme de la mesure
p*n * (f - f % Gx) tend vers O si n tend vers 1'infini. Cette propriété
n'est en fait que la conséquence du théoréme suivant dont nous donne-
rons une démonstration. Il s'agit d'une adaptation d'une démonstration
donnée dans un séminaire de 1'Université de Montréal par G. LETAC et

M. METIVIER sur les théorémes du renouvellement de D. ORNSTEIN qui se

restreignait aux groupes engendrés par un compact.

Théoréme

Soit G un groupe abélien localement compact de mesure de Haar A,
et f une fonction réelle A-intégrable. Pour toute probabilité apériodi-
que y sur G la norme de “*n * f tend vers | f f dA| si n tend vers

1'infini.

Preuve
Nous poserons
*n
a f) = * f
® = W]
AT _ . _
f, u désignera la transformée de Fourier de f, u, et nous démontrons 4

lemmes.



Lemme |

11 suffit de démontrer que le théoréme est vrai pour les fonctions

f dont 1'intégrale [ f dA est nulle.

Démonstration

Le théoréme est trivial si f est positive. Par ailleurs, nous pou-

vons sans perte de généralité supposer que f f dA» > 0. Il existe alors

deux fonctions g et h telles que :

f

Alors f f da

g+h, h>0, [ ga

=0

[hdr s a (£) +a (g)

Si nous avons montré que a (g) tend vers O, on en déduit que

lim a_ (f) > [ £ ax

Par ailleurs :

a (f) < a (g) + a (h)
sa (g +[had
sa (g + [ fd

et donc :
Tima_ (f) s [ £ ax

d'ol lima_(£) = [ £ d) .

Lemme 2

Il suffit de démontrer que le théoréme est vrai pour une fonction

A
f dont la transformée de Fourier f est nulle sur un voisinage de O.

Démonstration

Si f f dX = 0, on a alors f (0) = 0 et il existe (cf RUDIN Eﬂ,



théoréme 2.6.4) pour tout € > O une fonction v A-intégrable telle que
|| - £ = Vll] < e , de transformée de Fourier ¥ nulle sur un voisi-
nage de O et donc
a (f) se+a (fxv)
Si nous avons montré que a (f * v) tend vers 0, il s'en déduit
TTE'an (f) & € pour tout € > 0 et donc

lim a (f) =0

Lemme 3

I1 suffit de démontrer que le théoréme est vrai pour toute fonction
f de transformée de Fourier nulle sur un voisinage de O et & support

compact.

Démonstration

Pour toute fonction £ , et pour tout € > O il existe une fonction
v de transformée de Fourier & support compact vérifiant 1'inégalité
||£ - £ = v||l < ¢ (cf RUDIN Dﬂ théoréme 2.6.6). L'argument utilisé
au lemme 2 permet alors de conclure.

Nous allons maintenant approcher u par des mesures 3 supports com—
pacts. Soit Jﬁ la famille des compacts K de G tels que u (K) > O et My
la probabilité conditionnelle u (. | K).

Nous posons alors

K _ *n
an (£) = ”“K *flll

Lemme 4

Pour toute fonction A-intégrable,

—— —— K
lim a (f) € 1lim a (£)
n e n o



Démonstration

Il existe un nombre o compris entre O et 1 et une probabilité u'

telle que
b= aue + (1-a) !
Alors :
2 n k n-k K
a () s ) () o (1-a) a_ (f)
n k=0 k k

Si Sn est une suite de variables al@atoires binomiales de paramétre
(e, n), cette égalité s'écrit :

a (f) < E (agg(f))

Comme aE (£) < f Ifl d\ , le lemme de Fatou montre que

Tm a_ (f) < E 1im a‘; (£)
n « n « n

Démonstration du théoréme

Sous les hypothéses du lemme 3, pour tout € > O, choisissons un
compact C tel que
f
ch l£] ax < e

Posons C, = K et C =2 + C
1 n n-1



K *
a> (£) = [ g % £]
*
< fcn [ ® £] dr o+ fccn £ (eeeeemt )] dr dug e edig
s g e % £] d + e
n

L'inégalité de Schwartz montre alors que :

a§ (£) < [.x (cn)]]/2 [f ug” = £1? dx]l/z ‘e

et si A' est la mesure de Haar sur le dual de G , le théoréme de Parseval

entraine que

at (6 ¢ [r (cn)]]/2 [f (i £? d)\']”z ve

Posons s (K) = max GK (v)
Y € Supp f

I1 vient :

£ 0 < L]V @ HENL supe D)2 4 e

Or Mg converge faiblement vers u suivant le filtre de Fréchet et donc

A A . -~ . PPN
Mg converge vers \ suivant ce meme filtre. Pour tout y élément de
A
Supp f (et donc non nul), lim Iﬁk (Y)| < 1 puisque u est apériodique.
K
Si F, est le coset fermé {IﬁKl = 1} il s'en déduit que

Supp HN (N F) =9
ke K

. . -~ . - h . . 3 .
Utilisant 3 nouveau la compacité de Supp f , il existe un ensemble fini

de compacts Kl’ ey Kn tels que

n
A
(supp £) N (N F ) =9
i=1 i
n
Si K = K. on a alors
o j=1 1

Remarquons que A c B implique FAC FB.



(Supp £) N FKo =0

donc s (Ko) < 1 et la majoration

K
an" (f) € A [x (cn)]l/2 st (K) + ¢

avec A = Ilf]lo0 [}' (Supp %) 1/2

Soit Gl le groupe fermé engendré par Ko et C. Ce groupe est isomorphe i

un produit H x R x Z6 ol H est un groupe compact (voir par exemple

HEWITT et ROSS [i] chapitre 2). La restriction de A & Gl est une mesure

invariante par les translations de G,» non nulle puisque IC |£] dx > o.

A les mesures
R.’ "zZ.
1 1

Elle est donc une mesure de Haar sur Gl' Notant XH, A

de Haar sur chacun des facteurs H, R, Z de H x rR® X Z et HH’ HR HZ
i i

les projections correspondantes, il vient :
n
A (C) <A (izl (c +c)

n
S HJ xj [hj (izl - CO))}

j€
o+B
< A, (H n I
H jeka (nj (c+co))
j#H

. . +
et il existe une constante B telle que A (Cn) < B na 8

Nous obtenons donc la majoration
o+
K B

ano (f) ¢ A Bl/2 n 2 s" (Ko) + ¢

Comme s (Ko) < 1, nous en déduisons .
— o
lim a (f) < ¢
et par le lemme 4
lim a (f) < € pour tout € > O

et donc lim a (f) = 0.
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