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QUESTIONS RESOLUES. 63

QUESTIONS RISOLULS.

Solution de quatre des problémes de géométrie
énoncés @ la pag. 315 du précédent volume ;

Par M. VaLLEs, ingénieur des ponts et chaussées, ancien
éleve de I'Ecole polytechnique,

ATV WA VWY

P ROBLEME I. Etant données les longueurs des droites qui joignent
les trois sommels d'un iriangle au centre du cercle inscrit ; construire
le triangle ? .

Solution. Soient a, b, ¢ les trois longueurs données, r le rayon
du cercle inscrit au triangle , et 2a, 23,2y les angles que forment
autour du centre de ce cercle les droites qui joignent ce cenire
aux Irois points de contact. En observant que ces angles sont
partagés en deux parties égales par les droites données «, b,

¢, on aura

Cos.a= — , Cos.ﬁ:—r , Cosoy=_ ;
a b c

d'ou

Sin.a=~___‘/ e/, Sin.f= \—-‘/bz_rz , Sin.y= Vie—r
a c
or , puisque 2x4-23-4-2, vaut quatre angles droits, a+4f3+7 doit
Zom, XXI. 9
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en valoir deux; ce qui revient i dire que y est supplémert de
o5, et donne

Cos.y=—Cos.(2-}p)=Sin.aSin.p —Cos.«Cos.3 ,
ou, en (ransposant,
Cos.y4-Cos.aCos.fp=Sin.aSin.3 ;

on aura donc, en substituant,

Ty V==
‘;+db__ ab

d’'ol en quarrant, chassant les dénominateurs, transposant, re-
duisant et ordounnant,

2aber’ (b t-caF-a* b)) r'—a’b’c* =0 .

Si présentement on représente par X, ¥, Z les trois angles du
triangle demandé , ecn remarquant que ces angles sont divisés en
deux parties égales par les droites données a, b, ¢, et que leurs
moiiiés sont les complémens respectifs des angles o, 3, 7, on aura

. r . i r . r
Sin. + X=Cos.a—=—, Sin.~¥=Cos.f= —, Sin.LZ=Cos.y=—,
z a 2 b’ 2 c
d'ou
272 . or ar?
1—Cos. X= — , 1—Cos. J—= — , 1—Cos.Z—= 3
a> b2 3
et , par suile,
Q272 bz._._,,.: C2=—0p2
Cos. X= , Cos. Y= , Cos.Z= ’
a* 02 c?

il cn résuliera
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in X— 2V a'= . ory/ i
Sin X=—="V 27" | Sm.Y_—_—_#_-’_

a3

R a2 2 2
Sin.Z= V=

c?

Si l'on représente par x,y, z les trois cdtés de ce méme
triangle , on aura

—=4&Sin.34cSin.y ,
y=cSin.y+aSin.a ,

z=aSin.a-4-4Sin.§ ;

c’est-a-dire ,

r=\ ety =2 ,
=y Ty

=y Ty =

.o

mais des valeurs des sinus des angles , donnédes ci-dessus , on
tire

a*Sin. X b:Sin. Y

‘/az...i.z_—_ _, \/bz‘-‘vb'z: , ‘/(;z_xz_—_

’
2r 2r ar

¢*Sin.Z

ce qui donnera, en substituant ,

b2Sin. Y4-c25in. 2

ar

2Sin.Z422Sin. X

ar

a2Sin. X4-2:Sin. ¥

ar

Toutes ces valeurs étant fonction de r , qui est donné par
1



68 QUESTIONS

une équation du troisitme degré , il s'ensuit que le probléeme
sera toujours possible , quels que soient les trois longueurs don-
nées a, b, c. En mettant 1'équation en r sous cetie forme

1 \3 1 1 1 1 2
(5)—(F+5+2)(D)—a =0
r a? b2 e J\r abe
elle sera sans second terme, et on en déduira que le probléme
doit avoir une, deux ou trois solutions, suivant que la fonclon

27 3

) 4 I I
ww_(;+ﬁ+; *

est posilive , nulle ou négative.

PROBLEME II. Etant données les longueurs des perpendiculaires
abaissees sur les direclions des trois c6tes d'un iriangle du centre du
cercle circonscrit ; construire le triangle ?

Solution. Soient a , b, ¢ les trois longueurs données , R le rayon
du cercle circonscrit , et 2x, 28, 2y les angles formés autour
de son centre par les droites qui joignent ce centre & ses trois som-
mels. En considérant que ces angles sont divisés en deux parties
¢gales par les droites données @, b, ¢, on aura

’

b c
Cosa— = = y— s
osa== , Cos.p T Cos.y=

et, par suite ,

Sinom Y= gin g VL

T Sin.y= Lj).—‘_?

3
on aura d'ailleurs , comme ci-dessus ,

Cos.y4Cos.aCos.8=Sin.aSin.5 ;

ce qui donnera. en substituant,
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£ + _I_’_ \/(Il"-a’)(Rz"‘

d’'od en quarrant , chassant les dénominateurs, réduisant, trans-
posant et ordonnant ,

B —(a+-b*4c)R—2abc=0 *

présentement on représente par x,y,z les trois cétés du
triangle demandé , en remarquant que ces cOtés sont divisés en
deux parties égales par les droites données a, b, ¢, on aura

x:g‘/ﬂa_az , .7':_2‘/]{2_52 , Z:Q‘/Rz—oz .

Si X, Y, Z sont les trois angles du triangle , en remarquant
que ces angles sont les moitiés respectives des angles 2a, 283, 27,
on aura

a b c .
Cos.X_Cos.oc_E , Cos.Y._Cos.ﬁ_E R Cos.Z—Cos.y_-E J

Toules ces valears élant des fonctions de R, qui est donné
par une équation du troisitme degré, il s'ensuit que le probléme
est toujours possible quelles que soient les trois longueurs don-
nées a, b, c; et, comme cette équation est sans second terme,

on voit, sur-le-champ , que le probléme aura une, deux ou trois
solutions , suivant que la fonction

2700 (@b )
sera positive , nulle ou négative.

PROBLEME III. Etant données les longueurs des arcs de grands
cercles qui joignent les trois sommets d'un triangle sphérigue au pole
du cercle inscrit ; conlruire le triangle ?
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Solution. Soient a, b, ¢ les trois arcs donnés, rle rayon sphé-
rique du cercle inscrit , et 2x, 23, 2y les angles que forment, au-
tour de son pdle, les arcs de grands cercles qui joignent ce péle
aux trois points de contact. Eu observant que ces angles sont par-

tagés en deux parties égales par les arcs @, b, ¢, on aura

Cot.b Cot.c

Cot.a
Cos.B= Cos.y= - ;
: Cot.r '’ v Cot.r '’

Cot.r

Cos.a=
d’ou

t/ Cot.2.—Cot.2d Sin.y= V’C(s!fr—-{}oi.’o_
Cot.r ’ Cot.r :

Sin.a=

l/tot.zr—(:ol.*(z Si
, in.f==
Cot.r ’ p

or, on a ici, comme dans le Probléme I,
Cos.y+4-Cos.aCos.p=S8in.aSin.j ;

il viendra donc, en subsiituant,
<

Cot.c Cot.aCot.b __ {/(Cot.>r—Cot.?2a){Cot.2—Col.?5

Cot.r Cot.zr Cot.2r

ce qui donnera

.

Cot.’r—(Cot.*a4-Cot.?b-4-Cot.’c)Cot.r—2Cot.aCot.bCot.c=o0 :

Si présentement on représente par X , ¥, Z les irois angles du
triangle demandé ; en remarquant que ces angles sont divisés en
deux parties égales par les arcs donnés @, b, ¢, on aura

Sin.r . Sin.r . Sin.r
, Sin.r¥V= , Sin.LlZ— —
Sin.b 2 Sin.c

Sill.Lg‘X‘=

Sin.a

et une fois les trois angles du triangle connus, il sera facile d'en

conclure les trois cOtés.
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Ces angles et ces c6iés étant des fonctions de r, dont la cotan-

gente est donnée par une équation du troisiéme degré , on peut

en conclure que le probléme est toujours possible. Il admetira
d'ailleurs une, deux ou trois solutions, suivant que la fonction

27Cot.’aCot.*bCot.?c—(Cot.?a+4-Cot.’54-Cot.’¢)® ,
sera posilive , nulle ou négative.

PROBLEME IV, Etant données les longueurs des arcs perpendi-
culaires abaissés sur les directions des trois cotes dun triangle sphe-
rigue du péle du cercle circonscril ; construire le triangle ?

Solution. Soient a, b, ¢ les trois longueurs données, R le rayon
sphérique du cercle circonscrit, et 2a, 28, 2y les angles formés
autour de son pdle par les arcs de grands cercles qui joignent ce
pole aux trois sommets. En considérant que ces angles sont divi-
sés en deux parties égales par les arcs donnés @, b, ¢, on aura

Tang.a Tanz. b Tang.c
o= — Cos.f= 22— Cosy= ———
Cos.a Tang.R ’ p Tang.R '’ 57 Tang.R

d’ot

as 22 -7/ " a ’__"; 20
Cos.p= v/ Faung.2R Fang.2) , Cos.yz= \/ianﬁ. R—Taug.%c .
Tang. R

Sin.oq= \/Tang.“ﬂ—-Tang.za
A — 3 ¥ )
Tang.R Tang. R

mais on aura encove icl, comme dans le Probleme 1T,
Cos.y+Cos.a +Cos.f=Sin.aSin.p ;

ce qui donnera, en substituant,

'i:anglc Tang.aTang b: ‘/(’i‘allg.sz-—’i‘ang.z(l)(ri‘ang'S}i—r}‘a“g'zb) ;
Tang. 1t Tang.’ R Vang.2ft

c'est-a-dire ,
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Taﬂg-3ﬁ—(Tan°-’a+Tang-2b+Tan-’C)Tang.R—zTang.aTang.bTang.c::o .

Si ensuite on représente par &, y, z les trois cbtés du triangle ;
en remarquant que ces c6iés sont divisés en deux pariies égales
par les arcs a, b, ¢, on aura

Cos.R Cos.In

Cos.
, Cos.iy= ———~, Cos. — LosR

Cos.¢

=
<&

Cos. ,xr=

|-

Cos.a

et , une fois les trois c¢6tés du triangle connus, il sera facile d'en

conclure les trois angles.

Ces cOtés et ces angles étant ainsi des fonctions de R, dont la
tangente est donnée par une équaiion du troisitme degré , il en
résulte que le probléme est toujours possible. Il admettra daillears
une , deux ou lrois solalions , suivant que la fonction

27Tang.’aTang.?bTang.”c—(Tang.’e+Tang.’b4 Tang.’c)?

sera positive , nulle on négative.

Si , dans les deux derniers problémes , on suppose le rayon de
la sphére infini, ils deviendront respectivement les deux premiers,
que nous aurions pu ainsi nous dispenser de traiter en particulier,




