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262 TRANSFORMATIONS DES SÉRIES
mais le procédé suivi par M. Delisle n’est applicable, comme on
le voit, qu’aux seules développées orthogonales , tandis que le nô-

tre , au contraire , s’applique, sans difficulté , à la recherche des

développées obliques , de quelque nature qu’elles puissent être,
et conséquemment à la recherche des caustiques , soit par réflexion,
soit par réfraction.

ANALYSE TRANSCENDANTE.

Méthode pour la transformation d’une série

quelconque, ou du rapport entre deux séries ,
en une fraction continue équivalente ;

Par M. LE B A R B I E R.

POUR rendre plus facile à saisir la méthode de fransformation

que nous nous proposons ici de faire connaître, nous l’appliqua
rons d’abord à une suite d’exemples de choix.

Soit d’abord la série

en lui donnant l’unité pour dénominateur, on en fera une frac-
tion ordinaire que l’on pourra ensuite, par un procédé analo-

gue à celui qu’on enseigne en arithmétique , convertir en frac-

tion continue, de la manière suivante : 

Divisant le dénominateur i par la série , on obtiendra le quo-
tient t et le reste 
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divisant ensuite la série par ce reste, on obtiendra le quotient

1 3x et le reste 

Divisant le premier reste par celui-ci, on obiendra le quotient

4. et le nouveau reste

Divisant enfin l’avant-dernier reste par celui-ci , on obtiendra le

quotient 20134 3x, avec un reste nul. En conséquence la série

proposée pourra être remplacée par la fraction continue

qu’on réduira facilement à celle-ci

laquelle revient à la fraction ordinaire

dont la série proposée êst en effet le développement,
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Soit , pour second exemple , la série

en la traitant comme la précédente on obtiendra les quotiens
et les restes successifs dont le tableau suit : 

ce qui donnera, pour la fraction continue équivalente,

ou bien

laquelle revient à la fraction ordinaire

dont la série proposée est en effet le développement.
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Soit, pour troisième exemple , la séné

en la traitant comme les précédentes , on obtiendra les quoticns
et les restes successifs dont le tableau suit :

ce qui donnera , pour la fraction continue équivalente ,

qu’on réduira facilement t à celle-ci

laquelle revient à la fraction ordinaire

dont la série proposée est en effet le développement
Tom XXI. 35
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Soit encore la série

en la traitant exactement comme les précédentes, on trouvera

pour sa fonction génératrice la fraction rationnelle

Ces exemples suffisent pour faire voir que ce procédé , fondé
sur la recherche du plus grand commun diviseur entre l’unité et
une série proposée , offre une méthode directe et très-élémentaire

pour sommer toute suite infinie dont la fonction génératrice est

rationnelle ; méthode différente de celle d’Euler, indiquée par M.
LACROIX dans son Traité de calcul différentiel et de calcul intégral.
( Deuxième édition , tom. III , pag. 344 ).

Le même procédé peut être également employé à transformer
une série quelconque en fraction continue,

Soit d’abord la série

que l’on sait être le développement de la fonction

si l’on cherche le plus grand commun diviseur entre l’unité et

cette série , les quotiens et les restes successifs seront tels qu’on
les voit dans le tableau suivant :
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d’où résultera

Ou bien encore
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En changeant le signe de x , cela donnera

Si , par exemple , on suppose x=2 , celte dernière formule donnera

Soit la série très-divergente

que l’on a vu, à la pag. 8t du présent volurne , être le déve-

loppement de la fonction

en la traitant de la même manière , on trouvera

ou bien encore
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Si, dans la série , on pose x=I , il viendra

fraction continue qui est convergente ; car , en formant les rédui-
les successives , on trouve

fractions alternativement trop grandes et trop petites , mais qui
convergent vers la véritable valeur de la série, qui est comme l’on
sait ( Voy. l’ouvrage cité de M. Lacroix, tom. 111, pag. 348 ) ,

Pour transformer la série

en fraction continue, Euler, en représentant cette série par A ,

pose A= x I+B, il en conclut
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il pose de nouveau B= x I+C, d’où il tire

il pose ainsi successivement

ce qui lui donne finalement , comme on peut le voir dans l’ou-

,-rage cilé ( pag. 392 ) où tout le calcul est développé,

En posant x=r , on a

ce qui donne les réduites successives
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fractions alternativement plus grande et plus petite que la valeur
de la série , mais convergent sans cesse vers cette valeur.

On sait que, e étant la base du système de logarithmes de
Néper, on a

On en conclut

En opérant sur la fraction qui forme le second membre de cette

équation , comme on le fait dans la recherche du plus grand com-
man diviseur , on trouvera successivement les quotiens et les restes

contenus dans le tableau suivant :
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d’où on conclura le développement que voici:

et, par suite ,

pu bien encore

En posant x=I , on tire de là

ce qui donne les réduites successives
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dont la dernière donne la valeur de e2013I e2013I avec douze chinres dé-

cimaux exacts. Il est facile ensuite d’en conclure la valeur de e.

Appliquons encore notre procédé au développement de Tang.x
en fraction continue. On a

En cherchant , comme ci-dessus, le plus grand commun diviseur
des deux termes de la fraction, on trouvera les quoticns et les
restes successifs tels qu ils se présentent dans le tableau suivant : 

d’où on conjura

Tom. XXI 36
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ou bien encore

Il ne faut pas perdre de vue , dans les applications de ce déve-

loppement, qu’ici le rayon est pris pour unité.
M. Legendre , dans les notes de sa Géométrie , parvient à un

pareil résultat par une méthode fort élégal1te, mais qui est par-
ticulière à ce genre de série.

Pour dernier exemple, prenons la formule

Eu opérant sur la série qui forme le second membre, comme nous
1 avons fait: dans les autres exemples , c/est-à-dire , en cherchant

son plus grand commun diviseur avec l’unité , les quotiens et

les restes successifs seront tels qu’un les voit ici
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Ce qui donnera

ou bien encore
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Si , dans cette formule, sous sa première forme, on change x en

I a, elle deviendra

ou bien encore

Il nous sera présentement facile de généraliser le procédé dont
nous venons de donner des exemples. Soit la fraction

en divisant le numérateur par le dénominateur , ne prenant que
le premier terme du quotient , et posant , pour abréger ,
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-on aura 

Par un semblable calcul , en posant , pour abréger ,

on aura

Sn posant semblablement
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on trouvera

et ainsi de suite ; ce qui donnera finalement

et , par suite ;

ce qui revient encore à
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Pour montrer , par un exemple, l’application de celle formule gé-

nérale, nous reprendrons la série (9), traitée par Euler, c’est-

à-dire, la série

Nous aurons ici

il en résultera

ce qui donnera , en substituant ,

comme Euler l’avait trouvé.

Nous nous proposons, dans un second mémoire , de revenir

de nouveau sur ce sujet.


