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262 TRANSFORMATIONS DES SERIES

ANALYSE TRANSCENDANTE.

Méthode pour la transformation dune série
quelconque , ou du rapport entre deux séries ,
en une fraction continue équivalente ;

Par M. LE BARBIER.

TILVWVAVU VWU WA VWA VWL WY

POUR rendre plus facile & saisir la méthode de fransformation
que nous nous proposons ici de faire connaitre, nous l'applique~
rons d'abord 4 une suite d’exemples de choix.

Soit d’abord la série
1—3z+ 52" — 2 get—1 128 1320—. .. 5 (1)

en lui donnant l'unité pour dénominateur, on en fera une frac-
tion ordinaire que l'on pourra ensuite, par un procédé analo-
gue a celui qu'on enseigne en arithmélique, convertir en frac-
tion continue, dela maniére suivante: , ,

Divisant le dénominateur 1 par la série, on obtiendra le quo-
lient 1 et le reste
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3x—5x’+_7x’—9x‘+xrx5—-..,... ;

divisant ensuite la série par ce reste, on obtiendra le quotient

I
— et-le reste
3z .

Divisant le premier reste par celui-ci , on obiendra le quotient

— L et le nouveau resfe

4
P22’ - 38— L2 - B2 —6 e
Divisant enfin 'avant-dernier reste par celui-ci, on obtiendra le
. 4 , ) (.
quotient — 3 » avec un reste nul. En conséquence la série
xr

proposée pourra étrz remplacée par la fraction continue

X 1
1+ .
3T _9 .t
4 47
3z

qu’on réduira facilement & celle-ci

1
— 3
1 _;..-xi- Lo

&
3 +— 3
4

laquelle revient & la fraction ordinaire

T o

(1)

dont la série proposée st en effet le développement.
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Soit , pour second exemple , la série
1—22+4 32" — 42 4+ 504 —62° - nxfmiiis 5 (2)

en la frailani comme la précédente on obtiendra les quoliens
et les restes successifs dont le tableau suit:

I

1 1—22 432" — 42} -5t —605 4 725 —82T+ . ooius
—2'? 2230 4 43 =524 4- 625 —72 - BT ins
—4 |~ et e —Tat

_;‘; AN R o 1 LA L B % (L )7 B B
0

ce qui donnera, pour la fraction continue équivalente,

rh
2z —t +“"—l"'3
2%
ou bien
— 2% ©
 + g = — x
2 + = 9

laquelle revient a la fraction ordinaire

1

(14=)?

dont la série proposée est en effet le développement,

?
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Soit ., pour troisitme exemple , la série
1452498+ 1328 + 1yt 21ad 25204 0ei 3)

en la traitant comme les précédentes, on obtiendra les quotiens
et les restes successifs dont le tableau suit :

1 145249 + 1328 172t 2128 250292 4.yl

—— 2 P -
— —S5r—gx* —132% — 172t —21 2 —2 5 —20aT—. o,
— 16 3242 48 ,.3 64 4 80 ,.5 96 .6 y12 ..

| Tt S A e SR T
-+ — O a2ad4- 3t fat 56T 4

)

1+
X ! 1
5« 25 +T6— H
16 -

laquelle revient & la fraction ordinaire
1+3%
(1—x)? ’
dont la série proposée est en effet le déyeloppement,
cm. XXI.

w
[$X4
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Soit encore la série
41527+ 4027 + 852 4 1 562 + 25925+ fooxT + 58528+ ... ; (4)

en la ftraitant exactement comme les précédentes , on trouvera
pour sa fonction génératrice la fraction rationnelle

(1422 4—21)

(1—a)

Ces exemples suffisent pour faire voir que ce procédé, fondé
sur la recherche du plus grand commun diviseur entre l'unité et
une série proposée , offre une méthode directe et trés-élémentaire
pour sommer toute suite infinie dont la fonction génératrice est
rationnelle ; méthode différente de celle d'Euler , indiquée par M.
Lacrorg dans son 7raité de calcul differentiel et de calcul integral.
( Deuxitme édition , tom. III , pag. 344 ). ’

Le méme procédé peut étre également employé a transformer
une série quelconque en fraction continue,

Soit d’abord la série

' 1.3 . 1.3.5 ; 1.3.5.7 . 1.3.5.7.9_ 5 .
T r+ 2.4 e+ 2.4.6 v 2.4.6.8 v 2.4.6.8.10 @ty (9)

ue 1'on sait étre le déyeloppement de la fonclion
PP

1

Vi—x

.

si 'on cherche le plus grand commun diviseur entre 1'unité et
cette série , les quotiens et les restes successifs scront tels qu'on
les voit dans le tableau suivant:
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I
33 3 -
. 1+ Lx—l— T 3{; 1.3 52 1.3.5 VAR ’
2 2.4 2.4.6 2.4.6.8
2 T 7 1.3 1.3.523 1.3.5.7.0% +
x 2 2.4 2.4.6 2468 T *
o + T2 1222 9o’ 84006 ’
2.4 2.4.6 2.4-6.8 2.4.6.8.10
2 622 6023 4+ 63ox4
@ + 2.4.6 2.4.6.8 2.4.6.8.10 "
2?2 36013 504oa4
2 —+ - $ — ,
2.4.6.8 2.4.6.8 2.4.6.8.10.12
2 12023 2520a4
&2 2.4.6.8.¢0 2 4.6.8.10.12 e
2 72023 201boat
2.4.6.8.10012 2681002104
2 5040at
— = e I EUN,
X 2.4.6.8.10.12.14
erreerienen., e}
d’ou résultera
T 1
P T
Viiex O
—_—— T
x 2 —+ > -
—_—— e — T
X 2 + 2
- 1
x + =4
2

ou bien encore
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'
Voy—s 1

v e
vla

X
—— x
2 —

2 "==aisene

En changeant le signe de x, cela donnera

I

I/1+x _;'l":—

+2 =
2+
Si , par exemple , on suppose x =2, celte derniére formule donnera

1

4

1
1

34|

I
T4+
2

ey
Soit la série trés-divergente

-1.2041.2.32°—1.2.3.423+1.2.3.4. 52 —1.2.3.4.5.625+... (6)

que I'on a vu, i la pag. 8t du présent volume , étre le déve-

dx
e A
‘/;3 f ‘;/; !

en la fraitant de la méme maniére , on trouvera

St
@ Ve 1+ x

1.2% 2 +—'—l‘—

1
23x+_3—+‘—:*‘ I
3.4x+Z+..u§

loppement de la fonction

ou bien encore
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Ve [ _x
1

Ve 1T T3
P = 2w
'+T+——[*x+3
1+.o¢‘o

Si, dans la série, on pose x—1, il viendra

1—1.2+41,2.3—=1.2.3.4+1.2.3.4 5—1.2,3.4.5.64+1.2.3.4.5.6.7—.......

1 .,

' 1+“—'+§_ a

p 4 I+';" i 3
I+T 4

T s

5
+—
j 8

fraction conlinuc qui est convergente; car, en formant les rédui-

ies successives , on irouve

X H 5 5 17 67 85
’3’2’13’9’37’17’167’209

y eeeed

fractions allernativement trop grandes et trop pelites , mais qui
convergent vers la véritable valeur de la série, qui est comme l'on
sait ( Voy. l'ouvrage cité de M. Lacroix, tom. III, pag. 348),

0,40365263.......
Pour transformer la série
r—1.2°41.223—1.2. 304 1.2.3. fa’—1.2.3.4. 525 +....... (O)

en fraction continue, Euler , en représentant cette série par A ,

pose Azﬁ , il en concluat
1
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pe—2z21.2.323—1.2.3.faé41.2.3 {.5a54......
1—a1.227==1,2.303F 1.2.3.4a4—1.2.3.4.50 5. s

B—

.
H

il pose de nouveau B= d'ou il tire

i+C’

C— a=—l x4 1813 —gbat-f-60025—4320254. .00 os

I—1241.2.362—1.2.3.42341.2.3.4 Sat=mrerere

il pose ainsi successivement

A__x = = x _ =
i+8 ° —

T a4C ' T 14D’ D= 14E '’ E= 1+F "

ce qui lui donne finalement , comme on peut le voir dans l'ou-
- v 7 o AY 4 z
vrage cité ( pag. 392 ) ou tout le calcul est développé ,

T—1. 24 1.20%=1.2. 3204+ 1.2.3. 42’ —=1.2.3. 4. 525 +.......

€T
T4+ s
1+7+f_”_ 2%
e
P 3w
p Lo
+ - br 5

+ —, 5=

I 2%

En posant x=1, on a

1—1-1.2—1.2.341.2.3.4—1.2.3.4. 54,0077

I
LI

+

HIN

I
—_ z
I+I—+i 3
1+‘,‘+:9’_ 4
1

T4+

I 0203 o

ce qui donne les réduites successives
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1 1 2 4 8 10 4t 124
] a 7 3’ 7 13'-1; 73’2097”“’

fractions aliernativement plus grande et plus petite que la valeur
de la série , mais convergent sans cesse vers cette valeur.

On sait que, ¢ €lant la base du sysitme de logarithmes de

Néper , on a

. x a2 2 ak a?
=14 —+—+ +oart Ta345 Free

1.2 123 1.2.3.4%

On en conclut

LY x? a3 x4 .
g — —_— cescae
b "- I +1.2 -+ 1.2.3 + 1.2.3.4 +

- a3 '

61'_1 x a2 a4
1 + 1.2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 e

En opérant sur la fraction qui forme le second membre de cette
équation , comme on le fait dans la recherche du plus grand com-
man diviseur, on trouvera successivement les quotiens et les restes
contenus dans le tableau suivant:

2 x a3 3 xh a’

z T+ T2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 + 1.2.3.4.5 +“”"
6 %2 243 x4 43

= 1.2.3 + 12.3.4 + 1.2.3.4.5 + 1.2.3.4.5.6 e
10 223 . 6t + lza;j
x 1.2.3 4.5 1.2.3.4.5.6 1.2.3.4.5.6.7

14 64 24a’

= + 1.2.3.4.56.7 + Eii6.8 T
18 243
— T +...
x 1.2.3.4.5.6.7.8.9
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on conclura le développement que voici:

41 2 + t
0x—l - 4 E_ +_ T
X 10 1
- / 1
& 14
—+55
= —
z 22
% eeen
et , par suite,
X1 b 3
St T2 s
X 6 + 4
@ 10 I
— -+ 1
e
@ 18 ¥
—
@ 22
x +‘...;’
ou bien encore ’
Gx—l a3
x. = 2
&1

18 A4 — -
En posant x=1 , on tirg de 1a

e—1

—_——= I

et+r 24— ) ¥

1o + }__ T
T L
T e 3

ce qui donne les réduites successives

6 61 860 15541 3
2 13 132 ! 1861 33630

£~

276

|M]

9y sroe

21

~1
-~
~3
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. e—1 . ,
dont la derniére donne la valear de peri avec douze chiffres dé-
é I

cimaux exacts. Il est facile ensuite d'en conclure la valeur de e.

Appliquons encore notre procédé au développement de Tang.z
en fraction conlinue. On a

i a3 + ¥ s
Tang.x= S0 123 12345 1aB4b6y
2 Cos.v pon "y — .
= + YA 5, +...
1.2 1.2.3 4 1.2.3.4.5.6

En cherchant, comme ci-dessus, le plus grand commun diviseur
des deux termes de la fraction, on trouvera les quotiens et les
restes successifs tels qu'ils se présentent dans le tableau suivant :

ab 28

1 i — —_.
+ 1.2 1.2.3 4 1.2.3 4.5.0 + 1.2.3.4.5.6.7.8
I a3 a5 a’ a9
7 1.2.5 1.2.3.4.5 1.2.3 ; 0.6.7 T 1.2.3 4.5.6.7.8.9
:3_ 223 + faxt 6.6 8.8
x 1.2.3 1.2.3.4.5 — 1.2.3.4.56.7 + 1 235.4.5.6.7.8.9 T
x3 a5 2.
+o | = ;
r.3.5 5.6.7 5.6.7.8.9
7 204 26
x + 55 7 5.6.7.9 e
225

tees e sese

d'ott on conclura

Zom. XXT 36
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18
~1
-~

1
Tang.x:—;—"— '
- 3 I
X —_— +__

¥ 5 !

_‘+oooon.q-f

“ou bien encore

T i a
X ang.x_ T x 22

7 v

9 = 1f = ees

Il ne faut pas perdre de vue, dans les applications de ce déve-
loppement, qu'ici le rayon est pris pour unité.

M. Legendre, dans les notes de sa Géométrie , parvient a un
pareil résultat par une méthode fort élégante, mais qui est par-

ticuliere a4 ce genre de série.

Pour dernicr exemple, prenons la formule

2 3 4 5 6
X @ x a X X
I‘og [_!_x = — e — . — T—_+-'--':
1 2 3 4 5 6

En opérant sur la série qui forme le second membre, comme nous
I'avons fait dans les aulres exemples , c’est-a-dire , en cherchant
son plus grand commun divisear avec l'unité, les quotiens et

les restes successifs seront tels qu'on les voit ici
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I
1 x a? a3 x4 a’ af
Pl e B Sl el SRS
2 x x? a3 ak a’ a8
1 2 2 4 5 6 —7 ------
3 22 a3 377 225 5a6
x 6 7 20 15 42 e
2 a2 a3 xh 4ad 546
6 5 5 7 a1 28
i + x3 x4 225 5a6
@ 30 "2 T3 T g T
2 _(...’fi__sbf "
3 20 33 8.4
7 xh a5
® 140 70 de
i a"
[ I PETTIN
jo

ce qui donnera
Log.(1+42)= -:—

) 4
T 2 ) 4
T T3
X

I’](c[.w

ou bien encore
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‘

Log.(14a)= x'+

7 T8 s, 5.
9+ 43
2 + IX +.os

Si, dans cette formule , sous sa premidre forme, on change z en

1 .
— , elle deviendra
&

l-}-x-__x_
Log( . >_x+%
T

I

_— 1
+“)’"+_; 1
— — i
2 + 5a;+
—_— 1
4 .o s
eu bien encore
1+a;\___l—
LO%.( P7 /_—a,-{—-l— L 4
2 + — 2
3x + — 2
2 +— 3 :
Sx 4+ — 3 VA
2 -+ —
7“‘+'2—+i.
Q@ .o

Il nous sera présentement facile de généraliser le procédé dont
nous venons de donner des exemples. Soit la fraction

a+a’+a”x +alllx3+allllx4+ .....
bt b e b R s

en divisant le numérateur par le dénominateur , ne prenant que
le premier terme du quotient, et posant, pour abréger,
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bal=-al/

a—-—-——‘b—-—— _c .

B 't

——b—_zc »

I Y
ball=—cb —o

2 )

. .

e« e+ o o o e 2

on aura

at o' x4/ r2 g0 3t
b+l/x+b',x2+bl”x3 +c seesee

x
-+ [ N L W I S
I S M7l AL R SN

a
b

Par un semblable calcal , en posant, pour abréger,

ct/—bd

<

=d ,

clt=—b!

c

—d ,

P Yol

) =d/ )

-------

on aura

b4V x4l L3 e b
P R Sl oAk 2t SLTTD _:"'_ ctJat v S es
d-d'a4-d" x4 w3

.,

¥n posant semblablement

dc/==sd _

d 2

»~al
~1
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dt—=cd?
_=¢ 3
17 e 3111
dell'—cim vy
d ?

on trouvera

T SN SIS SO 1 SR € x '

J ‘) " 2 2.3 == + 5 d/ /1 y2 v 3 3

178 ST AL CIALRYE SRR d et da o il e L
K n A ST 2R SR

et ainsi de suite ; ce qui donnera finalement

ata'adolxi a3 e, a ©
bl a L s b+ 7
c

N ®
c X
g s
d d 2
Tre
},—+.... H
et , par suite ;
bbVadblaz 41 g3t H
B S de UL YT S x
—t =
D]
© ¢ " %
d d x
—_—— =
P e
f +oc'|pl,
ce qui revient encore a
b4t (ELE UL SR S
er. + lx-l:l' /;rzi ”;x 3+ = als + bex R
X teoid - K
a+ta'x 4 o''x4 o x34- a b dex oo
¢ —_—
d ~+—
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Pour montrer, par un exemple, 1'application de celte formule gé-
nérale , nous reprendrons la série (9) , traitée par Euler, cest-

\

a-dire, la série
K=y 2wt 223 =1.2.30 4 1£2.3 faS—1.2.3.5.5x641.2.3.4.5.027—ueecr

Nous aurens ici

a=y , a=o , a’=0 , e¢'"—o , a'l’=9o eeeee
b=1 , bV=—1, Vl=2, bV=—6, b"=24, ..........;

il en résultera

ba'—al/ cb!—bc! difm—cd!
o= — =41 , d= —-—-—0—-=+I , e= —— =2,
bt e g 111 cl/'—bc’ diftemc
; oy .
/= — ———2 &= - =i , o= —a _1Iiz,
ballt—alitt bttt A
28 "% o r— ST / g —_ -
e'= 3 =+6 ., dI'= - =+18, e/= - =472,
i D! e 2 1111 ” bttt =1t o ) " A1l G101
—_—— =2, d'= ————=—36; '= ——/80
b c d 4 ’
® * o o o o e s s s L T T T B S S e e o s € @ o s+ e e o o &
ce qui donnera , en substituant ,
) i x
a—i1xvbracidredvid 23 fede—inm=— ¥ R
1 +‘l‘+_‘}_ o
1 4+ . 2% 3
1 - x o
1 +—  oF
T el
I +o I

comme FEuler I'avait trouvé.
Nous nous proposons , dans un second mémoire , de revenir
de nouveau sur ce sujel.



