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356 FORMULES

COMBINAISONS.

Recherche directe des formules de combinaisons
nécessaires, pour le développement d'une puis-
sance d’un binome ,

Par M. GERGONNE.

RIEN ne serait mieux sans doute que de consacrer 4 la théorie des
permutations et combinaisons , dans les traités élémentaires d’algé-
bre, un article & part d’une étendue proportionnée & I'importance
de cette théorie, et dans lequel on pourrait traiter beaucoup d’au-
tres questions que celles qui sont strictement nécessaires pour le
développement des puissances d’'un binéme. Toutefois, comme on
peut fort bien ne vouloir établir que ces dernieres seulement, je
vais présenter ict un mode de raisonnement qui y conduit direc-
tement et qui me parait assez simple. Il en existe beaucoup dau-
tres sans doute, et jen ai moi-méme donné de diverses sortes
dans le présent recueil ; mais la théorie des combinaisons d¢tant
une théorie trés-délicate et assez diflicile & bien saisir par les com-
mencans , 11 est commode de la présenter sous diverses formes,
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afin de la rendre plus facilement accessible aux diverses tournures
d'esprit que souvent un mdéme raisonncment ne frappe pas d'une
manicre uniforme.

PROBLEJME. Parmi des choses en nombre m , loutes différen-
tes les unes des autres, de combien de maniéres en peut-on chor-
sir un nombre n?

Solution. D'abord , si I'on ne veut choisir qu'une seule chose. on
le pourra évidemmnent d’autant de mani¢res quil y a de choses;

. . . m
¢’est-2-dire de 7 maniéres., Ecrivons — .
I

Si lon veut choisir deux choses, le choix de la premidre étant
fait, on pourra dévidemment choisir la seconde de m—1 manicres;
de sorte que, si l'on choisissait , tour-a-tour, chacune des m cho-
ses pour la premicre, le nombre des combinaisons denx & deux se-
raient m(m—u). Mais 1l est clair qu'en procédant ainsi , chaque
combinaison se trouverait répétée deux fois; car, en supposant que
les choses combinées fussent des letires, la combinaison aé , par
exemple, proviendrait également de la combinaison de @ avec & et

de celle de 4 avec . Donuc, le nombre des combinaisons possibles de

. m{me—=1) . m me=I
m choses deux a deux estsimplement ———., Fecrivons — -
2 I

.
2

Si l'en demande combien, parmi ces diverses combinaisons deux
a deux, 1l s’en treuve qui ne renferment pas une certaine lettre,
a par exemple, il est manifeste quil sy en trouvera autant qu’on
pourra faire de combinaisons deux & deux avec les m—1 lettres res-
tantes. Ou aura donc la réponse a cette question, en changeant m
en m—1 , dans la formule que nous venons d'obtenir, ce qui don-

m=—-1 T2

nera

I 2
Passons aux combinaisons trois & trois. Une lettre quelconque

étant choisie pour premiére , on pourra la combiner avec toutes les
combinaisons deux & deux ou elle n’entre pas, lesqueiles, comme

Tom, X¥V1I 48
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. m .
nous venons de le voir, sont au nomdre de — - . Silon
* 1
en fait de méme tour-i-tour, pour chacune des z lettres , on ob-
tiendra un nowmbre de combinaisons de trois lettres exprimées par

Me==1 T71v==2

2

m.

I 2
sera repétée trois fois ; puisque, par exemple, la combinaison abc
aura ¢té produite par la combinaison de « avec dc, par celle de
b avec ac et par cclle de ¢ avec a4 ; donc le nombre des manié-
res diflérentes de choisir trois choses parmi des choses en nombre

. Mais il est aisé de voir que chaque combinaison y

. , m
m , toutes dilférentes les unes des autres , est seulement — .

1
m—i m=—2

2 3

Rien ne s'oppose & ce qu'on poursuive ces raisonnemens aussi
loin qu'on voudra; et si Ion se bornait & se laisser guider par l'a-

.

. , m m me=1 m me—1 m-—2
nalogie , les résultats — , —- ,

1 I 2 ) 2
nus feraient assez connaitre que le nombre des combinaisons pos-
sibles et distinctes » & n de m choses, toutes diflérentes les unes

des autres, doit étre exprimé par

, déja obte-

m m-—1 m-—a m==3 me—n--1

— - -

1 2 3 4 n :

Mais , afin qu’il n’y ait point d’induction dans tout ceci, ad-
mettons que cette loi hypothétique ait été vérifiée pour les combi-
naisons de m choses n—1 & n—r1, et que conséquemment on ait
trouvé, pour ce nombre de combinaisons ,

m me=1 m-—2 m—n-{-2

—

1 2 3 n—i ’

pour savoir combien , parmi ces combinaisons , il y en a qui ne
renferment pas une certaine lettre , @ par exemple; il faudra, comme
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ei- dessus, changer, dans cette formule, 7 en m—r1 ; ce qui dounera

Mm=1 e=2 m=—3 m=—n-4-1
9

Quiil soit question présentement d’opérer des combinaisons » &
7, en adoptant une lettre quelconque pour premiére lettre, on
pourra la combiner avec toutes les combinaisons de n—1 lettres
qui ne la contiennent pas; ce qui en produira un nombre (.4). Si
Pon en fait de méme, tour-i-tour, pour chacune des m letires,
on obltiendra un nombre total de combinaisons égal & m fois (A)

(AR

mais il est clair que, de cette sorte, chaque combinaison aura ¢t

’

répétée n fois ; car , par exemple, la combinaison abe.....g% aura été
obtenue en combinant

a avec beuwingh ,
b avec ac....gh,

¢ avec ab....gh ,

g avec abeu..k ,

kavec abc...g

e

donc, pour obtenir le nombre des combinaisons réellement diflé-
rentes de nos m lettres » a 2, il faudra multiplier seulcment le

m .
nombre (A) par — , ce qui donnera
n

m Mme=1 me=—=2 m—n+[

1 2 3 n

comme nous l'avions d’abord soupconné. Il demeure donc ¢tabli,
par ce qui précéde, que, sila loi d'abord entrevue se soutient pour
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les combinaisons de n—1 lettres, elle aura lieu également pour les
combinaisons de n lettres; d’ou il suit que cette loi est générale,




