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338 QUESTIONS

Démonstration du théoréme de statique énoncé
@ la page 199 du présent volume ;

Par M. BoBILLIER , professeur de mathématiques & 1'Ecole
royale des arts et métiers de Chilons-sur-Marne,

Et M. LextrEric , professeur de mathématiques et de
physique au Collége royal de Montpellier.
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THEOBE'ME. Soient A\B,, A,B,, A;B,, ... A B, des droites
représentant em intensilé et en direction des forces appliguées res-
pectivement 8 des points quelcongues A, , Ay, A, .. A, Inva-
riablement liés enire eux , mais dailleurs parfaitement libre dans
Pespace. Soient PD,, PD,, PD, , ... PD,, des droites respecti~
vement paralléles et égales @ celles-la, conduites par un méme point
guelconque P de Pespace. Soient PG,, PG, , PG, , ... PG, d'au-
tres droites , respectivement perpendiculaires aux plans des trian-
gles PAB,, PA,B,, PA B, .....PAB,, e proportionnelles &
leurs surfuces. Soient enfin & le centre des moyennes distances
des points D,, D, , D, ... D, et I le centre des moyennes dis-
tances des points G,, G, , G, , ... G,.
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1.° Pour qu'il y ait équilibre entre les forces dont il sagit,
il est nécessaire et il suffit quon ait 4 la fois,

PA=—o0 , PI'=o ,

ou, en daulres termesy que le point P soit le centre commun des
moyennes distances tant du systéme des points D,, D, , D, , ...
D, gque du sysiéme des points G,, G, , G, , .... G,

2.% Lorsqu'aucune de ces conditions n'étant remplie , Fangle APT
n'est pas droit , les forces du systéme ont deuz résultantes, si-
tuées dans des plans différens.

3.2 8¢, au contraire , Pangle APT est droit, elles admettent
une résultante unique, paralléle & PA et représentée en intensité
par nPA,

4.° 8¢, en particulier , PU'=o0, cette résultante unique se con-
Jond avec PA.,

5.9 8{, au. contraire, on a seulement PA=o, les forces du
sysiéme se réduisent & un couple.

Démonstration. Désignons respectivement pour abréger, par P, ,
P,, P,, «..P,les forces AB,, A,B,, A;B;, ... A,B,. Par le
point P, que nous supposons invariablement lié au systéme, ima-
ginons deux forces égales et paralléles & P, , mais directement op-
posées , deux forces égales et paralléles & P, , mais directement op-
posés et ainsi de suite, jusqu’a la derniére P,. Nous aurons ainsi
des forces égales et paralléles A celles du systéme et agissant dans
le méme sens qu'elles, appliquées en P, et se réduisant conséquem-
ment 3 une force unique passaut par ce point, si toutefois elles ne
se font pas équilibre et » couples P,—P,, P,—P,, P,—P,, ...
P.—P,; et il v’y aura rien de changé & I’état du systéme. Les for-
ces appliquées au point P seront représentées en intensité ct en di-
rection par PD,, FD , PD,, ... PD,, dou il suit que, si A est
le centre des moyennes distances des points D, , D,, D, ....D,,
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leur résultante sera représentée en intensité par n.PA et dirigée sui~
vant PA (*).

Les axes des couples seront des droites respectivement perpendi-
culaires & leurs plans, c’est-4-dire, anx plans des triangles PA,B,,
PA B PAB,, L. PA.B, et proportionnels & leurs momens ou
énergies ; ces axes seront donc représentés, en grandeur et en di-
rection, par PG, ,PG,, PG, , ..... PG, ; car ces droites, d’aprés
I'énoncé, sont respectivement perpendiculaires aux plans des trian-
gles PA,B,, PA,B, ,PA B,,.... PA.B,, qui sont les mémes que
ceux des couples et proportionnelles anx aires de ces triangles, les-
quelles aires sont respectivement moitiés des rectangles qui expri-
ment 'énergie des couples.

Or, il est connu, par la théorie que M. Poinsot a développée
dans sa Statique, que la composition des coupies dont les bras de
leviers ont une extrémité commune s’opére en tomposant leurs axes
comme si ¢’était autant de forces. Or, ces axes étant ict PG, , PG, ,
PG, , .... PG, et T" étant supposés le centre des moyennes distan-
ces des points G,, G, , G,, ... G,, il sensuit que l'axe du cou-
ple résultant sera dirigé suivant PI' et représenté en longueur par
n.PT.

Ainsi , tout le systéme dont il s’agit peut étre rédunit & une force
dirigée suivant PA et représentée en iatensité par 2.PA et & un
couple dout l'axe, dirigé suivant FI*, aura pour longueur n.PI.

Cela posé , veut-on 1.° que le systéme soit en équilibre ? Il sera
nécessaire et il suffira pour cela que la résultante n.PA et le cou-
ple 2.PT soient séparément nuls; ce qui donnera, comme l'an-

.

nonce le théoréme,
PA=o0 , Pl=o .

2.° Lorsque ces deux conditions ne seront point remplies I'une

(*) Annales , tom. XVI, pag. 3o.



RESOLUES. 340
et l'autre, le systtme ne sera point en équilibre , mais PA ¢t PI
n'étant ni nuls ni perpendiculaires I'un & l'antre, la force 7n.PA ne
sera point dans le plan du couple; et en la composant avec celle
des deux forces de ce couple qui passe par le point P, il en ré-
sultera une force unique qui ne sera point dans le plan de ce cou-
ple et qui conséquemment ne pourra éire comprise dans un méme
plan avec l'autre force de ce couple et ne pourra, par suite, étre
composce avec elle en une force unique, de sorte que le systéme
aura deex résultantes.

3.° Si, au contraire Pangle API" est droit, la force n.PA, si-
tuée alors dans le plan da couple, pourra se composer , avec la force
du couple qui passe par le point P, en une force unique située
dans ce plan, mais qui ne sera point paralléle & Pautre force du
couple, ou du moins ne lui sera point égale ; de maniére qu’elle
pourra se composer avec elle en une seule force , & laquelle se ré-
duaira alors toat le systeéme. i

4.2 Si P’ seul est nul, le couple est nul aussi , et la résultante
unique du systéme se réduit & »PA, dirigée suivant PA.

5.2 Si enfin c’est PA seul qui est nul, il ne reste plus que le
couple auquel se réduit alors tout le systeme (*).

Le théoréme que nous venons de démontrer conduit aux con-
ditions d'équilibre d’un systéme libre de forme invariable, et aux
conséquences qu'on a coutume d’en déduire, d’une manicre fort
simple. Soient conduits, par le point P, trois axes rectangulaires,
faisons

AB, =P, AB,=P/, AR,=P", ..

(*) Ce quon vient de lire appartient en commun & MM, Lentléric et

Bobillier : ce qui suit appartient uniquement a M. Bobiilier,
J.D. G

Tom, X¥FII 46
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solent af , B/, ¥/, o/, B/, v, o', B!y ¥, ewuns les angles de ces
droites avec les axes des x des y et des z; soient encore ( 2/, %/,
2 ), (&, yr 2y, (2, yy 27 )y e les points A, AL,
A, , ... Soient enfin D, E, F les coordonnées du point A, 6, H;
K celles du pomnt T, d,e, f les angleé que forme PA avec les axes
des coordonnées; et g, %, k les angles que forme PI'avec les mé-
mes axes.

Nous aurons d’abord

PA=yD:3E+F , PT =y YK ,
D Cos.g= ©

VorEaE 0 T ermEs !
E H » (1)

Cos e =——r—re—— N Cos.—=

Cos.d=—

VDBt VOTEgR
F K
Cosf=—rmmmm * %= Joames -

Les coordonnées des points D,, D,, D,, ... ne seront autre
chose que les projections sur les trois axes des droites PD, , PD,,
PD,, ... et seront conséquemment exprimées par

PCos.a’ , ~PCos.fy , P/Cos.y ,
PiCos.’ , P/CosfP” , PlCos.p" ,

PiCos.at’! ,  P!Cos.B// , P’f/Cos.ﬁ'” ’

.-oc-ou., ‘o.:co;, ......;

et on aura de plus, par la définition du point &
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W

nD=P/Cos.o/4P""Cos.a//4-P"Cos.a'" ...
nE=P/Cos.5/ 4 P//Cos.3’ 4 P/Cos 3"/ ~4-.... (2)

nl'= P/Cos.y/= P"Cos.y""4P!""Cos.7" e

Si l'on désigne par 7/, ', ¢, respectiveinent les inclinaisons da
plan du triangle PA,B, sur les plans des yz, des zx et des 2y,
180°—7, 180°—u", 180°==¢" seront les angles de la droite PG,
avec les trois axes; et les coordonnédes du point &, seront expri-
mées par —PA,B,Cos#, —PA,B,Cos.t’, —PA B,Cos.e, cest-d-
dire, par les projections du triangle PA,B, sur les plans eoordon-
Bés , prises en signcs contraires.

Pour déterminer l'aire de la projection du triangle PA,B, sur
le plan des 2y, on remarquera que la projection de la base A,B,
est P'Sin.y’ et que l'équation de cette projection est

, Cos.p
r=r= Cos.«/ (x—.r’) ;

sa hauteur est égale &

—y?’Co8.0'-4-xCos. &7
WV Cos.2e/ 4Cos. 28/

.
»

ou, & cause de la relation Cos.’a’4-Cos.*f'4Cos.?y'=1,

5/Cos.a'=x'€0s.8!
Sin &/

conséquemment , la coordonnée z du point G, sera
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+ P( y’Cos.o:-——x’Cos.ﬁ’)

et on trouvera de méme, pour les coordonnées z et y du méme
poiut

LP'(dCosp —yCose) ,  $P'(a'Cosy'—2'Cosd)

les coordonnées des points G, , G, , ... auront des valeurs analogues 3
d’ou il suit qu'on aura, daprés la définition du point I',

2nG = P'(z'Cos.f'—y'Cos.y)-+P"(z"Cos.f'—y"Cos.y” j=uu..
snH=P'(x'Cos.y —z'Cos.oa/) 4P 2"Cos.y"—2"Cosa") Fus . S 3)
2nK=P'(y'Cps.a/~—=z'Cos.y' )+ P"(y"Cos.a’—z"C0s.f") 4.

Présentement, ddsignons respectivementpar X, Y, Z, T, U, ¥V

les seconds membres des équations (2) et (3); elles deviendront
ainsi

nD=X , nE=Y , . nF=2Z )
anG=T, 2nH=U , anK=V}V

tirant de 14 les valeurs de D, E, F, G, H, K, pour les substi-
tuer dans les équations (1), on aura

nPA=\/ X:4- Y423 , 2Pl =/ T Tig v »

X T

T e

Cos d= ————
* VI4Tgps
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Cos.e= Y Cos. = ..__1____ R
T vtz VI

C V4 Cos.h— 128 .

A s e O VTt

formules au moyen desquelles on peut déterminer les intensités et
directions tant de la résultante que du couple résultant, en fonc—
tion des intensités des composantes , des coordonnées de leurs points
d'application et des quantités angulaires qui en déterminent la di-
rection,

Les équations de condition qui correspondent aux différens cas
du théoréme proposé se ‘déduisent facilement de ces formules.

1.° Les équations PA=o0, PI"=o0, nécessaires et suiﬁsames pour
V'équilibre da systéme donnent

VEFYFE=o;  VTqUgri=o,
~ équations ‘qu‘i entrainent les suivantes :
X=—o0 , Y—o , Z=0 ,

—0 , U=o, V=o0. (®

2.° Pour exprimer que I'angle APT est droit, et que, par suite,

(» On trouve a la page 14 du VIIL® volume du présent recueil , pour
parvemr aux équations d’équilibre, une méthode tres-simple et trés.symém
trique , inddépendante’ de théorie des couples ou de tout autre auxiliaire,

J. D, G.
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le systtme est réductible & une force unique, on a l'équation

Cos.dCos.g+Cos.eCos.e~4Cos fCos.k =0
qui devient, en substituant
TX+UY+VZ =0 ; A
3.° Pour exprimer qu'on a seulement PI'=o, ou que le sys-

téme a une résultante unique, passant par l'origine des coordon~
nées, on aura l'équation unique

VT U470 »
d’ou résultent ces trois-ci
T—o , U=o , P=o,

4.* Enfin , pour exprimer que le systéme se réduit 3 un con=
ple, il faudra écrire seulement PA=o0, ou bien

VXiYizi=o ,
qui donne

X=0, Y=o, Z=o,

On peut remarquer que, dans ce dernier cas, la relation ({)
est sausfaite , bien qu'alors il n’y ait pas une résultante unique.
Clest, au surplus, le seal cas ou elle puisse donner une fausse
indication.
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5.2 Enfin, dans toutes les autres hypothéses qu’on voudra faire
sur les six quantités 77, U, ¥, X, ¥, Z, le systéme pourra seu-
lement se réduire 4 deux forces, non composables en une seule.

Si toutes les forces du systéme sont paralleles, les droites PD,,
PD,, PD,, ... se confondront entre elles et avec PA et en ou-
tre PG,, PG,, PG, ,....., éant perpendiculaires & PA, se trou-
veront dans un plan perpendiculaire & cette droite. Le point I' scra
donc aussi dans ce plan; d'on il suit que l'angle API" sera droit;
il y aura donc une résultante unique, pourva toutefois que Fon
n’ait pas PA=o. '

Si toutes les forces du systdme sont situdes dans un méme plan:
en prenant pour le point P un quelconque des points de ce plan,
les droites PD,, PD,, PD,, ...., ainsi que le point A, s’y trou-
veront aussi; en outre, les droites PG,, PG, , PG, , ... perpen~-
diculaires & ce plan, se confondront en une seule qui contiendra
le point I'; I'angle API" sera donc encore droit; de sorte que,
sauf le cas de PA=o, il y aura une résultante unique.




