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GEOMETRIE ANALITIQUE.

Essai sur Uinterprélation géomélrique des €quations
entre un nombre quelconque de variables ;

Par M. E. PicLer, professeur des sciences physiques du
collége royal et de la ville de Marseille.

§ 1

SOIT Péquation de forme quelconque
F(x,y,z,t):o,_ A)

entre trois coordonnées z , y , z et un paramétre variable 7 Cette
équation exprime une infinité de surfaces, dont chacune répond &
une valeur particyliére du paramétre 2 A

Ce paramctre variant d’une manidre continue depuis - oo jus-
qud — oo, la surface (A) variera ou du moins pourra varier & la
fois de situation , de forme et méme de nature , mais toujours par

des degrés continus ; de maniére a ne jamais passer brusquement

d’une nature & une autre , et 2 prendre nécessairement une forme

intermédiaire entre celle qu’elle quitte et celle qu’elle doit acquérir.

On peut remarquer, en effet , que I'équation étant développée et
ordonnée par rapport aux trois variables z, y, z, le paramétre 7
entrera dans tout ou partie des coefficiens ; et tant que, par la
variation de ce paramétre , ces coefficiens ne changeront pas de
signe , la surface ne changera pas de nature. Il faudra donc néces-

Tom. X1V , n.° I, 1.°% septembre 1823, 10



€6 INTERPRETATION GEOMETRIQUE.
sairement , pour qu’elle passe d’'une nature & unc autre ,que la va-
riation de # fasse changer les signes d’'un ou de plusieurs de ces

coefficiens , ce qui, comme l'on sait, ne pourra avoir lieu qu’autant
qu’ils passeront par zéro ou par l'infini.

Ainsi , par exemple , 'équation

() +(+(a0) =

tant que # est positif , exprime un ellipsoide dont les diamétres
dirigés suivant les axes des x et des y sont constans et égaux &

) .2
2¢ et 25, tandis que le diamétre _\ﬁ’ dirigé suivant I'axe des z, est

variable et eroit sans cesse & mesure que ¢ devient plus petit. Si,
au contraire , £ est négatif, cette méme équation exprime un hy—
perboloide & une nappe , dont les élémens ont une courbure inverse
de celle des élémens de lellipsoide. Mais , entre ces deux cas , sc
trouve le cas intermédiaire de r=o, pour lequel I'équation exprime
une surface cylindrique , qui est aussi intermédiaire aux deux sys-
témes de surfaces , et leur sert de lieu commun.

Les surfaces exprimées par I'équation ¥(x ,y , z,£)=o0 peuvent se
succéder de telle sorte que chacune d’elles touche dans tous ses
points celle qui lui est consécutive ; et alors elles pourront occuper
la tdtalité de U'espace , comme il arriverait pour un plan perpendi-
culaire & une droite , dont la distance variable & un point de cette
droite serait # , ou pour une sphére dont le rayon variable serait égal a

© . C e, .
— (*); ou bien elles n’occuperont qu’une portion limitée , finie on
r .

infinie , de cet espace, comme il arriverait pour un plan perpendi-

(") Llespace entier peut également &tre exprimé par I'équation o=o,
qui est €videmment satisfaite quels. que soient », y et z.

J.D. G,
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calaire 4 une droite , dont la distance variable 3 un point fixe de

. . 1la \ . .
cette droite serait s ou pour une sphére dont le rayon variable serait
1

;%—;. Mais , ni dans l'un ni dans l'autre cas, une méme surface
ne pourra toucher & la fois toutes les surfaces exprimées par I'équa~
tion proposée , de manitre que ces surfaces u’auront point une
enveloppe commune.

Mais , généralement parlant, les surfaces consécutives se coupent
les unes et les autres , et alors la totalité de ces surfaces n’embrasse
qu’une portion limitée de I'espace, portion qui peut étre d’ailleurs finie
ouinfinie. Si, par exemple, il s’agit d’unesérie de sphéres de méme rayon
ayant leurs centres sur une méme droite, la portion de I'espace qu’elles
occuperont sera une surface cylindrique indéfinie ; ce sera au con-
traire une surface conique indéfinie, si les rayons sont variables et
proportionnels aux distances des centres a un point fixe de la droite
qui les contient tous ; ce sera enfin une portion annulaire finie de
I'espace , si, le rayon étant constant, les centres se trouvent sur la
circonférence d’un cercle , ou plus généralement sur une courbe
fermée , plane ou 4 double courbure quelconque.

On pourra donc dire , dans ce dernier cas , que D'équation
F(z,y,z, f)=o exprime un corps, c’est-a~dire une portion limitée ,
finie ou infinie , de l'espace indéfini , en ce sens que tous les points
et les seuls points de cette portion de l'espace seront tels que lears

- coordonnées satisferont & cette équation , pourva que l'on détermine
le paramétre 7 d’une maniére convenable ; c’est-d-dire, pourvu que
la valeur qu’on lui donnera fasse devenir I'équation celle d’une sur-
face passant par le point que I'on aura considéré en particulier (*).

(*) On peut aussi trés-simplement exprimer un corps , fini ou infini, par une
inégalité entre les seules variables x, y ,z , en ce sens que cette inégalité est sa«
tisfaite par Lous les points et par les seuls points de ce corps, Ainsi par exemple,
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S'il existait un second paramétre variable ; ¢’est-a-dire si I'équation
éait de la forme

Flx,y,z,t,u)=o0;

en vertu des variations de ce nouveau paramétre, le systéme de
surfaces résultant des variations du premier, et par suite la surface
limite ou enveloppe de ces surfaces varierait de forme et de situa—
tion dans l'espace , et le systéme des surfaces limites pourrait lui-
méme avoir une limite qui serait la surface au-deld de laquelle ne-
pourraient jamais se trouver des points satisfaisant 4 I'équation pro-
posée , de quelque manitre d’ailleurs quon déterminit les deux
paramétres. On pourrait donc dire que 'équation proposée exprime
lIe corps terminé par cette surface.

"1l est aisé de concevoir quici la limite des surfaces limites sera
susceptible de deux modes de génération suivant celui des deux
paramétres que l'on voudra considérer comme variant le premier.
Supposons , par exemple , que, pour des valeurs déterminées de ¢
et #, la proposée exprime une sphére, qu'en vertu de la seule va--
riation de # le centrejde cette sphére décrive un cercle, et qu’ensuite
en vertu de la variation de z le centre de ce cercle décrive une
droite perpendiculaire & son plan; la limite des sphéres provenant
de la seule variation de # sera un anneau , et la limite des anneaux
provenant de la variation de z sera le sysi¢tme de deux cylindres
concentriques , comprenant entre eux le corps exprimé par l'équa-
tion proposée.

I'inégalité a’-f-y2-4-z2r1 exprime une sphére ; linégalité x2-}y2 < A2? ex~
prime un cdne ; linégalité x24-y2<r? exprime un cylindre, et linégalité
A Rx >2 ( Ry )'
T v e a— S z3 r?
( Ve TAr—vaim) 79<
exprime un anneau. Nous avons déja fait cette remarque ailleurs ( Annales ,
tom, Il , page 194 ). J. D. G.
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Mais , si l'on fait d’abord varier z , le centre de la sphére dé-
crira une droite ; et, en faisant ensuite varier 7z, cette droite fera
une révolution autour d’un axe qui lui sera paralléle. La limite des
sphéres provenant de la variation de # sera un cylindre , et la
limite des cylindres provenant de la variation de ¢ sera de nouveau
le systtme des deux cylindres concentriques auquel nous étions déja
parvenus par le premier mode de génération (*).
Il en irait de méme sil y avait dans la proposée un plus grand-
nombre de paramétres variables, etl'on voii qu’en général I'équation

Flz,y,z,2,u,¢,0000..)=0

exprime un corps solide terminé par ume surface susceptible de
1.2.3....n modes de générations , si ~ désigne le nombre des paramétres.

§ IL

La variation d’'un seul paramétre donne, comme nous l'avons
dit , naissance & un systtme de surfaces dont l'ensemble occupe

.

(*) Le corps infini compris entre ces deux cylindres peut j sans le secours
d’aucun paramétre, étre exprimé par le systtme des deux inégalités

xifyr>rr, @ty <R,
ou par l'inégalité unique équivalente
(x).’_yl—r!) (xi+yl_.ﬁ!) <° .

On pourrait également exprimer une sphére creuse, dont les rayons intérieur
et extéricur seraient r et H, par Dinégalité

oyt o—r)(edyte—B)<os
J. D. G,
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dans l'espace un certain lieu, circonscrit par une surface particir=
litre ; c’est la détermination de cette surface , enveloppe ou limite-
de toutes les autres, qui va présentement nous occuper.
Remarquons d’abord qu'en général les surfaces consécutives du
systéme se coupent toutes deux & deux., suivant des courbes qui sont
elles-mémes consécutives et qui sont en méme temps leslignes de contact
de ces surfaces avec 'enveloppe cherchée ; d'olt il suit que I'ensemble
de ces courbes forme l'enveloppe elle-méme (*).
Soit , par exemple , I'équation

(#—RCos.)*+(y—ASing)4-z2=r* ;

elle représente évidemment un systéme de sphéres du rayon r dont
les centres sont situés sur une circonférence tracée sur le plan des
Zy , ayant son centre & lorigine et son rayon (¢gal & R ; chacune
de ces sphéres coupe celle qui lui est consécutive suivant un eerclé
dont le rayon est 7, dont le centre est sur le plan des 2y & une
distance R de lorigine, et dont le plan passe par l'axe des z. Le
lieu de toutes les intersections est une surface annulaire , enveloppe
de l'espace occupé par toutes les spheres.
Soit, en général,

Flz,y,z,t)=0

(" Clest & Monge qt'on doit la considération de Venveloppe des surfaces
déduites d’'une méme équation contenant un paramétre variable. Cet illustre
géometre y a été conduit en cherchant & interpréter les solutions singu-
liéres des équations différentielles partielles du premier ordre , lesquelles
résultent , comme on le sait, de D’élimination de la constante arbitraire
entre lintégrale générale et sa différentielle par rapport A cette constante.
Monge a encore considéré le cas de plusieurs paramétres variables; mais ,
en les supposant liés par tel nombre de relations qu'il n’en reste qu'um
seul d’indépendant. On voit que le point de vue sous lequel nous consi-
dérons ici les équations & paramétres variables est fort différent du sien.

( Note de Uauteur. )
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I’équation commune 3 toutes les surfaces enveloppdes: On sait que
Vintersection de V'une quelconque de ces surfaces avec celle qui lui
est consecutlve , intersection qu’avec Monge nous appellerons 4 I'avenir
la Caractérzstzque de la surface limite , sera donnée par le systéme
des deux équations
dF(x,y, z, #:)

dt,

Flzr,y,z,2)=0,

=03

et que I'dlimination de 7, entre ces deux équations donnera ‘une
équation

F,=o0,.

en x, ¥,z seulement qui sera I'équation de I'enveloppe du sys-
téme de surfaces exprimé par I'équation proposée.

§’il existait un second paramétre 7z, , il se retrouverait dans F,=o,
et alors 'équation de l'enveloppe résultant des variations de £, et
¢, serait donnée parl’élimination de 7, entre les deux équations

F,=o -d-E:-: =0;
{2
et il faudrait poursuivre ainsi , pour parvenir & I'enveloppe finale,
quel que pit étre le nombre des paramétres variables.
Parvenus donc & l'équation de 'avani-derniére enveloppe , équa~

tion que nous representerons par F,_, =0, ne renfermant plus qu un
seul paramétre 7,, si l'on écrit

darF,. d:F,. d3Fp.,
F._.=o panlilel PN 1 —
Mo § 2 dtn 2 d’t" 2 d3f,, 2

I'ensemble des deux premiéres équations appartiendra aux caracté-
ristiques de D'enveloppe finale ; de sorte que I'élimination de 7, entre
elles , donnera I'équation de cette enveloppe. Sil'on élimine #, entre
les trois premiéres , on obtiendra deux équations en z , y , z qui
appartiendront & Varéte de rebroussement de l'enveloppe; et si enfin
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on élimine 7, entre toutes les quatre , les trois équations résul=
tantes en x,y, z appartiendront aux points de rebroussement de
cette aréte (*).

Si, d’aprés ces principes, on veut parvenir i I'équation de len~
veloppe des sphéres exprimées par l'équation

(# ~RCos.t)*(y—ASin.g)* -z =1 ;

on la différentiera d’abord par rapport au paramétre #, ce qui
donnera

2Sint=yCos.? ,

et le systtme de cette équation et de la précédente appartiendra
aux caractéristiques de l'enveloppe cherchée.
De la derniére on tirera ensuite

x . y
= — Sing = —=t—
Cost= Vot ? Ve

valeurs qui, substituées dans la premiére , donneront pour l'équa-
tion de I'enveloppe

(#tytr—— Ry =4y (P —2) 3

€quation .que l'on reconnaitra facilement pour celle de la surface
annulaire , lien de toutes les caractéristiques.

(® On peut voir, a la page 361 du IIL.e volume du présent recueil,
comment toutes ces choses peuvent étre nettement démontrées sans le
secours des infiniment petits ou des limites, ou de tout autre genre de
considérations métaphysiques  équivalentes,

J. D. G.

Mais
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Mais la détermination de 1'équation de Penveloppe , au moyerrde
Vélimination de # entre les deux équations

dFx,y,z,d

Flz,y,z,)=0, 7

=o,
communes & toutes les caractéristiques , peut offrir diverses circons-
tances particuliéres , sur lesquelles il est bon d’étre prévenu.

Et d’abord il pourrait se faire que la derniére de ces deux
équations ne renfermét plus aucune des coordonnées x, y, z,
auquel cas son premier membre serait une quantité constante ou
une simple fonction de #; dans le premier cas , cette équation serait
absurde , d’ot il suit qu’il n’y aurait alors ni caractéristiques ni
enveloppes. La proposée devrait étre , dans ce cas, de la forme

S(x,y.2)+Adi=0,

et il est aisé de voir qu'elle exprimerait tous les points de les~
pace ; puisque , quelque valeur qu'on donnita x , y , z, on trouverait
toujours une valeur réelle pour 7, du moins en supposant, comme
nous le faisons , que l'équation ne renferme point de radicaux.
Ce serait , par exemple , le cas des plans exprimés par I'’équation

z=mx-+tny+tt ,

lesquels seraient tous paralléles , ou des sphéres exprimées par
Péquation '

xn+yz+z==rt ,

lesquelles seraient toutes concentriques.

Si le premier membre de la seconde équation se réduisait & une
simple fonction de #, on ne pourrait, dans la recherche des ca-
ractéristiques , donner & 7 , dans la premiére équation , que les

valeurs données par celle-ci ; toutes les caractéristiques devraient
Tom., XIV, FY
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donc se trouver sur un nombre déterminé de surfaces comprises dans
la proposée ; ces surfaces ne se coupéraient donc pas consécutive—
ment , c’est-d-dire , en d’autres termes , qu’il n’y aurait pas de
caractéristiques ni ¢onséquemment de surface enveloppe proprement
dite. On voit d’ailleurs que 'équation en # serait satisfaite , quelque
valeur que l'on attribudt & # , y, z, pourvu qu'on y fit ¢z égal
4 l'une quelconque de ces valeurs ; d’out l'on voit qu’alors cette
équation exprimerait toutes les surfaces imaginables ; de sorte qu’alors
les caractéristiques seraient toutes les courbes tracées & volonté sur
-les surfaces individuelles dont il a été question ci-dessus.

On peut remarquer que, dans le cas dont il s’agit , l'équation.
‘proposée ne saurait étre que de la forme

&z, y,2)H()=o0 ;

qu'alors sa différentielle , par rapport & 7, étant simplement
d.t(t)

e
—

& =0 doit donner pour # les valeurs qui répondent aux mazima

et minima de la fonction f(7) et conséquemment des surfaces com~
prises dans I'équation proposée. Il n’y a donc ici qu'une ou plusieuts
surfaces qui bornent l'espace occupé par toutes les autres, mais qui

les enveloppe sans les toucher. Cest , en particulier , le cas des’
sphéres comprises dans 1'équation

;x‘+y’+z’ = (rl

lesquelles se trouvent toutes comprises entre une sphére dont le
rayon est nul et une autre dont le rayon est r.

Il pourrait aussi se faire que la différentielle par rapport & ¢
fut de la forme

f(z,y, =0,
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c'est-d-dire , indépendante. de 7, ce qui ne pourrait avoir lien
qu'autant que la proposée serait de la forme

&(z, y, 2)+if(z, y, 2)=o0 ;

“dans ce cas, le systtme des deux équations se réduirait am syg-
téme de ces deux-ci:

®x,y,z)=0;,  flxz,y,2)=o0;

il n’y aurait donc alors qu’une caractéristique unique , suivant la-
quelle se couperaient toutes les surfaces du systéme qui n’auraient
point d’enveloppe et embrasseraient P'espdce entier ; attendu que tout
systtme devaleursde « , y , zdonnerait pour Z une valeur réelle. C’estq
par exemple , le cas d'une suite de plans passant par la méme
droite.

Enfin I'équation obtenue par la différentiation du paramétre pourrait
étre de la forme |

¢Sz, y ,2)=0;

elle pourrait alors étre satisfaite des deux maniéres,

e(H=o0 , f(z,y,2)=o0,
“

ce qui offrirait la combinaison de deux des cas précédens. Ainsi
on aurait a la fois ici une caractéristique unique , sans enveloppe
proprement dite, et une ou plusieurs surfaces circonscrivant l'espace
occapé par toutes les autres, mais sans les toucher.

. Lorsque le systtme est de nature i dtre terminé par. plu-
sieurs enveloppes -, 1’équation résultant de I'élimination de # entre
1. proposée et sa différentielle prise par rapport i ce paramétre,
se décompose en facteurs rationnels foncticns de 2, y, z, ou du
moins de quelques-unes de ces variables ; et ces facteurs égalés

séparément & zéro donnent les équations des diverses enveloppes,
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* Par exemple, si la proposée appartient & une suite de cylindres
droits de méme rayon , dont les axes, situés -dans un méme plan,
passent tous par un méme point de ce plan , le corps engendré sera
limité d’'une part par une sphére ayant méme rayon que ces cy-
lindres et son centre au point commun & leurs axes , et d'une
autre , par deux plans paralléles A celui des axes, et distans de part
et d’autre de celui-la d'une quantité égale & ce méme rayon.

Le plan des axes étant le “plan des zy, et leur point commun
éant lorigine , si 7 est le rayon commun , I'équation commune 2
‘tous les cylindres sera

@@=ty ) —r)=o ,
doat la différentielle par rapport & # sera
try(y*=4z2—r’)=o ,
éliminant donc # entre l'une et l'autre, il viendra
(22— ’)(x’+y;+z’—r’) =0 ,
équation qui est satisfaite par ces trois-ci :
Zer=o0 , z4r=o , 2 yrtzi=r
qui appartiennent en effet é. deux plans et & une sphére,

§ IIL

‘Nous venons de voir qu'une équation entre trois coordonndées
@, y, z ettant de paramétres variables qu’on voudra est en général
satisfaite par les coordonnées d’une suite continue de points en
nombre infini dont le systéme forme dans I'espace un certain corps
que l'on peut dire étre exprimé par cette équation , et nous avons
enseigné ce qu'il fallait faire pour déterminer la surface par laquelle
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ce corps est terminé. Renversons présentement le probléme et pro-
posons-nous de déterminer I'équation d’un corps au moyen de celle
de la surface qui le termine (*).

Soit F(x , ¥, z)==o0 l'équation de la snrface donnée ; d’aprés
ce que nous avons déji dit, I'équation cherchée U=o devra ren-
fermer x , ¥, z, avec autant de paramdétres variables z, # ,¢ ...
que T'on voudra admettre de mouvemens différens dans la génération
du corps terminé par la surface donnée. De plus , cette équation
devra étre telle qu'en éliminant un premier paramétre entre elle-
et sa diflérentielle prise par rapport & ce paramétre , puis un second
paramétre entre I'équation résultante et sa différentielle prise par
rapport & celui-ci, et ainsi de suite, ou parvienne enfin , apreés I'éli—
mination du dernier paramétre , & I'équation donnée F(z, y,z)=o0.

On voit donc que le probléme est d’abord indéterminé & raison
du nombre des paramétres variables qu'on peut admettre dans la
composition de la fonction I ; mais , lors méme qu’on a statué sur
Ie nombre de ces paramétres, il demeure encore indéterminé rela-.
tivement & la forme de cette fonction qu’ou peut choisir telle qu’on
voudra, sous la seule condition d’y admettre , avec un coefficient
arbitraire, un terme que les différentiations successives ne fassent
pas disparaitre , et dont on déterminera finalement le coefficient,
en égalant le résultat de la derniére élimination & F(z,y, 2).

Cette grande indétermination du probléme tient & ce qu’un corps
peut éire engendré d'une infinité de maniéres par une infinité de
surfaces différentes. Ainsi, pour n’en citer qu'un exemple, si l'on

(*) Si, comme nous Pavons proposé ci-dessus, on veut employer & cela
des indgalités , la chose deviendra extrémement facile ; 1'équation d’une
surface étant F(x , ¥ , z)==o0 , Dinégalité du corps qu’elle termine sera
F(x,y, z)>o ou F(x, y, z)<o suivant qu’on voudra que le corps soit
situé d'un ¢oié ou de lautre de la surface dont il s'agit.

J. D.G.
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a une série de surfaces toutes inscriptibles & un méme cylindre,
et si on les fait avancer dans 'espace suivant la droite qui, passant
par chacune d’elles, se confondrait avec 'axe du cylindre, si elles
lui étaient inscrites , quelque différence qu’il y ait dailleurs entre
ces- mémes surfaces, leur mouvement engendrera également ce cys
lindre auquel chacune d’elles est inscriptible.

Si l'on exigeait simplement que l’équation F(« , ¥» z)=o fit
celle d’une limite du corps enveloppant I'espace occupé par toutes
des surfaces cherchées, sans les toucher toutes, et conse’quemnﬁent
sans en éire une enveloppe proprement dite , on parviendrait bien
simplement au but en choisissant I'équation commune & toutes ces
surfaces de la forme

F(x, y, z)+t""=o .

On voit, en effet, sur-le-champ , que cette équation satisfait i la
condition demandée. Nous prenons l’exposant de ¢ pair , parce
qu autrement I'équation appartxendralt 4 tous les points de l’espace.

~ Ainsi, par exemple, l’equatxon d’un corps sphérique , rapporté
a des axes rectangulaires qui passent par son centre , pourra étre
chome de 'la forme

a"+y’+z’—r’+z'=o 3

équation qu'il est d’ailleurs facile d'interpréter & prior: ; car, mise
sous la forme

z’+y’+z’ =R’——t’ s

on voit qu'elle appartient i une suite d’enveloppes sphériques con-
centriques ayant des rayons croissant, sans interruption, de oa r;
d’ont il suit qu’elle sera satisfaite par tous les points et par les seuls
points de I'intérieur d'une sphére ayant son centre & l'origine et son.
rayon égal & 7.



DES EQUATIONS A PLUSIEURS VARIABLES. 179

Si, au lien d’avoir ajouté r* , nous l'eussions retranché , I'équa-
tion aurait appartenu & une suite d’enveloppes sphériques concen-
triques ayant leurs rayons croissant , sans interruption , de r 4 l'infiui ;
d'ott il suit qu'elle aurait été satisfaite par tous les points et par les seuls
points de l’espace extérieurs & une sphére ayant son centre & l'ori-
gine et son rayon égal a r (*).

Lorsqu’on peut connaitre directement l'enveloppe et les lois de
sa génération , on peut facilement en déduire I’équation du corps
enveloppé , mais souvent sous une forme plus compliquée. Si, par
exemple , une sphére d’un rayon égal & r fait une révolution autour
de l'une quelconque de ses tangentes , elle engendrera une surface
annulaire qui, faisant & son tour une révolution autour d’nne per-
pendiculaire quelconque , menée & cette tangente par son point de
contact, donnera naissance & une nouvelle sphére d’un rayon égal
A o2r; et voici la maniére la plus simple d’obtenir I'équation du
corps terminé par celleci.

On considérera pour cela que notre surface sphérique est l'en-
veloppe de la portion de l'espace occupée par toutes les sphéres
d’un rayon égal A r qui passeraient constamment par son centre. Pfe-,
nant donc ce centre pour origine , et désignant par £, z, ¢ les
coordonnées variables du centre de la sphére mobile , I'équation
du corps dont il s’agit scra

(=2 +(y—u)*+(z—v)*=r* 5

mais ¢, z, ¢ ne seront point indépendantes et devront étre assu-
jetties & la condition

(* Tout ccci rentre exactement dans le contenu de la précédente note ,
car la double équation F(z, y, z)zzt2m=o dans laquelle ¢ est une quan-
tité réelle indéterminée , équivaut évidemment a la double indgalité

F(_x, 7 :)§o. ‘
J. D. G.
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Pdwter=r ,
ce qui réduira d’abord notre équation 4
ozt —2(trtuy-trz)=o0 .

Tirant ensuite de 'équation de condition la valeur de ¢ pour h
substituer dans celle-ci , elle deviendra

=yt —a(txtuy) =22y rimtius
puis, en chassant le radical , -
2t (2 byt —2tz—2u y+zt’+2u’—2r’)z"“+(xf+y‘-2fx—2lty)’ =03
équation équifrglénte 4 Véquation
by b

bien quelle soit beaucoup plus compliquée (*).
Par des considérations analogues , on parviendrait a former I'équa-
'tion des corps terminés par deux ou un plus grand nombre de

(*) Cette différence parait tenir & ce que l'une des équatiens exprimne
chacun des points du corps une infinité de fois , tandis que Vautre ne
Yexprime qu’une fois seulement, 1l est évident en effet que , dans le pre-
mier mode de génédration, il peut passer par un méme point une infinité
de sphéres de la série , tandis que, dans le second, il n'en peut passer
qwune seule par ce point. ‘ ‘

J. D. G.
surfaces
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surfaces dont les équations seraient données; il suffirait pour cela
de faire coexister les équations des corps auxquels appartiendraient
ces diverses surfaces. Ainsi, généralement parlant, un corps sera
exprimé par autant d’équations qu’il y aura de surfaces indépen-
dantes qui lui serviront de bornes. Cependant si la nature de ces
surfaces est telle qu’elles puissent toutes résulter d’un méme mode
de génération , le corps sera exprimé par une équation unique.

Si, par exemple, il s’agit d’'une sphére creuse dout les surfaces

intérieure et extérieure soient concentriques et données par les deux
équations

sy dr=let,  aytei=4a

on remarquera que ces deux surfaces sont les enveloppes de les-
pace occupé par une infinité de sphéres égales d'un rayon z—a’,
dont les centres seraient sur une sphére ayant pour équation

z -y et = (ata)? .

En désignant donc par 7, z, ¢ les coordonnées variables des centres
de ces sphéres, Iéquation unique du corps dont il s’agit serait

(b (y =ty ()= (2

équation dans laquelle les trois paramétres 7,z , ¢ seraient lids
entre eux par la condition

w4 = (atu/)t .

Cette condition réduirait d’abord I'équation &

Tom., XIV, 12
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&byt gt (1o uy o o2)+faal=0 ;
‘€t ensuite , par Idimination de » ,
{ 2y ezt —2(trtuy) +4aa’ P42 (P dut) —(ata)i=0 . (*)

On peut aussi considérer ce méme corps comme composé d’une
suite de sphéres concentriques dont les rayons croissent d’'une ma-
niére continue de 4/ & ¢ ; son équation sera alors simplement

z*yrtz e (t—0) (t=a’)=0 ,
‘qui ne renferme plus qu'un seul paramétre variable.
§ IV.
On voit, par tout cé qui i)récéde , qu'une €équation
Flx,y,z,t,u,y ,.?...):o ,

‘renfermant n-paramétres variables , appartient en général & un corps
solide , terminé par une surface dont I'équation peut étre déduite

(*) Il a déja été remarqué que , sans le secours d'aucun paramétre ,
cette sphére creuse peut étre exprimée par sa seule inégalilé

(x2+y2+z-2—4a2)(xl+y2+zz—4a/3)<0 )
J. D, G,
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de celle-1a ; et qu’a l'inverse , cette derniére équation étant donnée,
on peut toujours en conclure I'équation da corps limité par la sur-
face & laquelle elle appartient , avec cette seule différence que , tandis
que le premier probléme est déterminé , l'autre au contraire est
susceptible d’'une infinité de solutions , et peut toujours, en par-
ticulier , étre résolu par une équation ne renfermant qu’un seul
paramétre variable.

Il suit donc de 13 qu'une équation qui renferme » paramétres
variables peut étre remplacée par une équation équivalente n’en
renfermant qu’un seul. Mais, pour exécuter cette transformation,
il n’est pas nécessaire de remonter jusqu’a I’équation de la derniére
enveloppe , pour en conclure ensuite celle du corps enveloppé; car
le corps engendré par la surface primitive en vertu de lexistence de »
paramétres 'est aussi par la premiére enveloppe , en vertu de U'existence
des n—1 paramétres restans , ou par la seconde , en vertu de
Uexistence des n—2 parametres qui suivent les deux premiers , et
ainsi de suite , et par conséquent par I'avant-derniére enveloppe , en
vertu de Dexistence du dernier paramétre ; d’ou il suit que I'équa—
tion de la surface primitive est équivalente & toutes celles qui. la
suivent , excepté la derniére.

Si quelques—unes des équations différentielles successives tombaient
dans les cas d’exception que nous avons discutés ci-dessus (§. II),
le résultat de I'élimination donnerait une surface limite qui ne serait
pas proprement une enveloppe ; mais tout ce qui précéde serait
encore applicable & ce cas ; car la détermination des surfaces limites

est assujettie aux mémes procédés que la détermination des en-
veloppes.

§. v.
Tout ce que nous avons dit jusqu’ici de la géométrie de Tespace

et des déquations entre trois coordonnées et un nombre quelconque
de paramctres variables, peut étre appliqué , sans aucune restric-
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tiou & la géoméuie plane et aux équations entre deux coordonnées
et un nombre quelconque de paramétres variables ; c’est-A-dire que
de telles ¢quations expriment toujours , quel que soit d’ailleurs le
nombre des parameétres , une portion limitée finie ou infinie du plan
des coordonnées ; et que l'on peut toujours soit descendre de ces
équations & celles des courbes qui terminent les surfaces planes
qu’elles expriment , soit remonter de celles-ci aux premiéres ;
mais tandis que le premier de ces deux problémes est déterminé,
Pantre , an contraire , est susceptible d’uue infinité de solutions.

.-Ainsi , pour n’en donner qu'un exemple simple, I'équation

iy (=a) =) =0

étant satisfaite par tous les points et par les seuls points de lUin-
térieur d’une couronne circulaire qui ayant son centre & lorigine
a ses rayons intérieurs et extérieurs égaux i @’ et @, on peut dire ,
en ce sens, que cette équation exprime la surface de cette cou~
ronne (*).

On voit par 1 que, si dans I'équation

(*) La surface de cette méme couronne peut aussi étre trés-simplement
exprimée , sans le secours d'aucun paramétre par linégalité

(xa+yz...a:) (xz_!_yz._a/z) <0 “

On peut faire plus encore et on peut, par le systéme d'une équation
et d’'une inégalité, exprimer une portion limitée , finie ou infinie , d’une
surface courbe. Ainsi , par exemple, le systéme.

xityrf-z2=r? , ztyrlar,

exprime évidemment la surface d’une calotte sphérique qui, ayant som
centre & Dorigine et son rayon égal & r, aura son poéle sur laxe des

et le rajon de sa hase égal & g
’ J. D, G,
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Flz,y,z)=o0,

d’une surface courbe, au lieu de considérer z comme une troisiéme
coordonnée , on veut le considérer comme un paramétre variable,
cette équation exprimera tous les points et les seuls points de la
projection , firie ou infinie , de la surface courbe sur le plan
des xy. L

Et ce que nous disons ici de la géoméurie & deux dimensions eg
des équations entre deux coordonndes et un nombre quelconque de
paramétres variables , peut encore étre appliqué & la géométrie &
une dimension et aux équations entre une seule ordonnée et tant
de paramétres variables quon voudra ; c'est-d-dire que de telles
équations expriment toujours , quel que soit d’ailleurs le nombre
des paramétres, une portion limitée , finie ou infinie , de la droite
indéfinie sur laguelle se comptent les ordonnées ; et qu’on peut
toujours soit descendre de ces équations A celles des points qui
terminent les portions de droites qu’elles expriment, soit remonter
de celles-ci aux premiéres ; mais , dans ce dernier cas , le probléme
est indéterminé,

Ainsi, par exemple , I'équation

(x—a)(x—a’)4-1* =0,

étant satisfaite par tous les points et par les seuls points de I'axe
des  compris entre les limites x=a et x=a’; on peut dire que
cette equatmn exprime toute la portlon de cet axe comprlse entre

ces mémes limites *)-

(*) On peut exprimer cette portion de Iaxe , sans le secours d’auvcun
paramétre variable , par la simple inégalité
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On voit par la que si, dans I'équation
"Fx,y)=o0,

d’une courbe plane , au lieu de considérer y comme un ordonnée ,
on la considére comme un paramétre variable , cette équation ex—
primera tous les points et les seuls points de la projection , finie
ou infinie , de la courbe sur l'axe des .

§ VL

On voit donc, en résumé, que toute equatlon , entre un nombre
quelconque de variables , a toujours une signification géométrique,,
et peut mdlsunctement étre considérée comme exprimant ou un
corps terminé par une surface courbe , ou une surface plane

terminée par une ligne courbe , ou enfin une ligne droite

comprise enire des points donnés ; et c'est tout ce que nous

(emma) () <o

On peut fiire plus encore et on peut, par le systtme d'une équation
et d'une inégalité, exprimer une portion limitée, finie ou infinie , d'une’
caurbe plane, Ainsi, par exemple , le systéme.

x2+72=r2 N x2<a3 )

exprime un arc de cercle dont le centre est & Torigine et le rayon égal

a r, ayant son milieu sur Page des ¥ et sa corde paralltle & l'axe des x
et égale a 2a,

J. D. &€,
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avons en vue d’établir dans lessai que l'on vient de lire (*).

(" Nous croyons devoir saisir cette ‘occasion d’indiquer un autre usage
trés-important des paramétres variables , dans les équations entre des coor-
donuées , et qui serait d’une merveilleuse utilité dans les recherches physico-
mathématiques. )

Jusqu'ici la géométrie a fait abstraction de toutes les propriétés physiques
de l'étendue et n'a considéré les points qui la compose comme ne différant
les uns des autres que par leur situation seulement; mais il est clair que,
si l'on a une déquation de la forme

Fle,y,z, )=o0,

dans laquelle £ est un paramétre variable, cette équation peut étre consi-
dérée comme exprimant un milien hétérogéne , et £ comme exprimant
Pintensité d’ane propriété physique de ce milieu en chacun de ses points
(x,y, z), propriété qui pourra étre indistinctement sa densité, son état
hygrométrique , sa température , son pouvoir refringent, sa tension élec-
trique , etc., suivant la nature des questions qu'on aura a traiter,

Nous savons trés-bien que souvent les géométres ont fait usage de sem-
blables équations , mais seulement dans des cas particuliers ; tandis que,
quelle que puisse étre la cause d’hétérogénéité d'un milieu donné, ce milieu ,
en sa seule qualité de milieu hétérogéne doit avoir des propriétés géné~
rales qu’il serait intéressant de découvrir une fois pour toutes , et de réduire
en formules,

Certes , avant l'invention de la géométrie analitique, les géométres avaient
souvent déterminé les : plans tangens, les normales , les surfaces oscula-
trices, ete., des surfaces individuelles qu'ils avaient 4 considérer ; mais
il leur fallait , 4 chaque nouvelle recherche de ce genre, tirer leurs for-
mules de la considération des propriétés particuliéres des surfaces dont ils
s'occupaient , tandis qu'amjourd’hui, ils n’ont , pour parvenir au méme
but , que des substitutions a faire dans des formules construites & Pavance.

Ce que nous désirerions donc, parce que nous pensons qu'il en résulterait
une trés-grande simplification dans la recherche des propriétés physiques
des corps, ce serait qu’il existdt des traités de géométrie analitique de
Yétenduye hétérogéne , dans lesquels on esposerait toutes les propriétés gé-



