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280 QUESTIONS

QUESTIONS RESOLUES.

Démonstration du théoréme de géomeélirie élementaire
énonceé a la page 28 du présent yolume ;

Par M. Querrer , chef d'institution a St-Malo.

s Ty s gy s N M " R

PGUR rendre d’un abord plus facile la démonstration du théoréme
dont il s’agit, nous le convertirons en probléme , en nous proposant
la question suivante :

PROBLEME. Quel est le lieu des points du plan dun lrzangle
desquels abaissant des perpendiculaires sur les directions de ses
trois cOtés , laire du triangle formé par les droites qui joindront
deux a deux les pieds de ces trois perpendiculaires soit constante
et égale @ celle dun quarré donné ?

s

Solution. Soient S, S/, S/ les trois sommets du triangle donné ;
a, o/, ' les angles qui lenr répondent respectivement, et G , C/, C#
les e6tés respectivement opposés. Soit pris le sommet S/ pour origine
des coordonnées rectangulaires, auxquelles nous supposerons d’ailleurs
une direciion quelconque; et soient alors @, &, les coordonnées du
somrmet S, et ¢/, &/, celles du sommet $/; en prenant X, ¥ f)our

symboles des coordonnées courantes, les équations des trois cOtés
du triangle seromt, savoir :

Pour G b X—a'Y=0 ,
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Pour C/ bXe—ag Y=o,

Pour C/” (b= ) (Xwma)—(a—a')(¥—B) =0 .

Désignant ensuite respectivement par p, p’, p” les perpendicu-
laires abaissées sur les directions de ces c6tés d’un point quelconque
P du plan du triangle que pourtant, pour fixer les idées, nous
supposerons d’abord dans son intéricur, et donc nous supposerons
les coordonnées x et y, nous aurons

- b/x._aly blx_.alr
P=Vangen = — 5 2
,_ ay=bx _ ay~bx
r= \/az--i-b2 - c! ?

_ =t (xmma)=(a=a)ly—=b) _ (b=—b)x==(a==a')y--(ab/—ba’)
T Vemay-tr o )

p//

En désignant donc par Q, Q/, Q7 les pieds de ces perpendicu-
laires, se rappelant que l'aire d’un triangle est la moitié du pro-
duit de deux de ses cotés et du sinus de l'angle compris, et re-
marquant en outre

ob/—ba'

Sin.(p/, p/)=Sina= —

o ?

ab/==ba’

cct .

Sin.(p, p/!) =Sin.a/=

ab'—ba'

e ?

Sin(p, p/)=Sina/=

on trouvera
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Triang. Q’PQ”—-zczc,,c,,z (a/*}b*)(ay-bx){ (6~ z/)x-(a.a/)er(a&/—baf)},
Triang Q/PQ= T2 (b (Bw-aly Y(b-b)e~(a-aYy Y (abl-Da'}}
Triang. QPQ’ = ab—bar —— {(a—a/y+(b—-b')* }(ay-—bx)(b’x-—a{y}

2036/26”3

En prenant la somme de ces résultats, on obtiendra Laire dun
triangle QQ’Q” dont il s’agit , qu'on trouvera étre , en développant,
réduisant et ordonnant,

(ab —~ba")2 ¢

Triang QQQ/'= — g t(ab’-—ba’)x’-l-(ab’-—ba’)y’—(b’c"-bc’)x-—(ac’—a’c”)y}

Cette aire peut étre positive ou négative, suivant la situation du
point P ; mais son signe n’étant ici d’aucane considération , il suffira,
pour que ce point P résolve le probléme, que, prise en plzs ou
en moins , elle soit équivalente & un quarré donné %*; ou, ce qui

revient au méme , il suffira que , prise telle quelle est, elle soit’
égale & *4*, ce qui établira enre & et y la double équation

(a bl=—baly2 { (e b'—ba') x2-4 (ab’-—ba')y’- (b’c“—bc‘) x_(acz..alcl:)y}: 22 M2 k2=o :

équation commune & deux cercles concentriques.
En posant

bl —ber=2(ablmmbal)a , ac*—a’c*= 2(abl—ba’)B ,

d’Ol‘l %
b’clz_bci . ﬁ ac—qglc’2
- 2(ad’——ba’) ? - 2(ab'~—ba’) ?

cette équation deviendra
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(aﬁ/—-ﬁa’f(x’-l-y’——2014«”—26}”)i-’lc’c”c”%’=O y

et pourra ensuite étre mise sous cette forme

ol )z

(r—ay Hy—B) =B T g

équation commune & deux cercles concentriques dont le centre commun
a pour coordonnées « et 3. Mais il est connu, et il est d’ailleurs
facile de s’assurer que o« et {3 sont aussi les cocordonnées du centre
du cercle circonscrit au triangle proposé SS’S”; d’ou il suit qu’en
représentant par R le rayon de ce dernier cercle, on doit avoir
a*4-f*=R* D'un autre coté , en représentant par 7" l'aire de ce

méme triangle, on a

eclet! ecle”
ab/—ba'=2T , R= 4T = 2(ab;—110’) ?
d'ott
2phegls
Z;Zc/__f.'z%—/)a =8A* ,
et

oe3c/2c!a 4R*
(@ab/—ba)3 — T

e

ge qui donnera, en substituant

— 4R2k>
(z—a)*+(y—PL)* =R -—-T—=B‘ .

En désignant donc par 7 et 7/ les rayons des deux cercles dont les
circonférences résolvent le probléme proposé, on aura

Dl T4k
r=R. r'*=R> _;4 H

d’ol
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r*4ri*=2R*,
et

T T
2 3 ot 1) T e /’—-— 2 '
P= o (Rrmr’) = (=R

Remarquons présentement que

T==<c/c/Sina= l(c//cSin.oc' =L cc/Sine 5
~d’ott
Ti= Lo 3Sin.xSin.a/Sin.o”/
on a dailleurs
4T R = ¢ c*c/c/?
donc en divisant
BT + Sin.aSin.o/Sin.a/” 3
et par suite

k*= L (I*—~r*)Sin.aSin.o/Sin.o/ = 4 (r/*~—R*)Sin.oSin.o/Sin.a” .
De plus, si I'on représente par #z la corde du cercle dont le rayon
est I , tangente & celui dont le rayon est r , et par # la corde
du cercle dont le rayon est r/, tangente & celui dont le rayom
est B, on aura

Bz___“ra= i_l: ) r"—-Ii”:%t/’ :

donc finalement -

. Sin.e Sin.#/ Sin.a” Sin.e Sin.x’ Sin.a
=z, : . =g, T,

2 2 2 2 2 2

De tout cela résulte le théoréme suivant :

THEOREME.
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THEOREME. Si deux cercles oncentrigues au cercle circonscrit
& un triangle , lun intérieur et lautre extérieur & celui-la , sont
tels que la tangenie @ [lintérieur terminée de part et dautre cv
circonscrit soit égale & la tangente au circonscrit terminée de part
et dautre & lextérieur; de quelgue point de la circonférence de
lun ou de lautre de ces deux cercles quon abaisse des perpen—
diculaires sur les directions des trois cdtés du triangle, le iriangle
qui aura ses sommets aux picds de ces trois perpendiculaires aura
toujours la méme surface , laquelle sera égale au quarré de la
tangente dont il vient d'étre question multiplié par les moitiés des
sinus des angles du triangle proposé.

Quelque grand que soit d'ailleurs le rayon d'un sercle concen~
trigue au cercle circonscrit & un triangle donné ; de quelque point
de la circonférence du premier de ces deux cercles qu'on abaisse
des perpendiculaires sur les directions des trois cétés de ce triangle,
le triangle qui aura ses sommets aux pieds de ces perpendiculaires
aura toujours une aire constante , et dautant plus grande que le
rayon de ce cercle aura été pris plus grand; mais si ce rayon
est plus grand que la disgonale du quarré construit sur le rayon
du cercle circonscrit, il n’y aura plus de cercle intérieur qui puisse
donner naissance & un triangle de pareille surface.

En particulier , de quelque point de la circonférence du cercle
circonscrit a un triangle qu'on abaisse des perpendiculaires sur les
directions dec ses trois coiés , le triangle dont les sommets seront
les pieds de ces perpendiculaires aura une aire nulle , C'est-a-dire
que ces trots points seront en ligne droite (*).

(*) Cette derniére partie du théoréme avait déja été démontrée , tom 1V,
pag. 251,

Tom. XIV. 38



