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DIAMLTRES CONJUGUES, 157

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Recherches sur le nombre, la grandeur et la siluation
des systémes de diamétres conjugués égaux , dans

Uellipsoide ;
Par M. GERGONNE.

lada Y i Yo i Vo S

ON sait que, parmi les systémes de diamétres conjugués, en nombre
infini, que peut fournir une méme ellipse, il en estun, et unseul ot ces
deux diametres sont égaux , et que ces deux-la sont dirigés suivant les
diagonales du rectangle formé par les tangentes aux quatre sommets de
la courbe, Mais personne ne s’est jamais demandé, dn moins que je
sache, s1, dans lellipsoide , il y avait un ou plasieurs systémes de dia-
metres conjugués égaux, ni quelle était leur situation par rapport
3 cette surface; c'est cetie question que nous nous proposons de
traiter ici; mais, afin de trouver dans l'analogie un modéele dela
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maniére de procéder, mous nous occuperons d’abord de Dellipse ,
et afin d’élargir un peu la question, nousy comprendrons la théorie
des diamétres conjugués en général.

Soient 22 , 2 les deux diamé&tres principaux dune ellipse ;
prenons-les pour axes des coordonnées , et adoptons X, ¥ pour
symboles des coordonnées courantes; I'équation de la courbe sera ainsi

(3)+(F )=

Soient (2, ), (#/, y/) deux points de la courbe , dont les

p

distances 4 son centre soient respectivement @/, 4/ ; nous aurcns
x \5
+ ( } =1, (1) z -ty *=a, 3)

( EY+(F )=, @ =, @

De plus, en désignant par 5 l'angle des deux demi-diamétres
’, ¥ , nous aurons

/. !
pl e (5) Cos.y=

Tl = ®

Sin.y =
a’b!

Si Ton veut que 24/, 20/ soient des diamétres conjugués, il
sera nécessaire et suflisant pour cela que le diameétre paralléle a
la tangente en (#, y) contienne (a/, y/) ; or , l'équation de ce
diamétre est

puis donc que cette équation doit étre satisfaite par (2/, y/),
on aura
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%if’.}.%l_—:o; oun (;) (%)"F(%) (%’);‘—0- o))

Or, par la théorie de la transformation des coordonnées , il est
connu que trois relations telles que (1,2 ,7 ) peuvent étre rem-
placées par les, trois suivantes : '

(£)+(2) =0 "

ey, EHEOE=

b b )
lesquelles reviennent A

2 at=a® , (8)

xy+a'y'=o . (10)
yryr=0, (9)
Cela posé, en prenant la somme des équations (8,g) et ayant
égard aux équations (3, 4), il vient

a’*+br=a’+b" ;

Et, si du produit des équations (8, 9) on retranche le quarré de
I'équation (10), on trouvera, en ayant égard a l'équation (5) ct
extrayant la racine quarrée

a'b/Siny=ab ;

ce sont les relations connues entre les diamétres principaux et deux
diameétres conjugués quelconques ; et cest la , a ce quil nous
parait , la maniere la plus simple de les obtenir.

Si, connaissant les coordonnées z , ¥y de l'extrémité d’un dia-

métre, on voulait obtenir celles 2/, y/ de l'extrémité de son con-
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jugué , on y parviendrait au moyen des déquations (8, 9), qui
donnent

d=yEmE,  y=yTE

quantités faciles & construire.
Si 'on veut que les diamétres conjugués soient égaux , il faudra

écrire

x:__‘__y: — x/z_*_y/a ’

mettant pour 2/, 4/* dans ectte équation les valeurs données par
les équations (8, g), elle deviendra

c’est le quarré de la mo'tié de I'un de ces diamétres. En combinant

cette équation avec I'¢quation (1), on en tirera
z=Tay s, y=Xbv"2;

de sorte que I'dquation du diamétre qui , en général, est

y=2%Lx,
x
deviendra
b
Y="+—X;
a

équation que Pon reconnait facilement pour étre celle de I'une ou
de lautre des deux diagonales du rectangle formé par les tangentes
aux quatre sommets de la courbe.

En mettant pour z, y, dans I'équation (7) , les valeirs que

. T b ,,

nous venons de trouver; on en tire 2 =_4 - de sorte quele—
9 = x, a )

quation du conjugué de notre diametre qui serait , en général ,

Y=
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devient, dans le cas actuel ,

b
Y=F+—X;
a

ainsi, les diameétres dirigés suivant les deux diagonales du rectangle
dont 1l vient d'étre question , sont & la fois conjuguds l'un 3
Fautre et égaux entre eux; et ce sont les seuls qui jouissent de

cette double propriété.

Soient 24 , 25, 2¢ les trois diamétres principaux d’une ellipsoide;
prenons-les pour axes des coordonnées, et adoptons X, ¥, Z pour
symboles des coordonnées courantes; l’équation de la surface sera

(BY(3y+ ()

Soient (#, ¥, z), («/, ¥/, 2/), (2, 9", 2/) trois points de cette
surface , dont les distances respectives] au centre de Iellipsoide
soient 2/, &/, ¢’; nous auronms

ainsi

(_Z') (% +( )“‘» (1) =y 4z *=a”, (4)
(x,> (y’)_}_( ) =1, (2) x/z+y'e/2+%ﬁ==5/m , (5)

De plus, en désignant par «, g, %, les angles que forment deux
4 deux les demi-diamétres @/, 4/, ¢/, nous aurons
Tom, XIiI. 22
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Sin,e= V Gly—=ay )2+(7’zl’)/;y”z’) +(z y,//«-~//x/)z o)
Sin.g= V &y —xy ”)2+(Y”c”;/—3'5”)2+(z"x—-b o @)
Sing = \/(17"—x’y)2+(y:,f;,—)-'z)z-i—(zxf...z/x)z , (0

Cos.a= ___.x’x"‘*"ﬁb‘ ’;: : o kad , (10)

Cos.p= -—-———————x/,x-*‘i g +ere , (11)

Cos.y= mxx’-i—;r’zz’ . (xz)

Si l'on veut que 24/, 20/, 2¢/ forment un systétme de diamétres
conjuguds , il sera nécessaire et soffisant pour cela que le plan
diamétral paralltle au plan tangent en chacun- des trois points
(#,y,2), (=/,y',2), (#" , y"”, z/) contienne les deux autres
points ; or, les équations des trois plans diamétraux sont

EXBEEE o
(xl)(x"> ( )(y")+( )(i’f. =1, (14)
()= o

Si donc l'on se donne arbitrairement, sur Pellipsoide, le point
(#,y,z), Vonn'aura, pour déterminer les six coordonnées z/, 4/,
z/y a2, v/, '/ des deux autres que les cinq équations (2, 3, 13, 14,15);
d’ol I'on voit que , tandis qu’a chaque diamétre de T'ellipse , il en ré-
pond un autre qui lui est conjugué, il arrive , au contraire,, qu'a chzque
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diamdtre de ellipsoide peuvent répondre , d’une infinité de maniéres,
_ deux autres diamétres qui lui soient conjugués; attendu que ces derniers
sont uniquement assujettis & étre deux diametres conjugués
quelconques de la section faite par le centre parallélement au plan
tangent a l'extrémité du diamétre donné,

Cela posé, il est connu, par la théorie de la transformation des
coordonnées , que les six relations (r, 2, 3, 13, 14, 15) peu-
vent étre remplacées par les suivantes :

(Z)+(E)+(%)=x.
(EHEEHEI(2) =
G+ ()=
(E)+HD)EH(EUE )=,
(E)+(2)+(2)=.
()G

c’est-3-dire , en simplifiant,

x3+x/3+x//l=a3 , (16) yz+y/z/+,y//z//=0«

~a

(r9)
yyiryr=p (17) zx-zlzitzzl =0 ;  (20)

PR R R S/ T (18) zy-talyFalyli=o (21)
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Or, 1.° en prenant la somme des équations (16, 17, 18) , et
ayant égard aux équations (4, 5, 6), on aura

R e

2.° En prenant la somme des produits de ces mémes équations
deux A deux , et retranchant de cette somme la somme des quarrés
des équations (1q, 20, =21), il viendra, en ayant égard aux équa-

tions (4, 5,6, 7,8, 0),
b”a”Sin.’u+c"a/’8‘m.’§+al’5”S;°m.’y=5‘c’+c’a’+a‘[2’ ;

3.° Si, enfin, du produit des équations (16, 17, 18), on retranche
le produit des équations (19, 20, 21), en ayant égard aux équa=-
tions (4,5,6,10, 11, 12), il viendra_

(1=Cos.?a—Cos.?8—Cos.*y-}2C0s.4Cos.Cos.y)a"*b*c*=a*b*c* .

Ce sont 13 les trois relations entre les diamétres principaux’ de
Vellipsoide et trois autres diamétres conjugués quelconques, telles
qu’elles ont €té données par M. Dérard , dans le présent recueil
(tom. IIT, pag. 113 ).

Si lon veut présentement que les trois diamétres soient de méme
longueur, il faudra poser en outre la double équation

x’+y’+z’:x"‘ﬂ-y”ﬂ-g”zx’”—}-y”’-l—z”’ ; (32)

qui, jointe aux six précédentes ,ne portera leur nombre total qu'y
huit seulement, nombre insuffisant pour déterminer les neuf coor-
données x , y, z, &/, ¥/, 7, 2/, ¥, 2/7; de sorte qu'en éli-
minant les six derni¢res, on parviendra aux deux équations en z,
¥, z d'une ligne courbe sur laquelle devra se trouver le point

(#,y, 2), pour que le diamétre , passant par ce point, puisse
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faire partie d'un systtme de diameétres conjugués égaux. Ainsi,
tandis que le probléme de la recherche des dnanutres conjuguds
égaux est déterminé pour lellipse, ce probleme est mdetermme pour
I'ellipsoide. ’

Rien n’est plus facile que d’obtenir les deux équations de Ia
courbe dont il vient d’étre question. D’abord, le point (z, y, z)
étant sur l'ellipsoide , on peut prendre pour l'une delles Péquation
(1), cest-a-dire,

En second lieu, si I'on prend la somme des équations (16, 17, 18),

en ayant égard a la double équation (22), on aura pour la deuxiéme
équation cherchée

x’+_y’+z3= g:f!;:ﬂ ;

c’est celle-d’unc sphire concentrique a l’elhpqmde et dont l'inter-
section avec elle sera le lieu de tous les points de cette surface
ou l'on peut placer lextrémité d’'un diamétre pour que ce diamétre
puisse faire partie d’un sysi¢tme de diamétres conjugués égaux. Il
y a donc cette analogie entre I'ellipse et I'ellipsoide que tandis que
dans lellipse, les e;\tremnés des diamétres comjugués égaux sont
aux intersections de la courbe avec un cercle qui lui est concen-
trique , les extrémités des diamétres con;uﬂués égaux dans Pellip-
soide se trouvent 3 l’mtgr;)egmog de ceite surface avec celle d'une
sphére qui lui est concentrique. On voit par 1a que, bien qu'il
y ait dans Dellipsoide, quant &la direction, une infinité de sys-
témes de diamétres conjugués égaux , les diamétres , dans tous
ces systémes, ont néanmoins une méme longueur coustante.

On voit que le lieu géométrique de la totalité des diamétres qui
appanienngnt aux systtmes de diamétres _cpnqup,és’ég);\qgg est une
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surface conique qui a son centre au centre de Iellipsoide. 1L est
trés-aisé dailleurs d’obtenir I'équation de cette surface. Soient,
en effet,

les deux équations d’une droite quelconque partant du centre, en
la combinant d’une part avec celle de lellipsoide et d’une autre
avec celle de la sphére, pour en éliminer # et y, il viendra

1 M3 N>
ST 4 )
arfbacr

(x4-M24-N2)z2= 3

.

Pour que cette droite soit la génératrice de la surface conique
dans 'une de ses positions, il faut que ces deux équations donnent
une méme valeur pour z ; éliminant donc z entre elles, on obtiendra
pour la condition cherchée

1 /L Nz
(M AN = (@) (5 e

en y mettant donc pour M et N leurs valeurs [= , L , il viem-
z z
dra pour l’équation de la surface conique dont il s'agit

xz.{,_yz..*_z: =2 2 z2
= 5
@ b2z az b2 €2

Si donc on trace arbitrairement une droite sur cetfe svrface et
que , par le centre , on méane un plan paralléle au plan tangent
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au point oit elle rencontre la surface de l’ellipsoide, ce plan cou-
pera la surface conique suivant deux droites qui , avec la pre-
miére , composeront un systetme de diamétres conjuguéds égaux.

Cette équation est évidemment satisfaite en posant

g="ta , y==1b, z="tc,

de qnuelque manitre d'ailleurs que l'on combine les signes <~ ou —
devant ces valeurs; donc la surlace conique dont il s’agit passe
par les huit sommets du parallélipipéde rectangle formé par les
plans tangens aux extrémités des diamétres principaux de I'ellipsoide.
Ainsi , de méme que, dans Dellipse, les diagonales du réctangle
construit sur les axes sont des diametres conjugués égaux, les dia-
gonales du parallélipipéde construit sur les axes de Iellipsoide en
sont aussi, quant a leur direction , des diamétres conjugués égaux ;
mais , tandis que Jes deux diagonales sont conjugudes 'une i Vautre
dans Pellipse , chacune des quatre diagonales, dans l'ellipsoide , a
ses deux conjuguées étrangéres aux trois autres.




