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SECTIONS CONIQUES. 113

GEOMETRIE ELEMENTAIRE,

Sur la nature des courbes quon obtient en coupant
un cone par un plan;

Par M. GERGONNE,

ke Vo Vb VB Vo Vo Vi 2

iL n’est point sans intérét de savoir que , de quelque mamere
qu'on coupe un céne droit ou oblique par un plan, on ne peut
jamais obtenir que l'une des trois courbes connues sous la déno-
mination de Jignes du second ordre. C'est, par exemple , par suite
de ce principe que la perspective d’un cercle sur un plan situé
d’une maniére quelconque par rapport & ce cercle est .constamment
une de ces courbes, quelle que soit d'ailleurs la situation de ceil
par rapport au tableau ; et on pourrait en déduire beaucoup d’au-
tres conséquences remarquables. '

Cependaﬁt la. démonstration que I'on donne de ce principe dans
les traitds ¢élémentaires n'est relative qu’au seul cone droit. A la
vérité,, on pourrait facilement l'étendre au céne oblique ; mais dans
le cas seulement ou le plan coupant serait perpendiculaire a celui
qui, passant par le sommet et par le centre de la base du céne,
serait perpendiculaire au plan de cette base. Il serait donc d{:montre
alors qu'on péut obtenir toutes ces courbes en coupant un cone
oblique par_un plan; mais non pas quon pe saurait en obtenir
d’autres. '

Cette négligence serait excusable , si l'on ne pouvait étendre
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an céne oblique , coupé d'une maniére quelconque , la démo_ns—
tration que l'on donne pour le céne droit ; mais la vérité cst que
la démonstration n'est ni T}us longue ni p]us difficile pour l'un
que pour l'autre. Celle qu'on ,ja voir m’a été communiquée, il y
-a .déja plusieurs années , par M. Vecten , alors professeur de mathé-
mahques spéciales au lycée de Nismes,

* Soit § le sommet d’'un céne , droit ou oblnque (fg.2,3,4),
coupé d'une maniére quelconque par un plan donnant une section
MAN. Par I'un quelconque M -des points de cette section , soit
<conduit un plan paralléle 3 la base , la section MGNH sera un
-cercle , coupé par la section oblique & la base suivant une -corde
MN. Par le milieu P de cette corde , menons au cercle un dia-
metre GH, qui loi sera perpendiculaire. Par le sommet.S et par
ce diamétre, soit conduit un plan qui coupera le cOne suivant les
droites SG, SH, et la section oblique suivant AP. Il pourra arriver
(fig. a) que AP prolongée rencontre SH en un point B situé du
‘méme c6té du somrmet S que le point A ; ou que ce point B
(fig. 3) soit situé .de lautre c6té du sommet par rapport au point
A, ou enfin (fig. 4) que AP soit parallele & SH. Dans ces trois
cas, on aura également, par la propriété du cercle,

PM:= PG.‘BH “

‘On aura donc (fig. 2, 3)

_PM* _ PG PH
PA.PE PA PB

‘mais , dans les triangles ‘'GPA , HPB, on peut, aux rapports des
¢6tés , substituer .ceux des sinus des angles opposés ; .on .aura
donc ainsi

m 2 Sm BAS Sin.ABS
PA. PB ~ SinHGS Sin,GHS i
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or, il est .aisé de vo'r que le second membre de cette équation
est. constant, quel que soit d’ailleurs la situation da point M sur
la courbe ; donc le premicr l'est.aussi, quel que soit ce point M;
donc il y a un rapport constant entre les quarrés des ordonnées
paralleles PM ct les produits des abscisses correspondantes PA et
PB tombant de différens cétés de l'ordonnée ( fig. 2 ) et du méma
c6té de cette ordonnée ( fig. 3) ; daonc cette courbe est une ellipse
(hig. 2) et une hyperbole (fig. 3); on voit de plus que AB en
est un diamétre , et gue PM est .parallele & la tangente a som
extrémité.

. On aura aussi ( fig.. 4)

e PG
- =TH. 55

ou , en substituant au rapport des cotés du triangle APG , le
rapport des sinus des angles opposés,

ke —P Sin.SAP .
AP H'Sin.s.cn ’

Or, le second membre de cette équation est constant , quel que
soit le point M sur la courbe ; donc le premier I'est aussi, quel
que soit ce point M ; il y a donc un rapport constant entre les quarrés
des ordonnées paralleles 2 PM et les abscisses.qui leur correspondent ;
la courhe est donc une parabole dont-AP .est un diamétre et dans

laquelle les ordonnées sont paralleles & la tangente. i I'extrémité de
ce diamétre.

Ces sortes de démonstrations ne sauraient au surplus avoir’ quelque
. prix qu’d raison de leur extréme simplicité ; elles sont d’ailleurs
les seules.qu’on puisse donner a.ceux 4 qui la géométrie analitique
A trois dimensions est ¢trangére ; mais cette géométrie en offre
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‘ une qui peut d'autant mieux ﬁ“urer dans un traité de geometne
analitique que du moins elle ne fajt pas alors bigarmre avec le
ton général de l'ouvrage, et offre au lecteur un sujet d’exercice
de plus,

Soient @, ¥, ¢ les coordonnées du sommet d’un cdéne a base
circulaire , rapporté a trois axes rectangulaires quelconques. Soient
%, B, 7 les coordonnées du centre de sa base, dont nous supposons
le plan donné par I'équation

A{x—a)4B(z—p)+C(z—v)=0 , (x)

dans laquelle il est permis. de supposer 4 , B, C liés par la
condition

A*+-B4-C=x . (2)

Si nous représentons par r le rayon de cette base , son périmétre -
sera donné par le systéme de I'équation (1) et de la suivante qui
est celle d’'une spheére ayant méme centre et méme rayon

(&) -y — ) (z—r) =1 3)

Cela posé, on pourra prendre pour les écuations d'cne droite
menée d’une manitre quelconque par le sommet du céne

PR e B

s
XY "7 “
X, Y, Z étant trois indétermindes qu'il est permis de supposern
lides par la relation.

X 4-Y4zi=1 . )

En, combinant entre elles les équations (1, 4), les valeurs quien
nésulteront pour &,y , z seront les coerdonnées du point od notre
l droite
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droite doit percer le plan de la base du céne, on trouvera ainsi,
pour ces coordonnées ,

A(a=—o)4-B@=g)4C(c==2)
AX4BY4CZ

x=a“-Xo 2

A(a=a)+B@E—p)=4C(c—7)
AX4BY4-CZ

y=06—Y.

?

r=e—Z A(a——=a)4-Bb==p)4C(c==)
- : AX+4BY4CZ ’

Si présentement on veut que la droite (4) soit surle céne, il
fandra que le point ol elle perce le plan de sa base soit un point
du périmétre de cetie base , et conséquemment un point de la
sphére (3); il faudra donc exprimer que les coordonnées de ce
point satisfont a V'équation de la sphére; or, des formules ci-dessus,
on tire
A(a—a2)+4-B(bemp)+-C(c—v)

AXABY4CZ

Loy = p, -, ¢} ]

A(a==a)fB(h==p)4-C(c==2)
AX4BY4CZ

yo=p=b—p—Y.

L4

g A=A BO—HC(—)
FyTlmy =L AXFBY4CZ 5

exprimant donc que la somme des quarrés de ces valeurs est égale
a4 r*, neus aurons

r*=(a—u) (o) +(c— ).

2 § A(a—)4-Blo—p)+Clc—7)}§ X(a—a)F- Y (b=p)4-Z (cmp) }
= AX+BYHCZ

Tom. XILI. 56
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s gy LAE—OHBE—RCe=n |2
(X427 CAXFEYICZ): :

En chassant le dénominateur et ayant égard & la relation (5),
cette équation devient

{(a=a) 4 (b—8)*+(c~») =1} (AX+-BY+CZ}
- 28 A(a-u)+B(b-6)+ Cle-y X a-u + Y (b-8)+Z (c-)}(AX+BY+CZ))
4§ 4ia—a)4-BO—8)+Clc—r)}*=0; €
elle exprime la relation qui doit exister éntre X, ¥, Z, d¢ja

liés par la condition (5), pour que la droite (4) soit sur le cone.
Des équations {4, 5), on tire

Xw=all w

X= ‘
V @—a)yF(y =b)y(z—c2 ’

Y= e SN
TV @—a) (b -z

G

Z= :
V (x=a)>~-(y—b)*4-(z—0)*

e

A@w—a)+B(y—b)+C(z—)

AXA-BY+CZ=
+51+ V o)k () (o) *

.X( =&)Y (b—E)Z(cmy) = (“"'”D(x—a)+(b—f3)$3'*b)+(v—y)(z--c)
) ( ) \ 7) y/(x—a)’—}-(y—-b)’-}-(z-—-c)z R
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substituant donc ces valeurs dans Iéquation (6), on aura, pour
- I’équation de la surface convexe du cone-dont il sagit

(ammea) 2o ymmd) 2= (202
{Ad@=a)4-B(y—b)4-L(z—c)}?

(a—a)(x=a)4-(b=p) (y-—b)-!»(c—-y) (z=—c)
;A (am=a)FB(b—p)+C(c—2) } } d(x—a)+-B(y—b)+C(z=0c) }

(a—a)i (O—)ih (=g )1 =17 _ )
+ fA@— ) BO—B+Cle—P ™)

Or , puisque ce céne est quelconque par rapport aux plans eoor-
donnés , il s’ensuit que réciproquement les plans coordonnés sont
quelconques par rapport a lui; donc, en particulier, sa trace sur
le plan des zy est son intersection par un plan quelconque; or,
on obtient I'équation de cetie trace en faisant z=o0; donc la section
du cone par un pian quelconque est une ligne du second ordre,
puisque , par cette hypothése, on obtiendra une équation du second
degré en x et y. Il serait d'ailleurs facile de prouver que cette
¢quation pourra indistinctement exprimer une parabole , une ellipse
ou une hyperbole , et méme une section conique dont les dimen-
sions seraient données. ’




