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ANNALES
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Théorie €lémentaire deés contaets des cercles , des sphéres.,;
des. cylindres et des cdnes..

Par- M. J. B. DurranbpE professeuwdé mathématiques:
spéciales et de physique au collége royal de Cahors..

N a souvent reproché i la gébmétrié éléi{nentaii‘e , telle que Tons:
cultivée Euclide et Apollonius, chez les anciens, Viéte et Fermat,
chez les modernes , dene 'poﬂvoir s'élever a cette généralité qui coor—
donne entre elles et rattache & un principe commun toutes lés parties:
d’une méme théorie. On V'a jugé A peu prés incapable de- cette-
élégante et féconde simplicité qui’ accompagne si souvent les autress
méthodes; eton.I'a mise, en particulier, beaucoup au-dessous-de*
cette géométrie nouvelle que Pon doit au génic créateur de l'illustre:
Monge ; et qui a offert.d ses nombreux. disciplés un si vaste champ,
dé- belles découvertes: - o S
Tom. X1, m°1, &.9"}‘_1217[23? 1820,. - F &

Y



a THEORIE DES CONTACTS

“Mais', sans préténdre faire ici le procds & des méthodes: dont je°
me plais a reconnaitre toute la supériorité ; saps pre’tendre non plus
assimiler I'ancienne géométrie 4 cette autre geométrne qui , née des
méditations de notre Descartes , a regu de si grands développemens
entre les mains de Lagrange et de ce méme Monge , dont la des-
tinde semble avoir été d’associer son* nbm- & toutes les grandes
découvertes qui ont signalé la derniére moitié du XVIIL® siécle ;
je n’en demeure pas moins persuadé que la géométrie d’'Euclide,
maniée d’'une maniére convenable , peut, quelque bornge qu’elle
puisse paraitre, au premier abord , dans ses moyens d’'investigation ,-
aller aussi loin qW’aucune autre méthode quon tenterait de lui
substituer ; et qu'elle peut nofamment égaler la’ géométrie analitigue ,
par la généralité et l’elegance de ses resultats, et c’est principale-
ment 3 faire partager au lecteur ma conviction sur ce pomt que
je consacre lessai que P'on va lire. _

Je prendrai pour exemple deux problémes gni n’ont pas acquis
moins de célébrité par le rang éminent des géometres qui en ont
fait tour-a-four le sujet de leurs recherches ; que par le nombre et
la variété des procédés qui leur ont été suceessivement appliqués ;
mais qui néanmoins n’ont été que trés-récemment résolus , de
manitre 4 ne plus laisser d’espoir d'une solution plus heureuse,
par M. Gergonne, qui semble s'étre frayé, dans la géométrie ana-
litique , une route enticrement nouvelle (*). On sent assez que je
veux parler des preblémes o il s’agit de décrive un cercle qui en
touche trois autres sur un plan ou une sphire qui en touche
quatre autres dans l'espace. Apollonius avait traité le premier
de ces deux prel;lémes , dans un ouvrage qui ne nous est point
parvenu. Adrien Bomain , géomdtre Belge, tenta de réparer cette
perte ; mais il eut recours i des intersections de sections coniques,
tandis que le ?‘rob‘léme est de nature i étre résolu par les élé—

(*) Voyez les Mémoires de l'académie de Turin, pour 1814, ou les Annales
de Matlzématiques , tom. 1V, pag. 349, ek -tom. VII, -pag- 289,
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mens , comme en effet Viéte le fit peu aprés. La solution de
Viéte, qui consiste 2 ramener successivement le probléme 3 ung
suite d’autres plus simples n’est point extrémement compliqude ;
mais etle est fort longue et tout-3-fait dépourvue d’élégance, an
point qu'il n’est pas du tout facile d’en garder le souvenir. Fermat
résolut ensuite 'autre probléme; mais il y.a peu d’invention dans
sa solution , exactement calquée sur celle de Viecte, et con~
séque}nment sujette aux mémes reproches. Postérieurement, ces
mémes problémes ont été de nouveau attaqués par un grand nombre
de géomeétres, parmi lesquels je distinguerai seulement Descartes,
qui tenta le premier de les résoudre par lanalise algébrique , et
ne recueillit de cet essai que des formules excessivement .compli~
quées ; Newton, qui y est revenu 3 plusieurs reprises et par des
procédés divers, tant dans ses Principes que dans son Arithmétique
universelle ; et enfin les éleves les, plus distingués de Monge , qui
y ont appliqué les méthodes de leur maitre. Mais, indépendamment
de leur élégant laconisme qui permet d’en réduire Ulénoncé &
quclques mots , ce qui distingue éminemment les constructions de
M. Gergonne, ce quileur -assure une incontestable supériorité , c’est
que, tandis que jusqu’ici on wn’était généralement parvenu i résoudre
ces problémes qu’en les ramenant successivement a d’autres , de plus
en plus faciles ; ce qui, en définitif , rendait la construction totale
assez compliquée. M. Gergonne , au contraire , arrive directement
au but, et par des procédés qui., avec de trés-légéres modifications ,
se plient sans effort & la résolution de ces mémes problémes aux-
quels on avait coutume de ramener ceux-la. Il fait plus encore,
et résout , par les mémes procédés, le probleéme ou il s’agit de
décrire un cercle qui en touche trois autres sur une sphére ; pro-
bléme que , jusqu’a présent, personne n’avait méme songé a aborder.

Dans le dessein ou je suis de venger I'ancienne géométrie du
reproche d’impuissance dont ces mémes problémes. ont semblé offrir
un nouveau motif , je ne puis donc rien faire de plus convenable
que de lutter avec elle seule contre ce.que la géoméirie. analitique:
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offre peut-étre de plus dégant , et de montrer que Iﬁar de simpléi
comparaisons de triangles , on peut factlement étre condult A ces
‘mémes constructions auxquelles ML Gergonne est parvenu par une
voie tout-a-fait différente. ‘

Mais , comme les détails dans lesquels je vais entrer se Tient &
1a théorie des poles et polaires, a celle des centres axes et plans
de similitude , a celle des centres axes et plans radicaux; théories
qui n'ont guére é1é .démontrdes jusqu’ici que par les méthodes de
Monge ; je ‘commencerai par en ¢tablir les principaax points 3 Paide
de l'ancienne géométrie. Je ne ferai ainsi, au surplus, qu atteindre
plus complétement le but que j’ai en vue; puisque, tandis que,
dans les applications de ce genre , les consxderauons aedmtes de
la doctrine de Monge sont souvent inapplicables , on verra qu'au
contraire les démonstrations élémentaires , par lesquelles je me
propose de les remplacer, me refusent jamais le service, et s'ap-
pliquent sans distinetion & tous les cas. Je pense d'ailleurs ne point
faire une chose -tout-i-fait inutile ; en ‘mettant 3 la portée des
hommes méme qui n'ont- en'-gdomérie que. les riations les plu§
élémentaires , des théories dont chaque jour voit étendre les appli-
cations , et auxquelles leur extréme ‘fécondité mdritera sans doute
Lientét une place *dxstmguee dans tous les ouvrages destmes a l'en-
seignement des- prme\pes de cette belle science.

Un point pouvant’ étre-considérd indistinctement comme uh cercle
cu une sphére dont le rayon est nul ; une droite’ comme un cercle
dent le rayen est infini, ou comme un ‘céne dont Tangle géné-
rateur est nul,.ou, et enﬁn , comme un cylindre dont le rayon
est nul ; et un plan comme une. sphere ou un cylmdre dont le
rayon est infini , ou comme un céne dont langle générateur est
droit; il s'emsuit que tout ce que nous allons dire des cercles’; des
sphéreé , des cones et des cylindres est aussi applicable, avec des
modifications convenables , aux points, droites et plans ; mais , pour
atteindre plus rapidement notre but , et écarter des discussions
beaucoup plus longues que. difficiles , nous abandonnerons 4 'la saga=
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cité du lecteur I'examen de ces cas particuliers , sur lesque’lé, au
surplus,, nous pourrons revenir dans une autre occasion.

Par le méme motif , lorsque nous parlerons de plusieurs cercles.,
de plusieurs spheéres , de plusieurs cones ou de plusieurs cylindres ,
nous supposcrons qu’ils ne-sont ni égaux ni concentriques ; il sera aisé
de voir ensuite ce qui arriverait s’il en dtait autrement,

Enhin, il faudra toujours suppeser les objets"dans le -cas le plus
général ; c’est-d-dire, que les points dent nous parlerons ne seront
jamais ni au centre des cercles et des sphéres , ni sur l'axe des
cones ou -des cylindres, ni 4 la circonférence des cercles., ni - la
surface des sphéres, cylindres et cones ; et des suppositions ana=
logues devront avoir lieu pour les droites et les plans.

SECTION PREMIERE.
Proprietés des cercles sur un plan.
5 L
Des pbles et polaires.

1. Nous appellerons, & Tavenir, péles conjugués d'un cercle,
deux points en ligne droite avec son ‘centre , et du méme cété de
ce centre , tels que le rayon du cercle sera moyen proportionnel entre
leurs distances & son centre (*).

2. Il suit de cette definition, 1.° qu’il n’est aucun point du plan
d'un cercle qui me puisse étre pris pour péle , et auquel il ne

¢ 11 est presque superflu de prévenir qu'ici le mot péle a une toute autre
scception que celle qu'on lui donne , lorsquil est question des cercles d’une
sphére ; nous en aurions employé une autre , sans larépugnance , bien ou mal
fondée , que l'on montre généralement pour les mots nouveaux.
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réponde un péle conjugud, dent il est lui-méme le conjuguéd; 2.%
que de ces deux points I'un_est toujours.intérienr et l'autre: extérieur
an cercle , de telle sorte que , :plus l'un &¢loigne du .centre,
plus l'autre s’en approche ; 37° que le sommet-d'un angle circons-
crit au cercle et le milieu de sa corde de contact sont deux pdles
conjugués 'un a Pautre. :

3. Lorsque par 'un quelconque de deux .péles conjuguds . par
rapport 4 un cercle , on menera une .perpendiculaire indéfinie &
la droite qui-contient ces deux points, nous dirons -de .cette droite
quelle -est la.droite polaire ou simplement :la polaire de autre
peint qu’d l'inverse nous appellerons le.péle de cette droite.

4. Il suit de ces définitions , 51.° qu'il n’est , sur le plan d’'un
cercle , aucun point qui ‘n’ait sa polaire, ni aucune droite quij
n’ait son péle; 2.° que le -pole est extérieur ou intérieur au cercle,
suivant que la polairé lui est sécante ou ne le rencontre pas; 3.°~
que le sommet de Pangle circonscrit est le péle de la corde de
contact , dont le milieu est a son tour le péle de la paralltle a
cette droite menée par le sommet de l'angle.

5. THEOREME. Le pble d'une droite est la commune section
des cordes de contact de tous les angles circonscrits qui ont leur
sommet sur cette droile ; el réciproguement la polaire d'un point:
est le lieu géométrique .des sommets des angles circonscrits dont
les cordes de contact passent par .ce point.

Démonstration. Soit PQ (.fig. 1, 2 ) une droite fixe passant
par le centre C d'un cercle ; soit S le.sommet d'un angle quel-
couque .circonscrit .4 ee cercle , le touchant :en A, B; soit P Vin-
tersection de la corde de contact .AB avec la.dreite PQ .et soit Q
le pied de la perpendiculairc abaissée du point § sar la méme
droite..

Soient menés le rayon CA et la droite CS coupant perpendi-
culairement AB en son milieu M. Les\triangles réctangles GQs ,
CMP seront semblables , et il en sera. de méme des .triangles rec-~
tangles CAS, AMC ; on.aura.donc les deux proportions
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CP:CS:: CM: CQ.,
CS:CA :: CA:CM ;
d’ol on conclura, par maltiplication et réduction
—CP:CA:CQ ;-

les points P, Q sont donc (1) deux pbles conjuguds; P est done
le péle de SQ (3); ce qui démontre le théoréme. énoncé (*). °

6. Ce théoréme revient 4 dire', en d’autres termes , que l'infer<
section de deux droives est le péle de la droite qui passe par
les poles de ces deuzx-ld. 11 offre ainsi un mioyen commode- de
délerminer le pole par la polaire et réciproquement.

7..8i, en effet, le pole est donné , on mienera deux cordes quel~
conques qui y concourent, et les sommets des angles circonscrits
qui auront ces cordes pour cordes de contact seront deux points de
la polaire cherchée Si, au contraire, c’est la polaire qui est donnée,,
on fera de deux quelconques de ses points les sommets de deux
angles circonscrits, dont les cordes de contact se couperont au péle
demandé (¥*).

§. IL

Des centres et axes de similitude.

8. Nous dirons’, & l'avenir, qu'un angle est circonscrit & deux

(*)' La démonstration de Monge n’est applicable qu'au seul cas ot ld polaire’
st extérieure au ‘cercle,

(**) Ces -constrictions ont , sut toutes autres qu'on leur substituerait , l'avan+
tage de n'exiger , a la rigueur, que le simple usage de la regle.
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cercles ; lorsque ses c6tés seront des tangentes communes a ces.
deux cercles , ayant Lupe et l'autre les déeux cercles du. méme
c6té, ou l'une et lautre ces deux cercles de différens cétés
Pangle circonscrit sera dit extéricur dauvsle premier cas, et-intérieur-
dans le second. Dans [’un et l'autre cas, le sommet de I’angle circonscrit:
est évidemment en-ligne droite avec les centres dés: deux cercles.

9. Nous appellerons, a lavenir, centre de similitude de deuw
cercles , un point de la. droite q;zi)joint leurs centres dont les dis—
taneces 4 ces deux centres scront respectivement proportionnelles aux
1=ayons des deux cercles. C'est, en d’autres termes, un point
3 la fois semblablement placé par rapport aux deux cercles , ce
qui justifie sa”dénomination introduite par Monge. -

10. Deux cercles tracés: sur-un méme plan ont toujours: deux
centres de similitude ; Pun situé sur la-droite méme qui joint leurs
centres , et l'autre situé sur- le prolengement: de- cette droite , du
c6té du plus petit des deux: cercles. Pour distinguer ces deux-points
Fun de l'autre, nous les désignerons respectivement sous.les déno-
minations de centre: de similitude inierne et de- cenire de. simili=
tude externe.

11, It est aisd de voir que, IbrSQue les deusx. cercles sont exté=.
ricurs l’un & Pautre, leurs centres-de similitude interne et exierne
De. sont respectivement. autre chose (8) que les.sommets des angles
circonscrits ,'tant intérieurs qu’extérieurs ; de sorte qu’alors la déter-
mination. de. ces deux poirnts se trouve ramenée a celle-de la tan-.
gente commune a.deux cercles. Nous.verrons bientét comment on
peut les déterminer dans les autres cas. -

-~ 12. THEOREME, Les. centres de similitude cxternes.de - trois
cercles , tracés sur un méme plan , el Drzs successivement deux @
déux, sont tous Irois silads suF une mémeé ligne  droite ; et chacun
d'eux se.irouve en llg(w.d,rozte avec deux des.centres de similitude
interne des mémes cercles ; de telle sorte que ces six points,
sont. les .inlersections. de. quatre droites:formant un. quadrilatére

complet.
Démonstration,
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Démonstration. Seoient. G, C/,.C/ (fig. 3) les centres. des trois
cercles, dont les rayons soient.respectivemem R, B, B ; soient
E,I respectivément les' centres” de similitude externe et interne
des deux cercles dont les centres sont C/, C”; soient' B/, ¥ ceux
des deux cercles dont les centres sont C/7, C; soit menée par Je
—point C’ une- paralléle indéfinie & CC”, coupant EE/en M et I’
en N.. '
Désignons- par E// D'intersection de EE/ et CC/; en verta de
la définition des centres dé similitude (g) et & cause des paral-
Iéles , nous aurons

CE:.C'E' our B :R"”::CE/:C/M’ ,

C'E :C’E ou R'": R ::C”M : C'E”

&olt' nous conclurons, ‘par multiplication et rédaction ,
R:R :: CE/:.CE"

Le point E”, intersection dé EE/ et CC/, est donc (g) le centre:
de similitude externe. des deux' cercles' dont les ecentres sont C, C/ ;-
les trois centres: de similitude externes-E, E/, E/ sont donc situds :
sur une méme ligne - droite; ce -qui- démomre la: premiéx:e partie-
du théoréme.

Désignons, en-second lieu, par E# I'intersection dé II’ et CC/;:
en vertu de la définition' des -centres-de: similitude (g) et'd - cause-
des - parall¢les , nous -aurens- '

CV:C ou R :R¥::CE”:C/'N" ,.
GA:C'T ou RV‘:R ::C'N:C/E”;;

‘ol nous -conclurons,, . par-multiplication et réduction ; ,
TO”IQ XlI. 4=
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"R B"-CE‘“C’E”

Le point E”, considéré comme intersection de TV et CC/, est done
encore le centre de similitude externe des deux cercles dont les
centres sont G, C/; deux quelconques I, 1/ des centres de simi=
litude internes sont donc en ligne droite avec I'un E// des centres
de similitude externes ; ce qui démontre la seconde partie du
théoréme (*).

13. A lavenir, nous appellerons axe de similitude de trois
cercles, toute -droite qui contiendra trois de leurs centres de simi-
litude. Cette droite sera dite axe de similitude externe , lorsqﬁ’elle

contiendra les trois centres de similitude externe ; elle sera dite,

au contraire, axe de similitude interne , lorsqu’elle contiendra un

seul de ces centres , avec deux centres de similitude internes.

Il est aisé de voir que chacun ‘de ces axes est semblablement

placé par rapport aux trois cercles : ce qui justifie Jeur dénomination.

14. Notre théoréme peut , entre autres applications , servir A

déterminer les centres de samxli‘iude\de: deux cercles , dans les cas
que npous avons exceptés (11). Pour y parvenir, on décrira arbi-
trairement un troisitme & la fols extérieur aux deux cercles donnés;
on déterminera (11) ses centres de similitude, tant internes qu’ex-
ternes , avec chacun d'enx ; alors , 1.° en joignant par une droite’ deux
-centres de simjlitude de méme dénomination, cette droite coupera
la droite qui joint leurs centres au centre de similitude externe;
2.° en joignant , au contraire , par une droite deux centres de
sumilitude de dénominations, contraires, cette droite , par son inter-
scction avec celle qui joint les centres des deux cereles , fera con-
naitre le centre de similitude interne (*).

(*) La démonstration de Monge nest apphcable quwan seul cas.ol les trois
cercles sont extérieurs le§ uns aux autves.

(**) On peut aussi déterminer , dans tous les’ cas, les deux centres de simie

litude de deux, cercles ; en observant que.,..si l'on fait,.de deux diam:tres
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t5. Sachant ainsi déterminer, dans teus les cas, les centres de

similitude , tant internes qu’externes de deux cercles ; on pourra aussi,

dans tous les cas, déterminer les quatre axes de similitude de trois
eercles donnés.

§. TIL
Des centres et axes radicauz.

16. Nous appellerons a Vavenir centre radical de deux cercles,
un point de la droite qui joint leurs centres tel que la différence
des quarrés de ses distances 2 ces deux centres est égale a la
différence des quarrés des rayons des deux cercles respectivement,

17. Il suit de cette définition, 1.° que deux cercles, tracés sur
un méme plan, ont tdujours un centre et n’ont jamais qu’un seul
centre radical; 2.° que, suivant que le quarré de la distance des
centres est plus grand que la différence des quarrés des rayons,
égal a cette différence ou plus petit qu’elle, le centre radical est
sur le prolongement de la droite qui joint les centres , du c6té du
plus petit des deux cereles, au centre méme de ce cercle ou entre
les deux eentres; mais toujours, dans ce dernier cas, plus prés du
eentre du plus petit cercle que de celui du plus grand.

18, Nous appellerons & Vavenir , avee M. Gaultier de Tours ,,
axe radical de deux cercles , la perpendiculaire indéfinie menée
dans leur plan, & la droite qui joint leurs.centres , par leur centre
radical. ' '

19. il est aisé de voir que , lorsque deux cercles se touchent
ou se coupent, leur axe radical n'est autre chose que leur tan—

paralleles quelconques, les deux bases d’un trapéze , le point de concours des
deux c6tés non paralleles sera le centre de similitude externe , tandis que Iin~
tersection des deux diagonales sera le centre de similitude interne. C'est une consé-
quence toute naturelle de la doctrine des points et lignes homologues , doctrine peat-’
étre trop négligée aujourdhui, etsur laquelle on trouve d’amples développemers
dans les Elémens de géoméirie de CAMUS. ’
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gente ou leur corde commune. Nous verrons bieniot -comment on
peut facilement déterminer cette -dreite dans les .autres- cas.

20, THEOREME. Les tangentes menées & .deux corcles de -tous
les points et des seuls points de leur axe radical., termindes &
deurs points de contact , sont égales .entre .elles.

Démonstration. Soit P ( fig. 4, 5) un point- duquel soient me-
nées i deux cercles , -dent les centres sont C, C/ des tangentes
dont les points de contact respectits soient T, T/ ; du méme
point P soit .abadissée sur CC’ une perpendiculaire dont (le'pied soi;
0. Soient menés les rayons GT, G/T/, ainsi que les droites PC,
PC/, On aura ' ‘

TF ou FO'40C =FT'4CT ,

P ou FO 400 =FT'+CT" 3
d’odt, en retranchant et rédaisant,
OC =00 =(PT —FY )+(CT"—CT"") .

Or, 1.° si P est un point de l'axe radical , O sera le centre
radicdl , et on aura (16)

g,

OC —0C =TT —0T" ;
notre équation deviendra donc, en réduisant , transposant et ex-~
frayant la racine quarrée, '
PT=PT/ ;
€’est-3-dire que les tangeﬁtes partant du point P seront dgales.

2.° Réciproquement, siles tangentes PT, PT/ sont égales, notre
équation deviendra simplement
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06 —00" =0T —T7" ;
Ie point O sera donc .(16) le centre radical ; et par consequent( 8)
le point P sera un des points de l'axe mdmal

21, THEOREME. Les axes radicaux de trois cercles tracés sur
un méme plan ., el considérés suecessivement deux -4 deux , se
.coupent lous Itrois au méme poini.

Démonstration. Soient C, C/, C/ les trois cercles., X, X/, X”7,
respectivement , les axes radicaux de G/, ‘C” , de ¢/, ‘C., de CC/,
et soit O le point de concours des deux premiers. La tangenie
mende de ce point & C sera (20) égale aux tangentes menées du
méme point aux cercles €/, C”; ces deux derniers seront donc
égales entre elles ; leur point de concours ‘O sera donc (a0) un point

de X; d'otu il suit gue X, X/, X’ passent par ce point O ™).

22, Nous appellerons , & P'avenir, centre radical de trois cercles,
le point de concours des axes radicaux de -ces trois cercles , prig
deux 3 deux.

23. Notre théordme (21) fournit un moyen fort simple de dé-
terminer I'axe radical de deux cercles, dans les cas que nous avons
exceptés (19). Il consiste & décrire arbitrairement un troisitme cercle
qui coupe A la fois les deux premiers ; ses cordes communes avec
eux seront deux des axes radicaux des trois cercles (rg) ; leur
peint de concours sera donc leur centre radical , et par consé~
quent l'un des points -de l'axe radical des deux cercles dont i
agit; menant donc , par ce point, une perpendiculaire 4 la droite
qui joint leurs centres , cette perpendiculaire sera l'axe radical
.cherché,

(*) La démonstration de Monge n’est applicable qu’au seul cas oi1, nom
seulement les trois cercles se coupent deux a deux , mais encore ou ils se cou-
pent de telle sorte qu'une portion de leur plan leur est commune A tous trois.

Voor ’Aaa» 162 - W,
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On pourra, au lieu de terminer ainsi la construction , chercher;
au moyen d’un nouveau cercle arbitraire, un second point de I'axe
radical , qui ainsi se trouvera compleétement detexmme. .
24. Sachant ainsi déterminer, dans tous les cas, l'axe radical de
dcux cercles , on pourra aussi, dans tous les cas, construire fael-
lement le centre radical de trois cercles donnés.

SECTION IL
Propriétes des sphéres dans l'espaces

§ L

Des pdles droites et plans polaires.

25. Nous appellerons & Tavenir pdles conjugués d'une splhére les
pbles conjuguds communs i toutes les sections circulaires faites &
cette sphére par des plans passant par l'un quelconque de ses
diameétres (1).

26. Lorsque , par 'un quelconque de deux péles conjugés d’une
sphére, on conduira un plan indéfini, perpendiculaire 2 la droite
qui joint ces deux péles , nous dirons que ce plan est le plan
polaz'fe de l'autre point , que nous appellerons , & linverse, /e
pble dé ce plan. '

27. Enfin, nous appellerons polaires conjuguées d’une sphére
deux drmtes qui , passant par deux péles conjugués de cette sphére,
seront 4 la fois perpendiculaires entre elles et i la droite qui joint
ees deux pdles.

28. THEOBEME Le péle d'un plan est la commune section
des plans des lignes de .contact de tous les cdnes circonscrits: & .
la sphére qui ont leur' sommet sur ce plan; et réciproquement le
plan polaire dun point est le lieu géométrique des sommets de
tous les cénes circonscrits dont les plans des lignes de contact
passent par cc poini,
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Démonstration. Soient C le centre de la sphere, S le somme
d’un céne circonscrit , P un quelconque des points du plan de la
ligne de centact, et Q le point de la droite CP ou elle est coupée
par le plan conduit par §, perpendiculairement & cette droite. En
concevant un plan par C, S, P, on-se trouvera exactement dans
le cas des figures 1, 2; on démontrera donc, comme nous I’avons
fait (5), que les points P, Q sont deux poles conjugués., et que,
conséquemment, le point P est (26) le pole du plan conduit par
Q, perpendiculairement a GCP.

29. THEOREME. La polaire conjuguée dune droite est la
commune section des plans des lignes de contact de tous les cones
circonscrits @ la sphére qui ont leurs sommels sur celte droite ;
et, réciproguement , le licu géoméirique des sommels de tous les
cénes circonscrits é la sphére , dont les plans des lignes de contact
se coupent suivani une droite , est la polaire conjuguée de ceite droite.

Démonstration. Une droite D étant située d’une maniére quel-
conque par rapport a une sphére y concevons que., par celle droite,
on fasse passer arbitrairement deux plans P, P/, dont les poles
soient respectivement p, p/; il est aisé de voir (5) que la droite
d , passanL par ces deux derniers points, sera (27) la polaire con-
juguée de D; or, le plan de la ligne de contact de tout céne cir-
conscrit a la sphére, dont le sommet sera sur Tun ou Tlautre des
deux plans PP, P/, passera (28) par p,ou p/ respectivement, et
réciproquement ; d’ou il suit que le plan de la ligne de contact de
t.out‘ céne circonscrit dont le sommet sera A lintersection D de
ces deux plans, passera a4 la fois par p et p/, et conséquemment
par la polaire conjugude d de D et réciproquement.

30. Il est aisé de voir (27) que , lorsqu'un angle diédre est
circonscrit 3 une sphére , son arédte et la sécante qui joint les points
de contact de ses faces avec la sphire sont deux polaires conjuguées
Vune 4 lautre, par rapport i cette sphére. Or, de ld résulte évi-
demment (28) le théoréme suivant.

31. THEOREME. Les droites qui joignent les deux -points de
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conlact avec la sphére des faces de 1ous lés angles diédres cirs-
conscrits qui ont leur aréte sur un plan fize quelivnque., se coupent’
foutes au pble de ce plan et réciprognement , si lés droites qui
joignent- les deux points de contact avec la sphére dés faces dune-
suite danglcs diédres circonscrits passent: toutes- par un. méme
point fize, les arétes de ces angles diédres seront toules situées.
sur. le plan_polaire de ce point.

§ II
Des centres , axes et plans dé similitude..

33. Deux spheres; extériéures- I'une & l'autre , étant donndes:
dans l’espace , on- peut toujours concevoir. deux. cénes qui soient:
3 la fois circonscrits &' 'un et & Pautres L’axe commun de ces:
déux- coénes passera par lés centres des deux spheéres; mais, tandis
que le sommet-de I'un sera sur la droite méme qui joint ces deux:
centres , 'axe de Pautre sera sur le prolongement de cette droite,.
an-deld: du- centre de la plus petite.. Pour distinguer ces deux
cénes -I'un de.l'autre , nous dirons. que le-premier est circomscrit
intérieurement -, et: que : autre. est- circonscrit- extérieurement aux.
deux- sphéres. Il est-clair- que les seetions de- ces cones par des
plans passant par les deux centres-seront-(8) des angles eirconserits
aux cercles résultant-de la.section-des- deux sphéres par le méme.
plan.
~ 33. Nous appellerons: angle diddre-ciFconscrit &: déux sphéres, .
extérieures .I'une 2 l’autre, tout angle diédre dont les faces seront,
Yune -et Vautre, des plans.tangens communs &-ces. deux sphéres..
1L est .aisé.de voir que - ces. angles . diédres . sont en méme - temps
circonscrits 4. 'un- ou & lautre des deux . cénes. circonscrits- a.ces ,
mémes..sphéres, et que .conséquemment -leur aréte passe comstain=
ment, par le sommel-de l'un on de I'autre. céne ; ces arétes coun
pent dong . constamment a droite qui- passe par les centres., et. se

trouvent
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trouvent conséquemment avec clle dans un méme plan , que I'on
congoit devoir diviser I'angle diédre en deux parties égales; mais,
tandis que laréte des angles di¢dres circonscrits 2 'un des cones
coupe la droite méme qui joint les centres , I'aréte de ceux qui
sont circonscrits a l'autre cénc coupe le prolongement de cette
droite au-deld du centre de la plus petite des deux sphéres. Nous
dirons, cn conséquence , des angles dicdres de la premiére série,
qu’ils sont circonscrits intérieurement , et de ceux de la seconde
qu'ils sont ¢ircumscrits extérieurement aux deux spheres.

34. Nous appcilerons & Vavenir centres de similitude de deux
sphéres les centres de similitude communs & tous les systémes de
deux cercles résultant des sections de ces sphéres par des plans
queicongues passant par la droite qui joint leurs centres, Le centre
de similitude des deux sphéres sera dit intsrne ou externe, suivant
guw'il sera tel par rapport aux seclions circulaires dont il vient
d’étre question. C’est, dans tous les cas, un point semblablement
situé par rapport aux deux spheres.

35. Lorsque deux sphéres sont extérieures ’'une a l'autre, leurs
centres de similitude interne et externe ne sont autre chose que
les sommets respectifs des cénes circonscrits intérieurement et ex~
térieurement : ce sont aussi les points eommuns de concours des
arétes des angles diédres circonscrits intérieurement et extérieurement.

36. THEOREME. Les centres de similitude externes deirois sphé-
res , prises successivement deux & deux , sont tous irois silués sur une
méme ligne droite; et chacun d'eux se irouve en ligne droite avec deux
des centres de similitude internes ; de telle sorte que ces siz points sont
les intersections de quaire droites formant un quadrilatére complet
dont le plar est celui méme qui contient les centres des trois sphéres.

Démonsiration. Cela est évident (12), puisque ces six points ne sont
autre chose (34) que les centres de similitude des cercles résuitant de la
section des trois sphéres par un plan passant par leurs centres.

37. A lavenir, nous appellerons axe de similitude de trois sphires

toute droite qui contiendra tsois de leurs centres de similitude. Cetie
Tom. XI. 3
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droite sera dite axe de similitude externe , lorsqu’elle contiendra
les trois centres de similitude externes ; elle sera dite , au contraire,
axe de similitude interne 5 lorsqu’elle contiendra un seul de ces
centres avec deux des centres de similitude internes. Ge sont évi-
demment des droites homologues 4 la fois par rappert aux trois
sphéres, ce qui justifie leur dénomination.

38. Lorsque trois sphéres sont extérieures les unes aux autres,
on peut toujours, de deux manit¢res, leur conduire un plan tan-
gent; car ce plan peut laisser les trois sphéres d’'un méme coté et
pourra étre appelée , pour cette raison, plan tangent commun
externe , ou bien il pourra avoir deux des sphéres d’'un méme
c6té et la troisieme de l'autre, et sera dit plan tangent commun
interne ; 4 chaque plan tangent commun il en répondra un autre
symétrique avec lui par rapport au plan qui contient les centres , et
ces deux plans formeront un angle diedre circonscrit. 1l y aura doncun
seul angle diédre circonscrit externe et trois angles diddres circonscrits
intérnes ; et leurs arétes ne seront autre chose que ce que nous avons
appelé axes de similitude externe et interne des trois sphéres.

39. THEOREME. Les centres de similitude externes de Guaire
sphéres , prises successivement deux & deux, sont sur un méme
plan , aux intersections de quaire droites , formant un quadri-
latére complet; en outre, en prenant trois de ces centres , appar-
tenant & une méme droite , et conséquemment relatifs aux trofs
mémes sphéres prises successivement deux @ deux , ils se trouveront
aussi , avec les irois centres de similitude internes , relatifs @ la
quatriéme sphére , comparée tour & tour aux irois premiéres
situés dans un méme plan , aux intersections de quatre droiles for-
mant également un quadrilatére complet ; enfin, si l'on considére
deux centres de similitude externes dont un appartient & deux
quelconques des quatre sphéres et Pautre aux deux sphéres res-
tantes , ces deux points se trouperont , avec les quaire centres de
simililude internes , auires que ceux qui appartiennent aux deux
mémes combinaisons de deux sphéres ,-situés dans un méme plan , aux
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Intersections de quatre droutes formant encore un quadrilatére complet.

Démonstration. Soient S, S/, §7, 8/ les quatre spheres dent.

il s’agit; désignons respectivement par (S787), (SeS’) les centres de simi-

litude interne et externe des deux spheres S, 8/, et soient adoptdes des
notations analogues pour toutes nos sphéres , prises deux 4 deux,

D’abord , d'aprés ce que nous venons de dire (36), les quatre
séries de points

(SeS?) , (S%eS”) , (S7eS) , ) s ,8 ,8,
Y 1St 11687 correspondant r .8/, S
(SES),(SeS ),(S eS’), s, ) ’

respectivement  J
(S¢S, (8"¢S) , (SeS"), s, 8,8 ;

aux spheres

(S7eS) 5 (SeS7) , (87e8'), | (s, 8, 8,

seront sur quatre droites; or, ces points ne sont quau nombre
de six; ils seront donc sux intersections de ces quatre~ droites,
qui conséquemment appartiendront & un méme plan; ces six points
seront donc anssi dans ce plan ; ce qui démontre la premiére
partie du théoréme.

En outre , d’aprés cette méme proposition (36) , les quatre
séries de points

(Se%) , (S8 , (87S) , s ,8 ,8”
(Se8) , (SIS, (84, correspondant S .S , S

respectivement ¢

(S’eS”) . (S’I'S”’) , (S/’I'S”/), aux sphéres S/ > S/ ) S/// y

(S”BS) . (S”I'S’”) y (SI'S”’) , g s”, S , S ,

seront en lignes droites; or, ces points ne sont qu'au rombre de
six seulement ; ils sont donc aux intersections de ces quatre droites,
formant conséquemment un quadrilatére complet; ces six points sont donc
dans un méme plan ; ce qui démontre la seconde partie du théorcme.

Enfin, et toujours d’aprés la méme proposition (36) , les quatre
séries de points
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(8eSY) , (828) , (S/iS7) S , & ,8,

(SeS) , (SiS) , (8iS) correspondant S , 8 , 8,
respectivement {

(87e8"1), (8i87) , (SiS"7) S , 87, 8,

aux sphéres

(S7eS"ry, (8iS7y, (8/S!") S, 8, S,

seront en lignes droites; or, ces points ne sont qu’au nombre de six seule-

\

ment ; ils sont donc aux intersections de quatre droites, formant consé-
quemment un quadrilatére complet ; ces six points sont donc dans un
méme plan ; ce qui démontre la troisiéme partie du théoréme.

40. A Tlavenir , nous appellerons plan de similitude de qualre
spkéres tout plan qui contiendra six des douze centres de simili-
tude de ces quatre sphéres prises deux & deux, sans que ces SiX
points appartiennent aux trois mémes spheéres. Ce plan de sinvi-
litude sera dit externe, s’il contient les six centres de similitude
externes : il sera dit inzerne , au contraire , s’il contient deux centres
de similitude externes seulement, avec quatre centres de similitude
internes ; enfin , il sera dit mizze, s'il contient trois centres de chaque
sorte. Quatre sphéres ont donc, généralement parlant, un plan de
similitude externe , trois plans de similitude internes, et quatre
plans de similitudé mixtes. 1l est aisé de voir, au surplus, que
chacun de ces huit plans est & la fois homologue par rapport aux
quatre spheres, ce qui justifie leur dénomination,

§. TIL

Des plans , axes et cenlres radicaux.

41. Nous appellerons a I'avenir centre radical de deux spléres
le centre radical commvn de tous les systtmes de deux cercles
résultant de la section de ces sphéres par des plans passant par la
droite qui joint leurs ¢entres, Clest conséquemment (16) un point
de la droite qui passe par les centres dont la différence des quarréds
des distances i ces centres est égale & la différence des quarrds
des rayons des deux sphéres,
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42. Nous appellerons & Vaveniv plan radical de denr sphéres e
pian indéfini, mené perpendiculairement a la droite qui jcint leurs
centres , par leur centre radical ; c’est évidemment (18) le liev géo-
métrique des axes radicaux de tous les sysiemes de deux cercles
résultant de la section des deux sphéres par des plans passant par
leurs centres; d'ou il suit (19) que, lorsque les deux spheres se
touchent ou se coupent , leur plan radical n’est autre chese que
leur plan tangent commun, dans le premier cas, et celui de leur
commuue section dans le second.

43. THEOREME. Les tangentes mendes & deux sphéires de tous
bes points et des seuls points de leur plan radical sont égalcs entre
elles ,ou , en d'aulres termes , les cones circonscrits de méme som-
met , dont le sommet commun est sur le plan radical , et qui se
terminent & leurs lignes de contact respectives , ont toujours e ont
sewls leurs arétes égales de part et d'autre.

Dlémonsiration. Soient G, G/ les centres des deux sphéres , P
un point quelconque de l'espace , pris pour sommet commun de
deux cénes circonscrits , et O le pied de la perpendiculaire abaissée
de ce point sur la droite quijoint les centres. Par les trois points
P, G, €/, soit conduit un plan; tout sera dans ce plan , comme
dans les Gigures 4 et 5; PG, PC’ seront les axes des deux cénes,
et PT, PT/ en seront les arétes; donc (20), suivant que P sera
ou ne sera pas sur l'axe radical des deux cercles, les droites PT,
T/ seront égales ou indgales, et réciproquement; or , suivant que
P sera ou ne sera pas sur l'axe radical des deux cercles, ce méme
point seva ou ne sera pas sur le plan radical des deux sphéres;
notre théoréme se trouve donc ainsi démontré.

44. Nous appellerons & Vavenir centre radical de trois spléres,
le centre radical des trois cercles résultant de leur section par le
plan passant par leurs centres ; et nous appellerons axe radical
des trois mémes sphéres , la perpendiculaire indéfinie mende par
Jeur centre radical au plan qui contient leurs centres.

- 45. THEOREME. Les plans radicauz de trois sphéres o prises,
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successivement deux ¢ deux , se eoupent lous trois suivani une
méme droite , perpendiculaire au plan qui contient leurs centres ,
daquelle n’est autre chose que laxe radical des trois sphéres.

Démonstration. Si, par les centres des trois sphéres, on congoit
un plan, les intersections avec les trois sphéres seront trois grands
cercles, et scs intersections avec les plans radicaux ne seront auire
chose (42) que les axes radicaux de ces trois cercles ; ces axes pas-
seront donc tous trois (21) par un méme point qui sera le centre
radical de ces trois cercles; en menant donc, par ce point, l'axe
radical des trois spheéres, cet axe se trouvera & la fois dans les
trois plans ;" qui conséquemment se couperont suivant cette droite.

46. THEOREME. les tangentes mendes & trois sphéres de tous
les points et des seuls pornts de leur axc radical sont égales entre
elles , ou , en d’autres termes , les cénes circonscrits de méme
sommet , dont le sommet commun est sur Caxe radical , et gui se
terminent & leurs lignes de contact respectives , ont towjours et
ont seuls leurs arétes: de méme longueur.

Démonstration. Solent: S, &, &/ les trois sphéres, R, R/, RV
les plans radicaux respectifs de &/, €7, de §7, 8, de S, &, se
coupant dans Paxe radical X ; pour que les tangentes menées d'un
méme point P &5, § soient de méme Jongreur que la tangente
menée de ce point &S ; il sera nécessaire et il suffira (43) que ce
point ‘P soit 4 la fois: sur les- deux plans L/, R/ ; il devra done
éire sur leur comrmmne section, c'est~a-dire (45) sur ’axe radical
des trois spheéres. : .

4n. THEOREME. Les siz plans radicouz de quatre spléres
prises successivement: deux & deux , et conséquemment les quatre
axes radicaux de ces mémes. sphéres , prises successivement Irois
& trois se coupent en. un .méme poini..

Démonstration. Soient S, S/, &7, §/7/ les quatre sphéres dont
il s’agit,. et soient X, X/, X/, X' les axes radicaux respectifs
de S/, 8", 8, de 8%, 87,8, de 87, 8,8 ,deS, §,8;
soient de plus B/, R, B, respectivement les plans radicaux
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de 8,8 ,de §, 8 ,de S, &7 Lis deux plans B/, RY se
couperont (45) suivant Vaxe X/ ; pour les mémes raisons, les deux
plans R/, R/ se couperont suivant axe X/, ct les deux plans
R/, R/ suivant laxe X/, Les trois axes X/ X/ X/ se cou-
peront denc suivant les intersections, deux a deux, des trois plans
R, R7, B/ ’est-a-dire , au méme point; il en devra donc étre de
méae des trois axes X, X/, X/, le premier de ceux-ci passera
donc par le point de concours des trois autres, et conséquemment
ils se couperont tous quatre aux mémes points,

48. il suit de la que quatre sphéres étant quelconques dans
Vespace , il existe toujours (46) un point et un seul point duquel me-
nant des tangenies & ces quatre sphcres, ces tangentes , terminées
a leurs points de contact , sont de méme longueur ; ou ce qui
revient au méme, un point tel que les cénes circonscrits qui y
auront leur sommet commun , et qui se termineront & leurs lignes
de contat, auront toutes leurs arétes de méme longueur., Nous appel=
lerons & lavenir ce point le centre radical des quatre sphéres.

SECTION IIL

Propriétés des cones et des cylindres.

5. L

Des droites et plans polaires.

49. Soit un angle diddre circonscrit arbitrairement 3 un céne qui
aura eonségnemment son sommet sur l'aréte de cet angle ; I'angle
diédre touchera le cone suivant deux droites , formant un angle
qui sera coupé perpendiculairement en deux parties égales par le
plan qui sera conduit par I'axe du céne et par Varéte de Ilangle
diedre. Cela posé, st I'on coupe le coéne par un plan quelconque
perpendiculaire & son axe , ce plan coupera I'aréte de I'angle diédre
et la droite divisant I'angle de contact en deux parties égales en
deux points qui seront des péles conjugués du cercle résultant de
la section du céne par le méme plan.
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En effet, le plan de la section circulaire coupera I'angle ditdre
suivant un angle circonscrit dont le sommet sera un des points dont
il s’agit; ce méme plan coupera Iangle de contact suivant la corde
de contact de cet angle circonscrit; et l'autre point sera le milien
de cette corde; or, ce sont précisément la (2) les caracteres de
deux poles conjugués.

50. On voit donc qu’en prenant sur les diverses sections circu-
laires du cone une suite de poles situés sur une méme droite passant
par son sommet , leurs conjugués seront auvssi sur une droite
passant par ce méme point. A l'avenir, nous désignerons le systéme
de deux pareilles droiies sous la dénomination de polaires conju-
guées du céne.

S1. Il suit de cette définition (2), 1.° qu’il n’y a aucune droite
passant par le sommet d'un céne qui ne puisse &tre prise pour
polaire de ce cone et a laquelleil ne réponde une polaire conjuguée
dont elle est elle-méme la conjuguée; 2.° que de ces deux droites,
Pune est toujours intérieure et l'autre extérieure au edne; 3.° que
Paréte de l'angle diedre circonscrit au céne et la droite qui divise
son angle de contact en deu}: parties dgales , sont deux - polaires
conjuguées de ce cone.

52. Lorsque , par I'une quelconque des deux polan‘es conjuguées
d'un céne, on conduira un plan indéfini , perpendiculaire a celui
qui les contient, nous dirons de ce plan qu’il est le plan polaire
de lautre droite, que nous appellerons, a linverse, la droite po-
laire , ou simplement la polaire de ce plan.

53. I suit de ces définitions (4), 1.° qu'il n'est aucune droite
menée par le seommet d’'un céne qui n’ait son plan polaire, ni aucun
plan, passant. par ce méme sommet qui n’ait sa droite polaire ; 2.®
que la polaire est extérieure ou .intérieure au cone , suivant que le
plan polaire lui est sécant ou ne le rencontre pas; 3.° que Varéte de
Pangle diédre circonscrit est la polaire du plan de Pangle de contact;
comme la droite qui divise cct angle en deux parties égales est,
2 linverse, la polaire du plan eonduit, par laréte de 'angle diédre,
perpendiculairement
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perpendiculairement 4 celui qui contient celte ardte et ’axe du cone.
54. THEOREME. La polaite d'un plan passant par le sommet
d'un céne est la commune section des plans des angles de contact
de tous les angles diédres circonscrits & ce cone, qui ont leur aréte
sur ce plan ; et réciproquement , le plan polaire d'une droite passant
par le sommet d'un cdne , est le licu gloméirique des aréles des
angles diédres circonserits & ce céne , dont les plans des angles de
contact passent par cette droite.

Démonstration. Concevons , en effet, par 'un quelconque G des
points de I'axe du c6ne un plan perpendiculaire & cet axe, cou-
pant l’aréte de l'angle diédre circonscrit en un point §, ses lignes
de contact en A, B, la polaire en P, et en Q lintersection du
plan qui contient I'axe et cette polaire avec le plan perpendicu-
laire & ce dernier, conduit par l'aréte de I'angle diddre ; on se
trouvera exactement dans le cas des figures 1, 2 ; d’ott on con-
clura (5) que SQ est la polaire du point P; et que conséquem-
ment (50, 52) le plan dont SQ est lintersection avec celui de
la figure, est le plan polaire de la . droite dont P est l'intersection
avec ce méme plan.

55. Ce théoréme revient, au surplus , 3 dire que lintersection
de deux plans qui passent par le sommet d’un céne est la polaire du
plan qui passe par les polaires de ces deux-la, et réciproquement.

56. En considérant le cylindre comme un céne dont le sommet
est infiniment éloigné, on est conduit & appeler polaires conjuguédes
d’un cylindre deux droites situées dans un méme plan avec l’axe
du cylindre, et paralleéles a sa direction, telles que le rayon de
ce cylindre est moyen proportionnel entre les distances de ces deux
droites & cet axe. On appelle aussi plan polaire d’une droite ,
parallele & I'axe d’un cylindre un plan perpendiculaire 3 celui qui
contient cette droite et cet axe, passant par la polaire conjuguée
de cette méme droite. A l'aide de ces définitions , on peut (54)
établir le théoréme suivant :

57. THEOREME. La polaire d'un plan paralitle & Paxe dun

Tom. XI. 4
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eylindre est la commune section des plans des lignes de contact
de tous les angles diédres circonscrits au cylindre dont les arétes
sont sur ce plan ; et réciproguement’, le plan polaire d'une droite
paralléle ¢ laxe d'un cylindre est le liew géoméirique des aréics
des angles diédres circonscrits au cylindre , dont les plans des
lignes de contact passent par ceite droite. '

§. IL
Des axes et plans de similitude.

58. Nous dirons, & lavenir, qu'un angle diédre est circonscrit
% deux cones de méme sommet, lorsque ses faces seront des plans
tangens communs i ces ‘deux cénes, ayant , l'un et Tautre , les
deux cénes du méme c6té, ou l'un et Pautre les deux cénes de
différens cé6tés; Pangle diddre circonscrit sera dit extérieur , dans le
' premier cas, et inzéricur dans le second. Dans I'un et l'autre cas,
Varéte de Pangle diédre passe évidemment parle sommet commun
des deux cénes, et se trouve dans le méme plan avec leurs axes.
. 59. LEMME. 8i deux sphéres, variables de grandeur et de
situation , sont continuellement inscrites & deux cdnes de méme
sommet , leurs cenires de similitude , tant interne gu'externe , ne
sortiront pas de deux droites fixes, passant par le sommet commun
des deux cdnes, et situées dans le méme plan avec leurs azes.
- Démonstration. Soit S le sommet commun des deux cénes. Soient
A, B les deux sphetres dans leur premier état; E, I leurs centres
de similitude externe et internc respectivement. Soient A/, B/, ces
sphéres dans leur second état ; E/, 1/ leurs centres de similitude
externe et inferne , respectivement. Soient enfin e , 7 les centres
de similitude externe et interne des deux sphéres A/, B. 1l est clair
que S sera (35) le centre commun de similitude externe soit des
sphéres A, A/, soit des sphéres B, B
Cela posé, en considérant d’abord les trois spﬁéres A, A’ B,
on verra (36) que trois points ¢ , ., S sont en ligne droite, et
qu’il en est de méme .des wois points 7; I, S:
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En considérant ensuite les trois sphéres B, B/, A’ , on verra

pareillement (36) que les trois points E/, ¢, S sont en ligne droite,
et quil en est de méme des trois points I/, 7, S.

La droite qui contient les irois points ¢ , E, S et ecelle qui

eontient les trois points B/, ¢ , S, ayant ainsi deux points com-

muns e, S; elles doivent ne faire qu’une seule et méme droite ;

H
et conséquemment les deux points E, E/ doivent étre en ligne

droite avec le point S. -

Parcillement , la droite qui contient les trois points 7, I, S, et
celle qui contient les trois points I/, 7, S, ayant ainsi deux points
communs Z, S; elles doivent se confondre en une seule et méme
droite ; et conséquemment les deux poirits I, ¥ doivent élre en
ligne droite avec le point S.

La proposition se trouve donc ainsi complétement démontrée.

60. Nous appellerons & lavenir axe de similitude de deux cones
de mémes scmmets, la droite qui contient les centres de similitude
de méme dénomination de tous les systémes de deux spheres res-
pectivement inscrites 2 ces deux cdnes. Ces axes de similitude seront
dits Internes ou exziternes , suivant qu’ils contiendront les centres
de similitude internes ou les centres de similitude externes des
systémes de sphéres dont il s’agit. Ce sont deux droites passant par
le sommet commun des deux coénes , situdes dans le méme plan
avec leurs axes, et dont la direction ne dépend uniquement que
de la grandeur et de la situation respective de ces deux cénes (*).

61. Il est aisé de voir que, lorsque les deux cénes sont extérieurs
Yun 3 lautre , leurs axes de similitude, interne et externe, ne sont
autre chose (58) que les arétes des angles diddres, tant intérieur
qu’extérieur , circonscrits 4 ces deux cones.

62. THEOREME. Les axes de similitude externes de trofs cones
de méme sommet , pris successivement deux & deux , sont lous lr0is

(*) La dénomination d’axe de similitude est impropre , attendu qu’il n’y a de cénes
semblables que des cénes égaux ; aussi ne Pempleyens-nous que par anzlogie.
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dans un méme.plan ; et chacun d’euzx est dans un méme plan avec
deux des azes de similitude internes ; de telle sorte que ces siw
droites sont les intersections de quatre plans Jormant un angle
tétraédre complet.

Démonstration. Soit O le sommet commun des trois cénes }
auxquels soient respectivement et arbitrairement inscrites trois spheres
S, 8, 8. Soient E, E/, E/, respectivement , les centres de simi-
litude externes de S8/, 8, de 87, S, de S, § ; et soient I, T les
centres de similitude internes de S/, §7, de S/, S respective-
ment ; OE, OE/, OE” seront (60) les axes de similitude externes
des trois cénes pris deux & deux, et OI, Ol seront deux de leurs
axes de similitude internes.

Or (36), les points E, E/, E/ étant en ligne droite, il s’en-
suit que les axes OE, OE’, OE/” sont dans un méme plan. De
plus , E/# étant (36) en ligne droite avec I , I/ ; il s'ensuit que
Faxe OE/ est dans un méme plan avec les axes OI, OV, ce qui
démontre complétement le théoréme.

63. Nous appellerons a Vavenir plan de similitude de trois cénes
de méme sommet, tout plan qui contiendra trois de leurs axes de
similitude. Ce plan de similitude sera dit externe, s'il contient les
trois axes de similitude externes; il sera dit ZnZerne, au contrairc
g'il contient un seul axe de similitude externe avec deux axes de
similitude internes. Trois cénes 'de méme sommet ont donc gquatre
plans de similitude , dont un seul externe et trois internes.

64. En considérant des eylindres dont les axes sont paralléles
comme des cOnes dont le sommet commun est infiniment éloign¢ ,
on est conduit & appeler axe de similitude de -deux cylindres, dont
les axes sont paralléles , un parallele & la direction commune de
ces axes, tellement située dans leur plan que ses distances aux
axes des deux cylindres sont proportionnelles & leurs rayons res-
pectifs. L’axe de similitude est d’ailleurs dit inZerne ou externe,
suivant qu’il se trouve situé entre les axes des deux cylindres, ou
au-deld de lintervalle qui les sépare. Lorsquc les deux cylindres
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sont extérieurs 'un & l'autre , ces' deux droites ne sont autre chose
que les arétes des angles diddres circonscrits intérieurement et
extérieurement a ces ‘deux eylindres. -

De tout cela, iL est aisé de déduire le théordme suivant. ‘

65. THEOREME. Les axes de similitude externes de irois
cylindres , dont les axes sont paralldles, pris successivement deuz
@ deux , sont tous irois dans un méme plan; et chacun d’eux est
dans un méme plan avec deux des axes -de similitude internes ;
de telle sorte que ces siz droites sont aux intersections de quatre
plans formant un prisme iétraédre complet. '

66. On comprend aisément, d’aprés cela, ce que nous voudrons
dire & l'avenir, lorsque nous parlerons des plans de szmzlzluda,
tant internes qu’externes, de trois cylindres ayant leurs axes pa=
ralltles ; et on voit en méme temps que ces plans sont au nombre
de quatre , dont trois internes et un seul externe,

§. IIL
Des axes et plans radicevs.

67. LEMME. Si deux sphéres sont respectivement inscrites &
deux cbnes de méme sommet  de telle sorte que . les arétes des
deuz cénes, terminées & leurs lignes. de contact avec les sphéres,
soient dgales de part et dautre ; qud,que soit le systéme des deuw
sphéres , elles auront toujours le méme plan radical , passant par
le sommet commun des deux cones.

Démonstration. Soit S (fig. 6 ) le sommet commun_des deux
cones; et concevons que le plan de la figure soit, celyi de leurs
axes. Soxent A, A’ les points ot ce plan coupe les lignes de contact
des spheéres, dont nous supposons les centres en G, C/. A cause
des tangentes égales SA., SA’, le point S est (20) un des points
de Taxe radical des cercles résultant dela section des deux sphéres;
et par conséquent la perpendiculaire SO sur. C.C' est laxe radical
de ces deux cercles,
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H reste présentement i faire voir que pourvu qu'on ait cons-
tamment SA=S8A’, quels que soient d’ailleurs les deux cercles,
Yaxe radical SO demeurera invariable. Or, c’est une chose facile

s . . s¢ s
a apercevoir. En effet, quels que soient ces deux cercles YRR,

seront constans ; et il en sera donc de méme du rapport de ces

deux fractions , lequel , A cause de SA==SA’, se réduit simplement &
SC

S0 ©° dernier rapport étant donc constant ; CC! sera constam-
ment paralléle 3 elle-méme ; elle sera donc aussi constamment
perpendiculaire 4 la droite fixe SC qui sera ainsi l'axe radical
commun & tous les systémes de deux cercles qui pourront étre
décrits sous les conditions prescrites.

Donc aussi le plan perpendiculaire & celui de la figure, conduit
par la droite fixe SO sera le plan radical commun & tous lés sys-
témes de deux sphéres inscrites respectivement aux deux cones,
de telle sorte que leurs lignes de contact soient a la méme distance
du sommet commun S; ce qui démontre la proposition annoncée.

68. A l'avenir , nous appellerons plan radical de deux cénes de
méme sommet le plan radical commun 4 tous les systtmes de spheres
inscrites aux deux cénes de telle sorte que leurs lignes de contact
avec [es deux cénes soient & une méme distance quelconque de
deur sommet commiun. Lintersection de ce plan avec eelui des
axes sera ce que nous- app@lerons ’axze radical des deux cbnes.
Il est aisé de voir que, lorsque les deux cones se touchent ou se
coupent , leur plan radical n’est autre chose que leur plan tangent
commun ou ¢elui de leurs communes sectians.

69. THEOREME. §:, par le sommet commun de deux cénes,
on méne arbitrairement une droite dans leur plan radical ; et que
par ceite droite on conduise des plans tangens aux deuz cbnes ,
les lignes de contact de ces plans feront des angles dgauz avce
la droite dont il s’agit; et réciproguement , si les lignes de contact
de deux plans respectivement tangens & deux cdnes de méme som-
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met font des angles égaux avec Uintersection de ces deux plans
cetle inlerseciion sera siluée sur le plan redical des deux
cdnes.

Démonstration. Soit C le sommet commun des deux cénes, et
soit P un autre point quelconque , extérieur & l'un et a Pautre.
Par CP soient conduits respectivement des plans tangens aux deux
cones; soient inscrits 2 ces mémes cOnes deux spheres telles que
les distances de leurs lignes de contact au sommet commun soient
égales & CP ; ces lignes de contact couperont celles des plans tan-
geris; soit A T'une des intersections sur ’'un des cones , et A’lune
~des intersections sur l'autre cbne ; on aura par construction CA
=CA/=CP ; et les droitess PA , PA’ seront des tangentes aux
deux spheres. ' .

Cela posé, suivant que ces tangentes PA, PA’ seront égales ou
inégales , le point P sera ou ne sera pas (42) dans le plan radical
des deux sphéres, qui est aussi celui des deux cbénes et récipro-
quement; et conséquemment CP sera ou ne sera pas sur cé plan ;
mais, suivant que les mémes circonstances auront ou n’duront pas
lieu, les triangles isoctles ACP , A/CP auront leurs bases égales
ou inégales et réciproquement; donc enfin , suivant que CP sera
ou ne sera pas sur l'axe radical des deux cones, les angles PCA,
PCA’ seront égaux ou inégaux et réciproquement.

70. THEOREME. Les plans rodicaux des irois cdnes de mémé
sommel , pris successivemeni deux & deux , se coupent lows trois
suivant une méme droite. '

Démonstration. Soient C, C/, C/ les trois cones , X, X/, X#,
respectivement , les plans radicaux de G/, G#,de C7, G, de C, ¢/,
et soit O lintersection des deux premiers. Si par cette droite O
on mene respectivement des plans tangens aux trois cénes ; ces
plans détermineront sur eux trois lignes de contact T, T/, T#;
et par ce qui vient d’étre dit (69), I'angle de O avec T/ sera égal
aux angles de la méme droite avec T, T/ ; ces deux derniers
seront domc anssi égaux entre eux ; O est donc aussi sur X/ ;
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et par conséquent X, X/, X/ se coupent suivant une méme droite,
comme l'annonce le théoréme,

71. Nous appellerons & V'avenir axe radical de trois cénes de méme

sommet, la commune section des plans radicaux de ces trois cones
pris successivement deux & deux.

72. En considérant les cylindres dont les axes sont paralléles
comme des cnes qui ont un méme sommet infiniment éloigné ,
on est conduit A appeler axe radical des deux cylindres , une
parallele & leurs axes situés dans le plan de ces axes, de telle
mani¢re que la différence des quarrés des distances de cette droite
aux axes des deux cylindres est égale & la différence des quarrés
de leurs rayons. On appellera pareillement plan radical des -deux
mémes cylindres le plan perpendiculaire & celui de leurs axes con-
duit par leur axe radical. Si les cylindres se touchent ou se coupent,

leur axe radical n’est autre chose que leur plan tangent commun ,
ou celui de leurs communes sections.

~Au moyen de ces définitions , et de ce qui a été établi (69, 70),
nous aurons les deux théorémes suivans ;

73. THEOREME. Les lignes de - contact avec deuwx cylindres,
dont les axes sont paralléles, de deux plans tangens qui partent
dune méme droite paralléle & ces axes, tracée comme Ion voudra
sur le plan radical des deux cylindres , sont égaler}zent distantes
de cette droite; et réciproquement , si les lignes de contact des
plans tangens aux dewx cylindres sont dgalement distantes de
l intersection de ces plans , cetie intersection sera sur le plan radical
des deux cylindres. .

74. THEOREME. Les plans radicaux de trois eylindres, dont

les axzes sont paralléles , pris successivement deux & deux , se
coupent tous trois suivant une méme droite,

75. Nous appellerons & I'avenir axe radical de irois cylindres,
dont les axes sont paralléles, la commune section des plans radi-
caux de ces trois cylindres, pris successivement deux i deux.

SECTION
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SECTIQN 1V,
Propriétés des cercles sur la- sphére.

§ L
Des pdles et arcs polaires.

76. Nous appellerons & Vavenir pdles conjugucs d’'un cercle de:
la spheére les deux points de sa surface ol elle est rencontrée par
deux polaires conjuguées d’un coéne qui , ayant son sommet au
centre de la sphére, passera par ce cercle, Si, par I'un.quelconque
de ces deux péles, on conduit un arc de grand cercle , perpen-
diculaire & celui qui les contient tous deux ; nous dirons que Pautre
point est le pdle de cet arc, que nous appellerons, a linverse,.
Yarc polaire de ce point.

77. THEOREME. Le pble dun arc de grand cercle est Ik
commune - section des arcs de grands cercles joignant les pornts
de contact de tous les angles sphériques circonscrits qui ont leur
sommet sur cet arc; et réciproquement , larc polaire d'un point
est le lieu géométrique des sommets des angles sphériques eircons
crits , de maniére queles arcs de grands cercles qui joignent leurs
poinis de contacts , passent par ce point.

Démonstration. Cest une suite évidente de ce qui a été dit ci-
dessus (54).

78. En supposant le rayon de la sphire infini, on . retombe
sur le théoréme démontré (5)..

Tom. XI.". 55
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& IL

Des centres et axes de similitude.

b}

~9. Nous appellerons 4 lavenir centre de similitude de deux
cercles de la sphere, le point de sa sarface ou elle sera rencontrée
par I'un des axes de similitude de deux cones qui, ayant leur
sommmet commun au centre de la sphére, passeraient par ces deux
cercles. Ce centre de similitude sera dit interne ou externe, sui-
vant que l'axe de similitude des deux cones, sur lequel il se trou-
vera situé , sera lui-méme interne ou externe. Si les deux cercles
sont 1'un hors de l'autre , leurs deux centres de similitude ne' seront
autre chose que les sommets des deux angles sphériques circonserits
_tapt intérieurement (_lu’extérieuremem aux deux cercles,

80. Comme deux grands cercles d’une sphere se coupent tonjours
en deux points opposés, il s’ensuit que deux cercles d’'une spheére
ont toujours , a proprement parler , deux centres de similitude
internes et deux centres de similitude externes, mais, pour plus de
simplicité , nous n’en considérerons qu'un seul de chaque sorte.

81. THEOREME. Les centres de similitude externes de trois cercles
d'une méme sphére, pris successivement deux & deux , sont tous
irois situés sur un méme arc de grand cercle 5 et chacun deux
se Irouve aussi sur un méme arc de grand cercle avec deux des
centres de similitude internes ; de telle sorte que ces six poinis
sont les intersections de quatre arcs de grands cercles formant un
quadrilatére sphérique complet.

Démonstration. Ce théoréme est une suite évidente de ce qui a
é1é dit ci-dessus (62).

82. Nous appellerons 3 Vavenir axe de similitude de trois cercles
d'une sphére , tout arc de grand cercle qui contiendra trois de
leurs centres de similitade ; cet axe de similitude sera dit exzerae,
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il contient les trois centres de similitude externes; il sera dit
interne , au contraire , il conlient un de ces centres, avec deux
des centres de similitude internes. Trois cercles d’une sphére ont
-done quatre axes de similitude : un externe et trois internes,

83, Au moyen de notre théoréme (81), et de ce qui a été ob-
servé (79) , rien ne sera plus aisé que d’assigner les centres de
similitude tant internes qu’externes de deux cercles d'une sphere ,
-dans toutes les situations ol ces cercles pourront se trouver l'um
par rapport & l'autre. On pourra donc aussi, sans plus de difficulté,
construire les quatre axes de similitude de trois cercles quelconques
d’'une sphere, et cela par un procédé tout-d-fait analogue & celui
qui a été indiqué (14, 15).

84. Si Ton suppose que le rayon de la sphére devient infini,
on retombe sur le théoréme déja démontré (12),

§. ML,
Des centres el axes radicauz.

B5. Nous appellerons & Vavenir cenire radical de deux cercles
«d’une sphére , le point ol sa surface est rencontrée par l'axe ro-
dical de deux cdnes qui , ayant leur sommet commun au cenire
de cette sphére, passeralent par ces deux cercles, L’aze radical
des deux mémes cercles sera l'arc de grand cercle perpendiculaire
4 celui qui joint leurs pdles, conduit par leur centre radical ; c’est
¢videmment (68) l'intersection de la surface de la sphére avee le
plan radical des deux cdues. Il est dailleurs facile de voir que,
Jorsque les deux cercles se touchent ou se coupent, leur axe ra-
dical n’est autre chose que l'arc de grand cercle qui les touche
tous deux ou qui.passe par leurs intersections,

8C. ZHEQOREME, Les arcs de grands cercles tangens & dens
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cercles d'une sphére , menés de tous les points et des seuls poinis-
de leur axe radical ; et terminés & leurs points de contact., sont
de méme. longueur.

Démonstration. Clest une suite évidente de ee qui. a été de,-‘
montré ci-dessus. (69g).

87. THEOREME. Les. oxes radicavz de trois cercles de la
sphére , pris successivement deux & deux , se coupent tous. trois
au méme. point.

Démonsiration. Clest. une suite évxdente de ce qui a été démontré
ci-dessus (70).

88. Nous appellerons a 'avenir. centre. radical de trois cercles.
d’une sphére , le point de concours des axes radicaux de ces trois
cercles pris successivement deux i deux. On congoit que ces. trois
cercles doivent aussi se couper. en un. p\oint‘app‘osé de la sphere ;
de maniére qu’ad proprement. parler , les trois mémes cercles d’une
sphére ont deux centres. radicaux situés aux deux extrémités d’un.
méme diamétre. de cette spheére.

89. Au moyen de notre théoréme (87):, et dé ce qui-a- été ob—-
servé (85), rien ne sera plus aisé que d’assigner l'axe radical de
deux cercles de la sphére, quelle que puisse étre d’ailleurs leur.
situation respective. On pourra donc aussi, sans.plus de difficulté,
construire le centre radical de trois cercles de la sphére, de quel-.
que maniére d’ailleurs que ces .cercles puissent étre posés-l'un par
rapport a lautre; et cela par.des procédés tout-i-fait analogues &
ceux qui ont été indiqués (23, 24"

9o. Si l'on suppose le rayon de la sphére infini, lés théorémes
que nous venons d’énoncer (86, 87) deviénggnt précisément ceux .
qui ont été démontrés ci-dessus (20, 21).

SECTION
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SECTION V.

Théorémes et problémes sur les contacts,

§ L

Contacts des cercles, et eercle tangent & trois autres sur un plan,

o1. Nous appellerons & Tavenir polaires de similiiude de deux
cercles , deux droites ayant pour péle commun , par rapport
ces deux cercles, I'un de leurs centres de similitude ; ces polaires
seront dites d’ailleurs Znternes ou” externes , suivant (iue le centre
de similitude qui en sera le pdle commun sera lui-méme interne

gu externe.
g92. Chacun des deux centres de similitude de deux cercles

étant (g) un point & la fois semblablement situé par rapport a ces .
deux cercles ; et les polaires des points homologues étant évidem<
ment des droites homologues; il s’ensuit que les polaires de simi~
litude , soit internes soit externes , de deux cercles sont des droites
semblablement situées par rapport a ‘ces deux cercles ; clest-3—
dire , des droites dont les distances aux centres des deux cercles
sont resﬁectivement proportionnelles a leurs rayons. C’est d’ailleurs
une chose que l'on parviendrait aisément a établic d’'une maniére
directe.

93. THEOREME. Dans tout systéme de deuz cercies, les po-
laires de similitude internes sont également distantes des polaires
de similitude externes , de telle sorte qu'tl existe une méme per-
pendiculaire & la droite qui joint les centres également distans
des unes et des autres.

Démonstration, Soient ¢, ¢/ ( fig. 7, 8 ) les centres de deux

Iom. XI, n.°1l, 1.°F qodt 1820, 6
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cercles dont les centres de similitude , interne et externe , soient
respectivement I, E, et dont les polaires de similitude coupent la
droite qui joint les centres; savoir : les internes en 7, i, et les
externes en e , ¢. D’aprés la sitnation de ces différens points,

nous aurons (1), en désignant par R , R’ les rayons des deux
cercles '

¢:R::R:c1, c’z”:B’n;:R’:c/I,
ﬁ:ce:ECE:R : B¢l ::¢'E R
doli, en multipliant par ordre , et réduisant,
ci:ce::cE:cl c’i’:a’e’::c’@:c’l;
de la on tire
ci—ce:cB—cl::ci:cE ;  #itcle : /Edel:ieli i /B
<'est - & = dire ;
ei:EBl::ci:cEy | & El:i:clil :E
mais on a aussi (1, Q)
¢d:R:: R : .,
R : c’l‘:: i R,
JL:R::cl:R ;
R :cE:: R :c/E;

d'od, en multipliant par ordre et réduisant,
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ct:cE:: ¢t :¢/E ;
la comparaison de cette proportion avec les deux précédentes donne
er:El::e/i/: EI ;

donc e/=e¢/i/ ; d'olt on peut conclure encore e’=¢/i, Donc , si O est
le milieu de 77/ , ce sera aussi le milieu de ¢¢/ ; et par conséquent la
perpendiculaire conduite par O, a la droite qui joint les centres,
sera a la fois également distante et des deux polaires de simiiitude
internes et des deux polaires de similitude externes.

94. THEOREME. La perpendiculaire & la droite qui jointles
centres de deux cercles , qui est & la fois également distante de
leurs polaires de similitude internes et de leurs polaires de simi-
litude externes , n'est autre chose que l'axe rzdz'cal de ces devx
cercles.

Démonstration. On a, par ce qui précdde,

R*=ce .cE=ce(cc/+cE) ,

Rir=cle! cBE=cle!(cE—cc’) 5

donc

—Rr=cc!(ce-}c'e’)+¢'E . ce—cE . /e’

mais, parce que les points e, ¢/ sont homologues dans les deux

cercles ; et que le point E est homologue par rapport & fous
deux , on doit avyoir

cE:c/E::ce:cte
don
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¢E.ce/=cE , ce ;
donc, on aura simplement,
R*—Rrr=cc/(ce4-c'e’)
mais , a cause de Oe=O0¢/, on a

cetc'e/=(0etce)—(0e/—c’e’) ,
ou
cet-c’e’=0c—0¢ ;
on a d’ailleurs
cc’/=0c+4+0¢’ ;
donc enfin

R*—R*=(0c+}0¢)(0c—0c’)=0c"—0c" ;
donc enfin (18) la perpendiculaire menée par le point O 2 la droite
qui joint les centres est P'axe radical des deux cercles.

95. Voila donc une maniere fort simple de construire I'axe ra-
dical de deux cercles , lorsqu’on connait déja leurs polaires de
similitude , soit internes, soit externes.

96. THEOREME. Laze radical de deux cercles est placé, par
rapport & tout cercle qui les touche lous deux , de la méme ma-
nidre que le sont, par rapport & ces deux cercles, leurs polaires
de similitude 5 savoir : leurs polaires de similitude externes , si
le troisiéme cercle touche les deux autres de la méme maniére,
et lcurs polaires de similitude internes, si, au contraire , ce troi-
siéme cercle touche les deux autres d'une maniére différente. D%ou
il suit que laxe radical de deux cercles est une droite sembla-
blement placée par rapport @ tous les cercles qui les touchent
tous deux; pourvu que chaque cercle soil toujours touché de la méme
maniére par tous ceuz-ld.
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Démonstration. Soit C le centre d’un cercle touchant dc la méme
mani¢re ( fig. 9, 10, 11, 12 ) et d'une maniére différente ( fig.
13, t4), en ¢z, 2/ deux autres cercles dont les centres sont ¢, ¢/,
et dont le centre de similitude externe est E (fig. 9, 10, 11, 12},
ou dont le centre de similitude interne est I (fig. 13, 14 ).

Les points #, #/ étant (g) des centres de similitude, de méme
dénomination ( fig. 9, 10, 11, 12 ) et de dénomination contraire
(fig. 13, 14); ces points doivent se trouver , avec le point E
(6g. 9, To, 11, =) et avec le pomt 1 ( fig. 13, 14), sur
une méme ligne droite , qui n’est autre (13) que axe de simi-
litude externe ( fig. 10, 11, 12 ) ou 'un des axes de similitude
internes (fig. 9, 13, 14 ) de nos trois cercles; et qui doit con=-
séquemment (13) étre semblablement placée par rapport & ces trois
cercles ; donc, le péle P de cette droite, par rapport au cercle
touchant, doit étre placéd , &4 l'dgard de ce cercle, de la méme
maniére que le sont les poles p , p/ de la méme droite , par rapport
aux cercles touchés, relativement & ces derniers. D’un autre cété,
le péle P est (20) un point de l'axe radical des deux cercles
touchés; et les points p , p/ sont tespectivement (7) des points
des polaires de similitude de ces deux cercles. Or , lorsque , par
des points homologues de plusieurs figures semblables , on méne
des droites qui font des angles égaux avec des droites homologues
de ces figures, les droites, ainsi menédes sont elles-mémes homo-
logues ; pnis donc que l’'axe radical et les deux polaires, comme
droites paralltles, font des angles égaux avec la droite 7#/, homo-
logue & la fois par rapport & nos trois cercles, et qu'ils passent
cspectivement par les points homologues P, p, p/, il sensuit
gne l'axe radical des deux cercles touchds est situd , par rapport
au cercle touchant, de la méme maniére que le sont, par rapport
aux deux autres, leurs polaires de similitude respectives.

97. Nous appellerons & lavenir pdle de similitude d’un cercle ,
dans le systéme de trois cercles, le péle de 1'un quelconque des
axes de similitude de ces trois cercles , pris par rapport & ce cercle.
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Chacun des cercles du systtme a donc ainsi quatre poles de simi-

litade ; savoir ;: un eaterne, un interne et deux mixztes.

08. Il est aisé de voir que I’un quelconque de ces podles, pour I'un
quelconque des trois cercles , est tovjours (7) lintersection de
deux polaires de similitude obtenues pour ce cercle , en le com-
parant tour & tour aux deux autres. Ces polaires sont au nombre
de quatre ; paralltles deux i deux, et formant ainsi un parallé~
logramme , dont les sommets sont les quatre pdles dont il sagit. Le
pole de similitude externe est l'intersection des deux polaires de
‘similitude externes; le péle de similitude interne est l'intersection
des deux poélaires de similitude internes; enfin , chacun des poles
de similitude mixtes est l'intersection d’'une polaire de similitude
externe et d'une polaire de similitude interne.

00. Pour pouvoir désigner et différencier commodément entre

eux ces divers pdles , nous adopterons les notations suivantes @
soient ¢, ¢/, ¢/’ les trois cercles;

1.> Nous aurons, pour ¢ comparé & ¢/, une polaire de simi-
litude externe , que nnus désigqerons par (c., ¢/) et une polaire
de similitude interne que nous désignerons par (c; , ¢/). Nous
aurons de méme , pour ¢ comparé & ¢/, une polaire de similitade
externe , que nous désignerons par (e, , ¢/) , et une polaire de si-
militude interne que nous désignerons par (¢;, ¢//).

2.° Nous aurons, 'pour ¢’ comparé a ¢/, une polaire de simi=
litude externe, que nous désignerons par (¢/,, ¢/#), et une polaire
de similitude interne , que nous désignerons par (¢/;, ¢/). Nous
aurons de méme , pour ¢/ comparé 4 ¢, une polaire de similitude
externe , que nous désignerons par (¢/,, ¢), et une polaire de si=
militude interne , que nous désignerons par (¢/;,¢).

3.° Nous aurons enfin, pour ¢/ comparé 4 ¢, une polaire de
similitude externe, que nous désignerons par (c”;,,c), et une po-
laire de similitude interne, que nous désignerons par (¢//;, ¢). Nous
aurons de méme , pour ¢/ comparé a ¢/, une polaire de similitude
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externe , que nous désignerons par (¢/,, ¢/) , et une polaire de
similitude interne, que nous désignerons par (¢//;, /).

On voit, d’aprés ces notations , que , par exemple , les quatre
polaires pour ¢ seront

(cer ), (Cere?), (eiy¢), (cire?);

et il en sera de méme pour les deux autres cercles.

Pour designer un pdle de similitude, ou Vintersection de deux
polaires de similitude, relatives & un méme cercle, nous sépare-
rons par une virgule les symboles qui désigneront ces deux po-
laires , en renfermant le tout entre deux crochets; aimsi, par

exemple , les quatre podles de similitude relatifs 3 ¢ seront désignée
comme il suit,

[(ces )5 (ccs €],
[leis €) s (s )]
[lees e) 5 (e e,
[Cis ey (ccs &)1

et il en sera de méme des autres.

Nous continuevons enfin 4 désigner par E, E/, E/, les centres
de similitude externes, et par I, I’, 17 les centres de similitude
internes respectivement relatifs & ¢/ et ¢/, ¢/ et c, c et/ et
nous désignerons les axes de similitude par les trois lettres qui
représentent les centres qui s’y trouvent situds, écrites de suite et
renfermées entre deux parenthéses , en cette maniére (EE/E”),
(EV1vy , (IEAY) , (IVE/),
~ Rien ne sera plus aisé, d’aprés cela, que de former le tablean
des péles de similitudes qui , pour chaque cercle, répondent 3 chacun
de ces axes : voici ce tableau,
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(EEE");[(¢e, '), (s e, [(eer ), (e )], [0 ) (s €]
BV el(es, €) 5 (care)] [(¢er€) 5 (i, 0015 [ €) 5 (e )]
(AET7) 5wl ¢y (cer )], [(e%iy €75 (¢/5y 03] 5 Lee s €) 5 (¢35 €D ]
(AVE") 5ullee, €), (e;5¢)], [(e;5 €7) 5 (e, )], [(e7;5 €), (156D

100. THEOREME. Dans le systéme de trois cercles, les pbles
de similitude relatifs & chaque axe de similitude sont des points
semblablement placés par ravport & ces trois cercles.

Démonstration. Nous avons déji vu (13) que chacun des axes
de similitude du systtme de trois cercles est une droite a la fois
semblablement située par rapport a ces trois cercles ; et comme
il est d’ailleurs évident que les péles des droites homologues, sont des
points homologues, la proposition se trouve aiusi démontrée.

101. On peut, en général, concevoir huit cercles qui touchent
3 la fois les trois mémes cercles donnés. Pour rendre la chose
évidente , prenons un cas fort simple ; concevons que ces trois
cercles, de méme rayon, aient leurs centres situés aux trois scm-
mets d’un triangle équilatéral, et soient extérieurs les uns aux
autres. 1.° On pourra concevoir deux cercles dont I'un les touche
tous. trois extérieurement, tandis que l'autre les enveloppera tous
trois ; cela ne se pourra que d’une maniére unmique ; et , dans
Yun et dans lautre cas, les trois cercles se trouveront touchés de
la méme maniére par le quatrieme. 2.° On peurra concevoir deux
cercles , dont l'un touche deux des cercles donnés extérieurement
et enveloppe le troisiéme ; tandis qu'au contraire , 'autre enveloppera
les deux premiers, et touchera le troisiéme extéricurement ; mais
ici, chaque cas pourra arriver de trois maniéres différentes , ce

quien fera six, dans chacun desquels deux cercles seront touchés
de
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de la méme  manitre, et le troisitme d’une manidre différente ;
on aura donc, en effet, huit cercles tangens i la fois aux trois
cercles donnés,

Mais il faut remarquer que ce nombre de huit pourrait se trouver
réduit,, dans' certains cas, d’aprés la grandeur et la situation res-
pective des cercles donnés. Il pourrait méme se faire qu’aucun
cercle ne put les toucher tous trois; et c'est, par exemple, ce
-qui arriverait si, ces trois cercles étant inégaux, le plus petit se
trouvait intérieur au moyen, et celui-ci au plus grand.

102. THEOREME. Le centre radical de trois cercles est si-
tué, par rapport & un quatriéme cercle qui les touche tous trois,
de la méme maniére que le sont , par rapport & ces cercles’, leurs
poles de similitude respectifs 5 savorr : les pbdles relatifs & laze
de similitude externe , si les trois cercles sont touchés de la méme
maniére par le quatriéme ; et les pbles relatifs & l'un des axes de
similitude internes , si lVun des cercles n’est pas tauché de la méme
mantére que les deux autres ; pourvu que , dansce dernier cas, on
choisisse celui des ames de similitude qui - contient le centre de
similitude externe des deux cercles touchés de la méme manitre
 par le quatriéme cercle.

Démonstration. Soient ¢, ¢!, ¢/ les trois cercles touchds , C
le cercle touchant , X/, X/ les axes radicaux de ¢ et ¢/, de ¢ et
¢/, respectivement; soient de P]us a’/, 2/’ les polaires de ¢ rela—
tives & la nature du contact , ‘soient enfin p le péle de ¢ et P
le - centre radical des trois cercles; de maniére que p soit Pinter-
séction de 27/, 2/ et P .celle de X/, X”. Draprés ce qui a été
démiontré (g6) z/, X/ sont des lignes homologues de ¢ et C;et
il en est de méme de 2/, X#; donc le point P, intersection de
X’ et X/, est placé, par rapport 3 C, de la méme maniére que
Vest ;- par rapport 3 ¢, le point p d'intersection de 2/, 2/ ; et on
démontrerait la méme. chose des péles de ¢/, ¢/ -

103. Non seulement le centre radical P et le péle p de ¢ qui
convient & la situation de G, sont deux points semblablement si~

Tom. XI. 7
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tués par rapport aux deux cercles G , ¢ ; mais ils sont de plus
semblablement situés par rapport 4 la droite qui joint les centres
de ces deux cercles, laquelle est une droite homologue dans I'un
et dans l'autre. Cela est évident , puisque- les deux droites qui,
par leur intersection, déterminent le premier de ces points, sont
respectivement paralléles & lears homologues , dont lintersection
détermine le dernier ; de maniére que les droites homologues ,
dans les deux systémes, font des angles égaux, soit avec la droite
qui joint les centres , soitavec la tangente commune ; droites homo-
logues communes des deux cercles.

- 104. T HEOREME. La droite qui joint le centre radical de
trois cercles @ l'un quelconque des quatre pbles de similitude de
lun quelconque de ces trois cercles contient aussi les points de
contact de ce cercle avec deux des huit cercles qui touchent & la
Jois les trois cercles dont il s'agit ; savoir : avec les deux cercles
qui les touchent tous irois de la méme maniére , si le pdle est
lintersection des deux polaires de similitude externes ; avec les
deux cercles qui touchent celui-ld autrement que les deuz autres,
si le pdle est lintersection des deux polaires de sirhilitude in-
ternes; et enfin avec deuz cercles qui touckent celui-ld de la méme
manigre que lun des deux autres , et le troisiéme d'une maniére
différente , si le ple est Pintersection d'une polaire de similitude
interne avec une polaire de similitude externe.

’Dyémonstmtian. Soient ¢, ¢/, ¢/ les centres des trois cercles dont
il s'agit , P leur centre radical , C le centre d’un cercle qui les
tqucl{xe tous trois d'une maniére quelconque; 2, #, 2/ ses points
de contact respectifs avec eux, et enfin p, p/, p/ leurs poles de
similitude respectifs , déterminés conformément 4 la maniére dont
ils sont touchés par le cercle dont le centre est C.

" Si nous menons la droite Gc; qui contient le point £, ainsi que
les droites /P , 1p ; parce que P, p sont semblablement placés
(103) par rapport aux droites homologues ¢C, 7, les angles C/P
et ctp devront étre égaux ; puis donc que 2C et f¢ ne forment
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gu'une seule ligne droite , il en devra étre de méme de /P et ip;
c’est-a-dire , que le point # sera en ligne droite avec les points P,
p- On prouvera, par un raisonnement semblable, que les points
t/ , ¢ sont respectivement sur Pp/, Pp.

105. Les deux. polaires de similitude , dont l'intersection déter-
mine le point p, ont leurs polaires respectivement paralléles et cor~
respondantes , relatives & ¢/, ¢/, lesquelles, prolongées s7il est né-
cessaire , concourent en un certain point ¢ ; de sorte que les deux
points p, g sont des sommets opposés d’un parallélogramme , formé
par ces quatre polaires. Mais les axes radicaux X/, X7, dont le
point P est lintersection, sont respectivement paralltles aux e6tés
de ce parallélogramme, et ne sont autre chose (94) que les droites
qui joignent les milieux de ses c6tés opposés; le point P, inter-
section de ces deux droites, est doncle centre de ce méme parallélo-
gramme , et est par conséquent sur une méme-ligne droite avec
les points p, ¢ ; puis donc que. le point 7 est en ligne droite avec
les points P, p, il sera également en ligne droite avec les points p, ¢.

106. PROBLEME. Décrire , sur un plan, un cercle qui touche
2 la fors irois cercles donnés?

Solution. Déterminez , pour 'un quelconque des cercles donnéds;
ses polaires de similitude avec les deux autres ; ayant soin de prendre
la polaire externe pour les cercles qui doivent étre touchés de Ia
mémg maniére , et l'interne pour ceux qui doivent étre touchés
d’une maniére différente par le cercle cherché. Ces polaires se cou-
peront en un certain point ; et les polaires homologues relatives
aux deux autres cercles, et respectivement parall¢les & celles-13,
se couperont en un second point. En joignant ces deux points par
une droite, cette droite coupera le premier des trois cercles donnés
aux points ol il devra éire touché par deux cercles dont chacun:
touchera 4 la fois les trois cercles de la maniére que vous vous
serez proposée. En faisant les mémes opérations relativement & chacun
dcs deux autres cercles , on déterminera pareillement leurs points
de contact avec les deux cercles cherchés ; de sorte que le pro~
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bleme se trouvera réduit i celui ol il s'agit de faire passer un cercle
par trois points donnés. '

On pourra méme se contenter de chercher les- points de contact
des cercles cherchés avec deux des cercles donnds seulement ;
attendu qu’en menant des. rayons & ces points, ils détermineront,
par leur concours, les centres des cercles cherchés.

Pour chacune des quatre manidres dont on voudra que le cercle

cherché touche les trois cercles donnés, on trouvera deux cercles

qui résoudront le probléme ; ce qui fera huit solutions en
tout.:

Cette solution est exactement celle qui a été donnée par M.
Gergonne , dans les Mémoires de Turin.

Autrement. On peut aussi se borner 4 chercher , pour chacun
des trois cercles donnés, le péle de similitude qui convient 2 la
maniére dont on veut qu’ils soient touchés par le cercle cherché ,
ainsi- que le centre radical des trois cercles. En joignant ce dernier
point & chacun des trois autres par des droites , ces droites , par
leurs intersections respectives avec les cercles donnésg, détermine~
ront sur ces cercles les points ot ils devront étre touchés par les
deux cercles remplissant’les conditions du probléme particulicr qu'on
se sera proposé.

‘Cette nouvelle solution est celle que M. Gergonne a donnée-en
Yendroit cité des Annales de mathématiques ; elles résultent évi-
demment , l'une et Yautre , de ce qui a été dit ci-dessus (104
et 105).

107. Si quelques-unes des droites qui doivent déterminer , sur
les cercles donnés, leurs points de contact avec le cercle cherché,
au lieu de couper ces cercles, leur étaient simplement tangentes
ou méme ne les rencontraient pas , le nombre des solutions du
probléme s’en trouverait d’autant diminué, et pourrait méme, dans
certains eas , devenir tout-a-fait nnl.

108. Les points et les droites n'étant que des cercles dont le

rayon est nul ou infini, on sent quil suffira de faire subir quel-
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ques légires modifications & ces solutions pour en déduire celles

des dix problémes d’Apollonius., résolus pour la premidre fois par
Vitte.

§ IL.

Contacts des sphéres, et sphire tangente & quatre autres dans
Pespace.

109. Nous appellerons & Yavenir plans polaires de similitude de
deux sphéres, deux plans ayant pour pdle commun, par rapport
3 ces deux sphéres, Pun de leurs centres de ‘similitude ; ce sont,
en d'autres termes , les lieux géométriques des polaires de  simili~
tude de tous les systémes de deux' cercles résultant de la section
des’ deux spheres par des plans passant par la droite qui joint
leurs centres.

110, On voit par la; et par ' ce qui a éié dit (91 ; 92), qua
deux ‘?sph\éres ont toujours. deux systémes: de " deux plans polaires
de similitude ; savoir, des externes et des internes; et que les uns
comme les autres sont semblablement situés par rapport aux deux

- sphéres. On 'peut aussi de 14 , et de ce-qui a été dit (93, 94),"
donclure le théoréme suivant :

111. THEOREME. Dans tout sysibme de deux sphéres , les
plans polaires de similitude internes sont également distans des
plans polaires de similitude externes ; de telle sorte qu'il existe un
méme plan , perpendiculaire & la droite qui joint les cenires égake-
ment distans des uns et des autres; et ce plan n’est autre chose
gye le plan radical des deux sphéres.

112. THEOREME. Le plan radical de deux sphéres est placé,
par rapport ¢ toute sphére qui les touche toutes deux ,de la méme
maniére que le sont, par rapport & ces deux sphéres, leurs plans
polaires de similitude; savoir , leurs plans polaires de similituda
externes , si la iroisiéme sphére touche les deux autres de la
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méme maniére , et leurs plans polaires de similitude internes
¢, au contraire , celfe troisiéme sphire touche les deux autres
d'une maniére différente. D'ow il suit que le plan radical de deus
sphéres est un plan semblablement situé par rapport & toutes les
sphéres qui les touchent toutes deux ; pourvu que chagque sphére
soit touchée de la méme maniére par toutes celles-la. '
Démonsiration. Si, par les centres des trois sphéres , on fait
passer un plan , ce plan sera évidemment semblablement placé
par rapport aux trois sphéres, et il en sera de méme des cercles
résultant de la section. De plus, lintersection de ce plan avec le
plan radical des deux sphéres touchédes, axe radical des sections
circulaires de ces sphéres, se trouvera située , par rapport i la sec~
tion circulaire de la sphére touchante (g6), de la méme maniére
que le seront les intersections du méme plan avec les plans
polaires de similitudé¢ des spheres touchées, lesquelles intersections
ne sont autre chose que les polaires de similitude des sections
~ ¢irculaires de ces sphéres. Ces polaires de similitude et I'axe ra-
“dical seront donec treis droites paralléles semblablement situées dans
des sections homologues des trois sphéres ; les plans polaires d‘g
similitude et le plan radical , qui sont trois plans paralléles,'pasf
sant par ces droites , . sont donc des plans homologues par rapport
aux trois sphéres. _ ' ’

- 113. Nous appellerons 3 Vavenir polaire de similitude d'une
sphére, dans le systtme de trois sphéres, la polaire conjuguée
de l'un quelconque des axes de similitude de ces trois spheres,
prise par rapport & cette sphére. Chacune des sphéres du systeme
a donc quatre polaires de similitude; savoir : une exlerne , - une
interne et deux mixtes.

114 Il est ais¢ de voir que l'une quelconque de ces polaires,
pour lune quelconque des trois spheéres , est toujours a Pinter-
section de deux plans polaires de similitude obtenus, pour cette
sphére , en la comparant tour & tour aux deux autres. Ges plans
polaires sont au nombre de quatre, paralléles deux & deux, et
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formant ainsi un prisme tétraédre indéfini, dont les quaire arétes
sont les quatre polaires dont il s’agit., La polaire de similitude ex-
terne est l'intersection des deux plans polaires de similitude externe.
La polaire de similitude interne est intersection des deux plans
polaires de similitude internes ; enfin, les deux polaires de simi-
litude mixtes sont lintersection d’un plan polaire de similitude ex-
terne avec un plan polaire de similitude interne.

t15. Dans le systéme de irois sphires , les polaires de simili-
tude relatives & chaque aze de similitude sont des droites sembla-
blement situées par rapport @& ces trois sphéres.

Démonstration. Nous avons déja va (37) que chacun des axes
de similitude du systtme de trois sphéres est une droite 3 la fois
semblablement située par rapport & ces trois sphéres; et, comme
il est d’ailleurs évident que les polaires des droites homolegues
sont elles-mémes des droites homologues, la proposition se trouve
ainsi démontrée. ;

116, Des considérations analogues & celles que nous avons ddve-
loppées ci-dessus (101) prouvent que les sphéres, en nombre in-
fini, qui peuvent toucher i la fois les trois mémes sphéres données,
peuvent se trouver dans huit cas distincts, Dans les deux premiers,
les trois sphéres se trouveront touchées de la méme maniére : dans
les six autres , deux sphéres se trouveront touchées de la méme
maniére, ct la troisiéme d’une manidre différente.

117. THEOREME. L’axe radical de trois sphires est placé , par
rapport & toute sphére qui les touche toutes trois, de la méme maniére
gue le sont , par rapport & ces trois sphéres , leurs polaires de simi-
litude respectives 5 savoir : les polaires relatives 8 Uaxe de simi-
litude externe , si les trois sphéres. sont touchées de la méme
maniére par la quatriéme ; et les polaires relatives & lun des
axes de similitude internes , si Uune des sphéres n'est pas touchée
de la méme maniére que les deux autres ; pourvu que , dans ce
dernier cas , on choisisse celui des axes de similitude qui contient
le centre de similitude externe des deux sphéres touchées de la
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méme maniére par la guatriéme sphére. D'ow il suit que l'axe ra-
dical de trois sphéres est une droite semblablement située par rapport
& toutes les sphéres qui les touchent toutes trois ; pourvu yue

chacune des trois sphéres soit constamment touchée de la méme
maniére par toules celles-1d.

Démonstration. Soient s, s/, s// les trois sphéres touchédes, §
la sphére touchante, z, #/, #/ les points de contact respectifs,
x, a/,z" les polaires de similitude que I'on considére sur les trois
spheres touchdes, X l'axe radical de ces trois sphéres.

Les points 2, #, ¢/ étant (34) des centres de similitude , le plan
‘que Von conduira par ces trois points sera (30) un plan i la fois
semblablement siéqé par rapport aux quatre sphéres s, s, s, S;
les cercles ¢, ¢/, ¢/, G qu’il déterminera sur elles en seront done
"des sections homologues ; les péles p, p/, p”*, P des plans de ces
quatre cercles seront danc des points homologues des quatre sp’ﬁéres 5
or, il est aisé de voir (29) que p, p/, p” sont respectivement si-
tuds sur 2, 2/, 2/, et (46) que P est sur X ; ces quatre droites,
paralléles entre elles, passent donc par des points homologues’ de
quatre sphéres par rapport 3 un plan homologue commun ; elles
sont donc elles-mémes des lignes homologuesde ces quatre sphéres.

Si I'on conduit trois plans par la droite X et par chacune de
ses homologues 2, 2/, 2/ ; il est évidlent que ces plans contien-
dront les points #, #/, #/ homologues i la fois par rapport i la
sphére S et A chacune des spheres s, s/, s/ ; ees mémes plans
détermineront sur ces trois sphéres des sections circulaires , econte-
nant respectivement les points z, #,#/; or, comme ces plans sont
invariables quelle que soit la sphere touchante , il en résulte ce
théordme, déj2 démontré par M. Dupin, mais d’une maniére différente.

118. THEOREME. Toutes les sphéres qui touchent & la fois
Jes trois mémes sphéres donnédes ont leurs points de contact avec
chacune de ces Jerméres sur une méme section circulaire dont le
plan, perpendiculaire '& celui dés centres , passe par Uaxe radical
des trois sphéres et par Pune des polaires de similitude de celle

d’entre
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d’entre elles dont il s’agit , pourvu que toutes ces sphires touchent cons-
tamment chacune des Irois anires de la méme maniire, cf que
la polaire soit choisie conformément a la naiure du contact.

119. Soient respectivement ¢ , ¢/, ¢/ , Q les points ou le plan
conduit par 2, #, ¢/ coupe les droites z, 2/, a” , X ; il est
clair que ces points seront des points homologues de quatre sphéres,
et on voit de plus que Qg, Qg/, Qg” contiendront respective-
ment les points 2, ¢/, ¢/, leéquels sont en méme temps les points
de contact du cercle G dont il a été tout-a-I'heure question, avee
les cercles ¢ , ¢/ , ¢”. On démontrera facilement que ces points
7,9, g7, Q, homologues par rapport aux quatre cercles ¢, ¢,
¢’ , G sont, savoir; les trois premiers , les poles de similitude
des trois premiers de ces cercles, et le dernier leur centre radical.

120. Il ne sera pas plus difficile de démontrer que les centres
de toutes les sphéres d'une méme série , tangentes & la fois aux

_trois mémes sphéres , sont dans un plan mené perpendiculairement
4 P'un des axes de similitude des trois sphéres dont il s’agit, par
leur axe radical (*). Nous n’insistons pas sur toutes ces choses,.
parce que nous n’en ferons aucun usage pour I'vbjet que nous avons
principalement en vue.

121. Nous appellerons i I’avenir pdle de similitude d’une sphére,
dans le systtme de quatre sphéres, le pole de I'un quelconque des
plans de similitude de ces quatre sphéres , pris par rapport 3
celle-13. Chacune des sphéres du systéme a donc (40) huit poles
de similitude , savoir; un externe, un interne et six miztes.

122, Il est aisé de voir (28) que l'un quelconque de ces poles,
pour l'une quelconque des quatre spheres, est toujours l'intersec—

¢ Et, comme ces centres sont aussi sur le céne qui, ayant pour sommet
le centre de l'une des spheéres touchées , passerait par le petit cercle de cette
sphere qui contient ses points de contact avec les sphéres touchantes ; il s’ensuit
que le lieu de ces mémes centres est une section conique.

fLom. XI. 8
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tion de trois plans polaires de similitude obtenus pour cette sphire,
en la comparant tour & tour aux trois autres. Ces plans polaires
sont au nombre de six, paralléles deux 2 deux, et forment ainsi
un parallélipipede dont les sommets sont les huit poles dont il
s’agit. Le pole de similitude externe est l'intersection des trois plans
polaires de similitude externes; le pdle de similitude interne est
Tintersection des trois plans polaires de similitude internes ; et les
poles de similitude mixtes sont lintersection de deux plans po-
laires de similitude externes avec un interne , ou de deux internes
avec un externe.

123. Nous pourrions ici différencier entre eux ces différens
‘poles , en employant des notations analogues & celles dont nous
avons fait usage (99 et suivant); mais , comme cela ne saurait
offrir de difficulté , nous nous dispenserons de nous y arréter.

124. THEOREME. Dans le systéme de quaire sphéres , les
pbles de similitude relatifs & chaque plan de similitude sont des
points semblablement situés par rapport & ces quatre sphéres.

Démonstration. Nous avons déja vu (40) que chacun des plans
de similitude du systtme de quatre sphéres est un plan a la fois
semblablement situé par rapport & ces quatre sphéres ; et ,
comme il est d'ailleurs évident que les poles des plans homologues
sont des points homologues , la proposition se trouve ainsi dé-
montrée,

125. On peut, en général, concevoir seize sphéres qui touchent
a la fois les quatre mémes sphéres donnédes dans lespace. Pour
‘rendre la chose évidente, prenons un cas fort simple ; concevons
que ces quatre sphéres, de méme rayon , aient leurs centres situés
aux quatre sommets d’'un tétraddre régulier, et soient extéricures
les unes aux autres. 1.° On pourra concevoir deux sphéres, dont
I'une les touchent toutes quatre extérieurement , tandis que l'autre
les enveloppera toutes trois; cela ne se pourra que d’'une maniére
unique ; et, dans l'un et Pautre cas, les quatre spheéres se trous
veront touchées de la méme manidre par le cinqui¢me. 2.° On
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pourra concevoir deux sphéres dont l'une touche extéricarcment
trois des spheéres données et enveloppe la quatriéme, tandis que
l'autre, au contraire , enveloppera les trois premicres et touchera
la quatridme extérieurement; raais ici chaque cas pourra arriver
de quatre manicres différentes; ce qui en fera huit, dans chacun
desquels trois sphéres scront touchdes de la méme maniére, et ia
quatri¢me d’une mani¢re différente. 3.° Enfin, on pourra encore
concevoir une sphére qui touche extérieurement deux quelconques
des quatre sphéres données et enveloppe les deux autres; et six
sphéres pourront éire dans ce cas, ol deux des sphéres données
seront touchdes d'une méme maniére , et les deux autres d’une
manicre différente de celle-la. On aura donc , en effet , seizs
sphéres tangentes 4 la fois aux quatre sphéres données.

Mais il faut remarquer que ce nombre de seize pourrait se
trouver réduit, dans certains cas, d'aprés la grandeur et la situa-
tion respective des sphéres donndes. Il pourrait méme se faire
quaucune sphére ne piit les toucher toutes quatre; et c’est, par
exemple , ce qui arriverait si , leurs rayons étant tous inégaux,
elles se trouvaient, de la plus petite a la plus grande , intérieures
les unes aux autres,

126. THEOREME. Le cenire radical de quatre sphéres est
situé par rapport & une cinquiéme sphére , qui les touche toutes
quatre , de la méme maniére que le sont, par rapport & ces sphéres,
leurs péles de similitude respectifs , savoir ; les pdles relatifs au
plar de similitude externe , si les quatre sphéres sont touchées de
la méme maniére par la cinquiéme; les pdles relatifs & [l'un des
plans de similitude miztes , si trois de ces sphéres sont touchées
de la méme maniére, et lz quatriéme d'une maniére différente par
la cinguidme ; et enfin les poles relatifs & l'un des plans de si-
militude internes , si deuz des sphéres sont touchées dune méme
maniére , et les deux auires d'une maniére différente par la cin-
quiéme ; pourvu que dens le second cas on choisisse le plan de
similitude qui contient Paze de similitude externe des trois sphéres
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gui doivent étre touchées de la méme manitre ; et que dans le
dernier , on choisisse le plan de similitude qui contient les centres
de similitude externes des deux couples de sphéres qui doivent
étre touckées d'une méme maniére par la cinquicme.

Démonstration. Soient s, s/ ,° s/’ , s/ les (uatre sphéres tou-
chées, S la sphére touchante; X/, X/, X/ les plans radicaux de
sets/,de s ets”,des’ et s/, respectivement ; soient, de plus, 2/,
z,/ 2/ les plans polaires de s, relatifs 2 la nature du contact ,
respectivement paralleles aux plans radicaux X/, X7, X/ et
soient enfin p le péle de s et I le centre radical des quatre
sphéres , de maniére que p soit 'intersection des trois plans 2/,
', 2", et P celle des trois plans X/, X#, X ; d’aprés ce que
nous avons dit ci-dessus (112) 2/, X’ sont des plans semblablement
situds par rapport & s et S; et il en est de méme de 27, X/ et
de 2/, X/ ; donc le point P, intersection de X/, X7, X/,
est placé par rapport 4 S de la méme maniére que lest, par
rapport & s, le point p d’intersection de 2/, 2/, 2/ ; et on dé~-
montrerait la méme chose des poles de s/, s/, s/,

127. Non seulement le centre radical P et le pole p de s qui
convient & la situation de S, sont deux points semblablement situés
par rapport aux sphéres S, s; mais ilssont de plus semblablement situés
par rapport a la droite qui joint les centres de ces deux spheéres
et méme par rapport a tout plan passant par cette droite s les—
quels droite et plan sont 4 la fois homologues dans I'une et l'autre
sphéres. Cela est évident, puisque les trois plans qui, par leur
intersection, déterminent le premier de ces points, sont respecti-
vement paralléles & leurs homologues , dont lintersection déter-
mine le dernier; de manitére que les plans homologues dans les
deux systtmes font des angles égaux soit avec un plan quelconque
passant par les centres, soit avec le plan tangent commun , plans
homologues communs anx denx sphéres.

128. THEOREME. La droite qui joint le centre radical de

quatre sphéres & Lun quelconque des huit ples de similitude de
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Pune gquelcongue de ces quatre sphires , contient tovjours les points
de contact de celte sphére avec deux des seize sphéres qui touchent
8 la fois les quatre sphéres dont il s'agit , savoir ; avec les deux
sphéres qui les touchent toutes quaire de la méme maniére, si le
pile répond au plan de similitude externe , avec deux des huit
sphéres qui touchent trois des sphéres données d'une méme
maniére , et la quatriéme d'une maniére différente , si le pble est
relatif & I'un des quatre plans de similitude mixztes; et enfin avec
deux des siz sphéres qui, touchant deux des sphéres données d'une
méme maniére, touchent les deux autres d'une maniére différente ,
si le pole est relatif @ lun des trois plans de similitude internes.

Démonstration. Soient ¢ , ¢/ , ¢/ 4 ¢/ les centres des quatre
spheres dont il s’agit, P leur centre radical , C le centre d’une
sphére qui les touche toutes quatre , d’'une maniére quelconque,
2, ¢, ¢, 1 les points de contact respectifs avec elles, et enfin
ps p ,»" , p/ leurs péles de similitude respectifs , déterminés
eonformément a la manicre dont elles sont touchées par la sphére
dont le centre est C.

Si, par les points ¢, G, p, en congoit un plan ; ce plan con-
tiendra le point 7, en ligne droite avec ¢ et C; et, d’aprés ce qui
vient d’étre dit (127), il devra aussi contenir le point P; menant
donc pt, Pt, ces droites se trouveront dans un méme plan, i la
fois homologues par rapport aux deux sphéres; mais le point 7 est
aussi un point homologue commun & ces deux sphéres; donc p7}
Pz en doivent étre des lignes homclogues; mais il en est de méme
des rayons ¢#, Cz; donc les angles ¢zp, C/P doivent étre égaux ;
puis donc que les trois points ¢, 2, C sont en ligne droite , il doit
en étre de méme des trois points p, 7, P. On prouvera, par un
raisonnement tout semblable, que les points ¢, ¢/, #/// sont res~-
pectivement sur P, 7P, /P,

129. Les trois plans polaires de similitude , dont lintersection
détermine le point p, ont leurs plans polaires respectivement paral-
leles ev correspondars, relatifs & ¢, 7, ¢/, lésquels , prolongés,
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s'il est nécessaire , concourent en un certain point ¢; de sorte que
les deux points p, ¢ sont des sommets opposés d’un parallélipipéde,
formé par ces six plans polaires. Mais les plans radicaux X/, X%,
X/, dont le point P est l'intersection, sont respectivement paral-
léles aux faces de ce parallélipipéde , et ne sont autre chose (111)
que des plans conduits par les milicux de ses arétes paralleles ;
le point P, intersection de ces trois plans, est donc le centre de
ce parallélipipéde, et doit par conséquent étre en ligne droite avec
les poiats p, ¢ ; puis donc que le point £ est en ligne droite avec
les points P, p; il le sera également avec les points p , ¢.

130. PROBLEME. Construire une sphére qui_ en touche quatre
autres , données dans l'espace ?

Solution. Détermincz , pour l'une quelconque des sphéres don-
nées , ses plans polaires de similitude avec les trois autres; ayant
soin de prendre le plan polaire externe , pour les sphéres qui
doivent étre touchées de la méme maniére , et l'interne pour celles
qui doivent é&tre touchées d’'une maniére différente par la sphere
cherchée. Ces plans polaires se couperont en un certain point; et
Ies plans polaires homologues , relatifs aux trois autres spheres
el respectivement paralléles & ceux-la, se couperont en un second
point. En joignant ces deux points par une droite , cette droite per- -
cera la premiére des quatre sphéres données aux points ou elle
devra étre touchée par deux spheéres, dont chacune touchera a3 Ia
fois les quatre spheéres données de la maniere qu’on se sera proposée.
En faisant les mémes opérations relativement & chacune des trois
autres sphéres, on déterminera pareillement leurs points de con-
tact avec les deux sphéres cherchédes ; de sorte que le probléme se
trouvera réduit i celui o il s’agitde faire passer une sphére par quatre
points donnés.

On pourra méme se contenter de chercher les points de contact
des spheres cherchées avec deux des spheres données seulement ;
attendu qu’en menant des rayons & ces points , ils détermineront,
par leur concours, les centres des sphéres cherchées.
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Pour chacune des huit maniéres dont on voudra que les sphéres
données soient touchédes par la sphcere cherchée , on trouvera dcux
sphéres qui résoudront le probleme ; ce yui fera scize solutions
en tout.

Cette solution est exactement celle qui a été donnde par M,
Gergonne , dans les Mémoires de Turin.

Autrement. On peut aussi se borner a chercher, pour chacune
des quatre sphires données, le pole de similitude qui convient i
la mani¢re dont on veut qu'elles soient touchdes par la sphere
cherchée, ainsi que le centre radical des quatre sphéres. En joignant
ce dernier point i chacun des quatre autres par des droites , ces
croites , par leurs intersections respectives avec les sphéres données,
détermineront sur ces sphéres les points ou ils devront étre touchds
par les deux sphéres remplissant les conditions du probléme par-
ticulier qu'on se sera proposé.

Cetie nouvelle solution est celle que M. Gergonne a donnée en
Pendroit déja cité des Arnnales de maikhématiques ; elles résultent
évidemment, Pune et Vlautre , de ce qui a été dit ci-dessus
(128, 129).

131, 8i quelqu’unes des droites qui doivent déterminer, sur les
spheres données, leurs points de contact avec la sphére cherchée,
au lieu de percer ces sphéres , leur étaient simplement tangentes,
ou méme ne les rencontraient pas , le nombre des solutions du
probleme s'en trouverait d’autant réduit, et pourrait méme , dans
gcertains cas, devenir tout-i-fait nul.

132. Les points et les plans n'étant que des sphéres dont le
rayon est nul ou infini, on sent quil suffira de faire quelques
legéres modifications & ces solutions , pour en déduire celles des
quinze problémes résolus pour la premidre fois par Fermat.
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§. IIL

Contacts des cbnes et cylindres , et clne et cylindre tangens a
trois aulres.

133. Nous appellerons i 'avenir plans polaires de similitude de deux
-c6nes de méme sommet, deux plans ayant pour polaire commune,
par rapport & ces deux cénes, l'un de leurs axes de similitude ;
ces plans polaires seront dits infernes ou externes, suivant que

P’axe de similitude qui ensera la polaire sera-lui-méme interne ou
externe,

134 Nous appellerons a Vavenir polaires de similitude d’un edne
dans le systéme de trois céves du méme sommet, la polaire de
P'un quelconque des plans de similitude de ces trois cénes, prise
par rapport a ce cone. Chacun des cénes du systéme a donc ainsi .

quatre polaires de similitude ; savoir : une exierne , une interne
et deux miztes.

135, Il est aisé de voir que I'une quelconque de ces polaires,
pour I'un quelconque des trois cénes, est toujours (54) Vinter-
section de deux plans polaires de similitude obtenus pour ce céne,
en le comparant tour i tour aux deux autres. Ces plans polaires
sont au nombre de quatre formant un angle tétratdre dont les arétes
sont les quatre polaires dont il sagit. La polaire de similitude ex-
terne est I'intersection des deux plans polaires de similitude externes;
la polaire de similitude interne est l'intersection des deux plans po=
laires de similitude internes ; enfin, chacune des deux polaires de
similitude mixtes est lintersection d’un plan polaire de similitude
externe avec un plan polaire de similitude interne. On peut, pour
désigner ces diverses polaires et les différencier entre elles, employer

des
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des notations analogues & celles dont nous avons fait wsage ci-
dessus (9g).

136. Par des considérations tout-a-fait amalogues & celles qui
nous ont guidés (ror), on se convaincra facilement que trois cones
qui ont un sommet commun peuvent, en général, étre touchés
2 la fois pat huit autres cénes de méme sommet qu’eux ; deux d’entre
eux touchent les trois cénes de la méme manitie, tandis que
les six autres touchent, deux i deux , deux des trois cones d’'une
méme maniére , et le troisitme d'une maniére diffcrente.

137. THEOREME. Le plan qui contient l'axe radical de trois
cones de méme sommet et l'une quelconque des quatre polaires de
similitude de l'un quelconque de ces trois cones contient aussi les
lignes de contact de ce cone avec deux des huit cones de méme
sormmet qui touchent & la jfois les trois cdnes dont il s’agit ; sapoir :
avec les deux cones qui les touchent tous irois de la méme ma-
niére , si la polaire est lintersection des deux plans polaires de
similitude externcs ; avec les deux cones qui touchent celui-ld au-
tremeit que les deux aulres, si la polaire est I'intersection des
deuz plans polarres de similitude internes ; et enfin avec deux cénes
qui touchent celui-1d de la méme maniére que lun des deuz autres,
ot 1 troisidme dune mantére différente , si la polaire est Iinter-
section dun plan polaire de similitude externe avec un plan
polaire de similitude interne.

Démonstration. Soit G un céne tangenta treis autres ¢, ¢/, ¢/,
de méme sommet O, et les touchant d’une maniére déterminée
quelcongre,

Concevons des sphéres S, s, s/, s/ respectivement inscrites 3
ces cones , de telle sorte que leurs lignes de contact avec eux
soient 3 une méme distance quelconque du sommet commun O.
I est clair que la sphére S touchera les trois autres s, s/, s/ de
Ja méme maniére que le e6ne C touche les cénes ¢, ¢/, ¢/, et
que ses points de contact avec elles seront sur les lignes de con-
tact respectives de ce cOne avec les trois autres.

Tom. XI. 9
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" 11 est d'abord évident (68, 70) que I'axe radical des trois sphéres
sera aussi celui des trois cones.

Soient £, &/,

k' les centres de similitude des trois sphéres s,
s/, s

, déterminés conformément & la nature du contact; ces trois
points seront en ligne droite (36); Ok, O, Ok seront (60) les
axes de similitude des trois cénes ¢, ¢/, ¢//; et conséquemment
(62) ces trois droites seront dans un méme plan.

Il suit de la que la polaire de similitude de l'une quelconque
des spheéres touchées et celle du céné correspondant perceront le
plan de sa ligne de contact avec ce cone au méme point, et seront
conséquemment dans un méme plan. En effet ,

considérons , par
exemple , la sphere

s , inscrite au cone c. La polaire de s est
(29) Vintersection de deux plans dont les poles sont &/, Kk ; e

Ta polaire de ¢ est lintersection de deux autres pians‘dont les droi-

tes polaires sont Oz’ , ‘Oz 5 mais le plan de la ligne de contact

de s avec ¢ a le point O pour péle; d'ou il suit que le pole du
plan 2/Oz/ relatif alasphére s doit étre 4 la fois sur ces cinq plans,
et doit conséquemment étre un point du plan de la ligne de contact
appartenant i la fois 4 la ‘polaire de la sphére et a celle du céne qui
ainsi se coupenten ce point et sont conséquemmentdans un méme plan,

~ Mais I'axe radical des trois cdnés et des trois sphéres est aussi

dans un méme plan avec la polaire de similitude du cébne ¢, puisque

ces deux droites concourent au point O ; et, comme d’ailleurs la

polaire de similitude de s, qui, comme nous venons de le voir,
a un point sur ce plan, est parailéle & Faxe radical , il sensuit
que cet axe et les deux polaires sont dans un méme plan passant
par le point O.

© Or, il a ét¢ démontré (117) que , lorsqu'une sphére en touche
trois autres, le plan-qui contient I'axe radical de celles-ciet la
polaire de ‘similitude de I'une d’elles contient aussi son point de
contact avec la sphére touchapte; on pourra donc dire aussi que
ce point de contact est sur le plah qui passe par l'axe radical et
par la polaire de similitude du céne; et, puisque 13 ligne de contact
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du céne touchant et du céne touché passe par ce point de contact
et passe de plas par le sommet commun, comme le plan dont il
s’agit, cette ligne de contact sera aussi dans ce plan.

138. PROBLEME. Construire un cdne qui touche a la fois trois
cOnes donnés du méme sommet?

Solution. Déterminez , pour I'un quelconque des cénes donnés ,
ses plans polaires de similitude avec les deux autres, ayant soin
de prendre le plan polaire externe pour les cones qui doivent étre
touchés de la méme mani¢re, et le plan polaire interne pour ceux
qui doivent étre touchés d'une mani¢re différente par le céne
cherché. Ces plans polaires se couperont suivant une certaine droite
qui sera une des polaires du céne dont il s’agit. Déterminez anssi
Paxe radical des trois cénes. Alors, en faisant passer un plan par
cctte dernicre droite et par la polaire, ce plan coupera le premier
des trois cénes donnés suivant ses lignes de contact avec deux cones
de mdéme sommet, dont chacun touchera & la fois les trois cénes
donnéds de la maniére que vous vous serez proposée. En exécutant
donc les mémes opérations pour chacun des deux autres cénes,
le probléme se trouvera ramené & faire passer un céne par trois
droites données concourant en un point.

On pourra méme se contenter de chercher les lignes de contact
des cénes cherchés avec deux des cones donnés ; attendu quen
conduisant des plans par ces droites et par les axes des cones
anxquels elles appartiennent , leur intersection sera I'axe du céne
cherché. .

Pour chacune des quatre mani¢res dont on voudra que le
céne cherché touche les trois cOnes donnés , on trouvera deux
cénes qui résoudront le probleéme, ce qui fera huit solutions en
tout.

Cette solution est exactement celle qui a é1é donnée par M.
Gergonne , en l'endroit des Annales de mathématiques déja cité,

139. Si quelques-uns des plans qui doivent déterminer, sur les
cdnes donnés , leurs lignes de contact avec le céne cherché , au
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licu de couper ces cénes, leur étaient simplement tangens , ou
méme n’avaient avec eux d'autres -points communs que leurs som=
mmets ; le nombre des solutions du probléme s’en trouverait d’au-
tant diminué, et pourrait méme, dans certains cas , devenir tout-
a-fait nul.

140, Les droites et les plans n’étant autre chose que des cénes
dont Pangle générateur est nul ou droit, on sent qu'il suffira de
faire subir quelques légéres modifications A la-solution que nous
venons de donner , pour en déduire celles de dix problémes
relatifs_au cone tout-a-fait analogues & ceux d’Apollonius pour
le cercle.

141. En considérant le cylindre comme un céne dont le sommet
est infiniment éloigné , on est conduit & appeler plans polaires de
similitude de deux cylindres, dont les axes sont paralléles, deux
plans ayant pour polaire commure, par rapport & ces cylindres,
Fun de leurs axes de similitude ; ces plans polaires seront dits
internes ou externes , suivant que l’axe de similitude qui en sera
-1a polaire sera lui-méme internc ou externe.

142. On appellera de méme polaire de simil'tzde d’un cylindre,
dans le syst¢me de trois cylindres , ayant leurs axes paralléles, la
polaire de I'un quelconque des plans de similitude de ces trois cylindres
prise par rapport A celui-li. Chacun des cylindres du systéme aura
ainsi quatre polaires de similitude ; savoir : une exferne , intersection
des deux plans polaires externes , une interne , intersection des
plans polaires internes , et deux mizles , intersection d'un plan
polaire externe avee un plan polaire interne.

142. On voit aussi (136) que les trois mémes cylindres ayant
leurs axes paralléles peuvent toujours étre touchés a la fois par huit
autres dont les axes seront paralléles aux leurs , et sur la nature
du contact desquels il y aura les mémes observations & faire que
sur les diverses sortes de contact d’un céne avec trois autres de

méme sommet que lui. Tout cela bien entendu, on aura (a37) le
théoréme . suivant,
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143. THEOREME. Le plan qui contient l'aze radical de trois cy~
lindrcs dont les ares svont paralélles et l'une quelconque des quatre
polaires de similitude de l'un quelconque de ces cylindres , contient
aussi les lignes de contact de ce cylindre avec deux des huit cy=
lindres qui touchent & la fois les irois cylindres dont il sagit;
savoir : avec les deux ‘cylindres qui les touchent itous trois de la
méme maniére, si la polaire est Uintersection des deux plans po-
laire de similitude externes , avec les deux cylindres qui touchent
celui-Id antrement que les deux autres, si la polaire est Pinter-
section des deux plans polaires de similitude internes ; et enfin avec
les deux cylindres qui touchent celui-la de la méme maniére que
lPun des deux autres et le troisiéme d'une maniére différente , si
la polaire est lintersection de dewx plans polaires de dénomina-
tions différentes.
“ 144, PROBLEME. Construire un cylindre qui toucke , & la
Jois trois cylindres donnés , dont les axes sont paralléles ?
Solution. La solution de ce probléme se déduit tout naturellement
du théoréme qui vient d’étre énoncé de la méme maniére que la
solution de celui dont nous nous sommes occupés (138) se déduit
du théoréme énoneé (137). On peut aussi couper les trois cylindres
donnés par un plan perpendiculaire 4 la direction commune de leurs
axes; décrire (106) sur ce plan , un cercle qui touche 4 la fois
les cercles résultant des cylindres donnés, ct considérer ce cercle
comme la section par le méme plan d'un quatriéme cylindre qui
résoudra le probléme proposé.
145. On peut , au surplus, faire ici des remarques tout-a-fait
analogues a celles que nous avons faites (139, 140).

§. IV.

Coniact des cercles sur la sphére , et cercle dune sphére tangens
@ lrois aulres.

346. En considérant le sommet commun des cénes dont il a été
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question ( 133 et suiv. ) comme le centre d’'une sphére de rayon quel-
eonque , on est conduit A appeler polaire de similitude de deux
cercles d'une sphére , deux arcs de grands cercles ayant pour pole
commun, par rapport 3 ces deux cercles, I'un de leurs centres de
similitude. Ces polaires seront dites exlernes ou internes suivant
la dénomination du cenwre de similitude auquel elles seront
relatives. ‘

147. On appellera pareillement pble de similitude d’un cercle, dans
le systéme de trois cercles tracés sur la sphére, le pole de l'un
quelconque des axes de similitude de ces trois cercles, pris par
rapport & ce cercle. Chacun des cercles du systéme aura ainsi quatre
poles de similitude; savoir : un exferne, intersection des deux polaires
de similitude externes; un interne, intersection des deux polaires
de similitude internes, et deux mizzes , intersection de deux polaires
de deénominations différentes.

148. On voit aussi ( 136 ) que les trois mémes cercles d’une sphére
pourront 4 la fois étre touchés par huit cercles différens , sur
la nature da contact desquels il y aura i faire des observations
analogues i celles que nous avons déji faites sur le contact d’un
cOne avec trois autres de mémes sommets, ou encore ( 1or) sur
le contact d’'un cercle avec trois autres sur un plan. Ces choses ainsj
entendues, on aura (137 ) le théordme suivant,

149. THEOREME. L'arc de grand cercle qui joint le centre ra-
dical de trois cercles dune sphire & I'un quelconque des quatre péles
de similitude de I'un quelconque de ces trois cercles , contient aussi
les points de contact de ce cercle avec deux des huit cercles qui
touchent & la fois les trois cercles dont il sagit; savoir : avec
les deux cercles qui les touchent lous trois de la méme maniére,
si le pdle est Uintersection des deuzx polaires de similitude externes,
avec les deux cercles qui touchent celui-lé autrement que les deuz
autres , si le pdle est Pintersection des deux polaires.de similitude
internes ; et enfin avec les deux cercles qui touchent celui-12 de la
méme maniére que Pun des deux autres , et le iroisitme d'une
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maniére différente , si le pdle est lintersection de deux polaires
de dénomination différente.

150. PROBLEME. Décrire un cercle qui en touche i lu fois
trois autres donnés sur une sphére ?

Solution. La solution de ce probléme se déduit évidemment du
théoréme qui vient d’dtre énoncé, de la méme maniére que nous
ayons déduit du théoréme énoncé (137) celle du probléme pro-
posé (138); et il y a encore lieu ici & des remarques analogues
a celles que nous avons faites (139 et 140) (*).

151. Si 'on suppose le rayon de la sphére infini , on retombe
sur le cas ou il s’agit de décrire un cercle qui en touche 2 la fois
trois autres tracés sur un méme plan, et notre construction devient
alors, en effet , exactement la seconde des deux que nous avons
indiquées (106) poui' la résolution de ce dernier probléme.

(* On pourrait déduire une autre solution de ce probleme de celle d’un:
probleme beaucoup plus général que nous avons donnée ala page 27 du tome
VILe des Annales.




