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ESSAF SUR LES PRINCIPES DU CALCUL DIF. , cte. 93

ANALISE TRANSCENDANTE.

Essai sur un nouveau mode d'exposilion des principes

du calcul differentiel;

Par M. Servois, professeur aux écoles dartillerie. (¥)

[a Via Vo Vo Vi Vie Via Vo

» A mesure que ( lanalise ) s'étend et senrichit de
» nouvelles méthodes, elle devient plus compliquée,,
» et lon ne peut la simplifier quen généralisant
» et en réduisant , tout & la fois , les méthodes qui

» peuvent étre susceplibles de ces avantages. »

( Mécanique analitique, page 338. )

1. JE commence par fixer quelques notations et par donner quelques
définitions,

Jexprime

Par fz, fz, Fz, ¢z,..... des fonctions quelconques de la quan~
tit¢ quelconque z: je les appelle Fonctions mondmes simples.

Par ffz , ffFz,..... des fonctions de fonctions de z: ce sont
des Fonctions monémes composéess

(» Ce quon va lire est, en substance , extrait de deux mémoires, sur le dé-
veloppement des fonctions en séries, par la méthode différenticlle, présentés 4 la
premiére classe de linstitut, le 1.¢¥, vers la fin de 1805, le 2me, en 1809, et
qui ont regu l'approbation de la classe , sur un rappoit de' MM. Legendre et
Lacroix , en dale du 5- doctobre 1812,

Tom.V, ne° IV, 1.°* octobre 1814, 13
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Par fz, fz, Pz,.....1" , la fonction marquée par f, prise
successivement 1 fois , 2fois , 3fois.....nfois , de la quantité z: ce
sont des Fonctions monémes du 1%, du 2.5, du 3.°,....du n™*
ordre : n est Vexposant de Vordre de la fonction.

Par f~*z, "%z ,.....[7"z, des fonctions de z dont la définition
complete est donnée par I'équation générale

(f=re=f""{"z=z : (1)

ce sont des Fonctions inverses ou d’Ordre négatif.

Si la quantité sous le signe fonctionnaire, c’est-a-dire, le suyjer
de la fonction , est polynome, on le met entre parenthéses, Ainsi,
f(a+z) désigne la fonction f du bindéme a--z. Lorsque le sujet
de la fonction est regardé comme complexe, on emploie, avee les
parenthéses, des virgules interposées entre les sujets partiels. Ainsi
f[x, (b4y), z,...] exprime la fonction f des quantités z, o4y, z, ...

Si fz=2z; c'est-i-dire , si-le sujet n’est pris qu'une fois, la
fonction f est le facteur 1. Si fz=az , ou si le sujet est pris 2
fois , la fonction f est le facteur a.

En supposant que le sujet z soit complexe , par exemple,
z=0(& , ¥ ,e00)y Ty ¥ 5..... élant des quantités variables , ar-
bitraires ou indépendantes qui regoivent respectivement les accrois-
semens invariables ou .constans guelconques #, B sueses, S OD A

Lz o(ata, ydp,e.s) o

la fonction f est ce qu'on appelle V'étaz rarié de z. Je propose,
avec Arbogast ( Calculs des dérivations , n.° 442) de disigner cette
fonction particulitre par la lettre E ; et jadopte les définitiens
suivantes

E z=9(a—u, y8 ,u.iin) ,

aE-f =p (Xt g B yeeeee) 5 ) (2)

Erzzmg(wne, y4ng, . ....) «
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Si fz=Ez~—z, la fonction f est ce qu'on appelle la différence

de z. 4 laquelle est consacrée , depuis long-temps , la lettre A.
Aiusi, on a les définitions

Az=FEzm—z=0{a}a,y+8,.c0..)—e(z, y,....) . (3)

On conclut de la, sur-le-champ, cette autre expression de I’état

varié¢

Ez=z+Az . 4)

Quand le sujet z est complexe, on a souvent besoin d’exprimer
que la fonction f n’est prise que par rapport a un seul syjet pariiel.
Si donc l'on veut exprimer que la fonction f n’est prise que par

R . . . .
rapport & x, on écrira —z; si la fonction ne doit atteindre que y,
X
L. f . . f £ )
on écrira—z, et ainsi de suite. —z, — z,....sont donc les_fonc-
v x Ve '

zions f partielles de z. Ainsi, a étant un facteur, on aura la défi-
nition- suivante du facteur 4 partiel

o
-;-z:cp(ax, Yreres) e

De méme, d’aprés (2), (3), on aura les définitions suivantes des
élats variés partiels et des différences particlles
1

Er En .
-;—z=¢(x+nu,y,....) H —;-'z=¢(x,y+n/3, ....) 5

%z::p(x-—l—a,y.....)——4>(x,y,....)= _E,tz_z , P 5)

‘ E
}A;z=¢<x ’y+16’7 . 0')_¢(x7:y',ao..>= 5"" FA VAN

J

f°z est toujours: égal 4 z; car, lexpression elle-méme' indique’
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qu'on ne prend pas la fonction f de z, et par consequent qu'a
cet égard z ne subit aucune modification. Ainsi

e E°
z==a Z EOZ—AO L= -;Z"—‘ 2 sciare (6)
¥

Toute fonction inverse admet un complément arbitraire , lorsque
la fonction directe du 1.°™ ordre a la propriété d’annuler dans son
sujet certains termes, ou d’y rendre égaux i l'unité certains facteurs,
Ainsi, par exemple, la différence A annulant , entre autres, les termes
constans , la fonction inverse A“*z prend, a cetégard , pour com-
plément additionnel , la constante arbitraire A.

On a coutume de désigner par 2z, 2z ,.... 2"z, des fonctions
de z qu'on appelle inzégrales , et dontla définition est dans I'équation

A'Zrz =3¢ A"z=z ;
et, comme on a aussi (1)
| A'A™"z=L""AM=z ;
il sensuit que
Te=AT"z o)

-Par la méme raison , L étant la notation du logarithme naturel,
et e celle de la base du systtme, on aura

LLfz==z==Le? ; LiL"*z=z=L3 ;.,..,
Ponc aussi
er=L""z 3 ef=L"%z ;... (8)
On trouvera de méme
Sin.**z=Arc.(Sin.=2z) 3 Tang."’z:Arc.(Tang.:@;.,,, (9)

car on a
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z="8in,Sin.” * z=8Sin,Arc.(Sin.=z)
-=Tang.Tang." ' z=Tang.Arc.(Tang.=z) :

Pour prévenir toute méprise, le produit de fo par fy sera répré-
senté par fzx.fy. L'expression frfy signifierait la fonction f du
produit de # par fy. La puissance » de fx sera indiquée par (fz)"
L’expression fa" désignant la fonction f de la puissance z de a.

2, Soit

Fe=fz4fz4pz-}0.... 03 (10)

c’est-h-dire, supposons que la fonction F de z est telle que , pour.
la former , il faut, 4 la fonction f de z, gjouter (algébriquement )
une seconde fonction f de la méme lettre, puis une troisiéme marquée
par @, et ainsi de suite. La fonction F est alors de la classe des
Jonctions polyndmes. On peut indiquer cette signification de la
fonction F par une notation trés-expressive , qui a le grand avantage
de permettre de traiter les fonctions polynémes comme des fonctions
mongmes , sans perdre de vue de quelle manigre elles sont com-
posées, On écrit pour cela

Fe=(f4-/Fo4....)z ;

il en résulte quon a aussi
Friz=(f4+f+ot.....)z . (11)
Si F/ est une autre fonction polynéme de z, donnée par I"dquation
Fz={"+f+o+.....)z ,

on pourra aussi exprimer qu'on prend la fonction F/ de Fz, en
écrivant

FFz=(fl-4fd-o/'4 o ) S Fo4000 )2 ; (12)

et ainsi de suite.
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Rien n’empéche qu’une, plusieurs. ou toutes les fonctions mo=
ndmes composantes ne soient des facteurs. Dans le dernier cas,
aprés en avoir averti, on saura, sans. équivoque (11), (12), que
Fz, F/Fz,.... sont les produits de z multiplié par le polynéme
f4-/~e-+...., ou par le produit (F—-f/-¢/-u.)(f4f4e4e)-

3. Soit :

p(z4y+ ... )=eztoy+.... (x3)

Les fonctions qui, comme ¢, sont telles que la fonction de la
somme ( algébrique ) d’un nombre quelconque de quantités est égale:
4 la somme- des fonctions pareilles: de chacune de ces quamtités ,.
seront appelées distributives..

Ainsi , parce que

alztyt.)=aztayt..; E(zty+..)=Ezt+Eyd-..;..
le facteur @, l'état varié E ,.... sont des fonctions. distributives ;

mais., comme on na pas
Sin(zfy—4...;=Sinz+Siny4-... ; L(x-ty4.)=Lat-Ly—+...;..c
les sinus, les logarithmes. naturels,..... ne sont point des: fonctions.
distributives..

4. Soit.

ffe=ftz . (14)

Les fonctions qui , comme f et £, sont telles quelles- donnent:
des résultats identiques , quel que soit Vordre dans lequel on les.
applique au sujet, seront appelées. commutatives entre elles..

Ainsi , parce qu'on a.

abz=baz y aBz=Eaz;....

—_—

les facteurs: constans. @, & ;. le- facteur constant @ et I’état varié E,,
sont des. fonctions. commutatives entre- elles ;: mais comme , ¢ étant.
toujours- constant et & variable,, on n’a pas.

Sinaz=aSin.z. 5, Exz=aEz ; Azz=x20z j.....;
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il sensuit que le sinus avec le facteur constant, I’état varié ou la

différence avec le facteur variable ,..... n’appartiennent point i la
classc des fonctions commutatives entre elles.

5. On recueille de ces simples notions plusieurs théorémes importans.

Si deax fonctions simples ¢, 4 sont distributives, la fonction

mondme composée sera aussi distributive ; car puisque , par hypothése

Yaty)=gatty , otu)=oi+oz,

on aura évidemment

oV a-ty) = o[da-Ly) =o(t+u)=0i4-Pu = oVitoyu .
11 suit de 14 immédiatement que les différens ordres d’une fonction
distributive sont aussi des fonctions distributives.
6. Si les fonctions mondémes f, f, @,..... composantes de la
fonction polynéme F sont distributives , la fonction polynéme F
aura aussi la méme propriété ; car, d’apres la-déhinition (10) on aura

F(a-Hy) =@y aty) b oaty) .

mais, parce que £, f, ¢, sont -distributives, cette équation deviendra

Flady)=fz4+fr+ oz fy+fr+oy+o..=Fz4-Fy.

On dira la méme chose (n.° 5) des différens ordres F* de la méme
fonction.

7. Si les fonctions f, f, ¢,.... sont commutatives entre elles
deux & deux, de maniére qu’on ait

ffe=ftz , foz=0fz, foz=9%72 ,i.c..;

et si ensuite , ayant pris un certain nombre 2 de ces fonctions,
on en forme toutes les fonctions mondémes composées que peut
fournir la permutation entre eux des n signes fonctionnaires, toutes
les fontions mondmes composées résultantes seront équivalentes,

Ainsi, par escmple, si I'on prend les trois premiéres £, f, o,
on aura

o= floz=fofe=offz=folz=0flz .
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Pour le démontrer généralement , considérons la fonetion monbme
S d0VF . ... 2

on pourra, sans en changer la valeur, permuter entre elles deux
lettres fonctionnaires consécutives quelconques ®, ¥, par exemple.
Car , soit

F.....z=¢,
on aura

P L z=0Ys

or, par hypothése , -

PVr=+es ,
donc

CVF v z=99F L ez )
et, en prenant, de part et dautre, la fonction composée.
fllllllf¢¢F‘lll..z=f0‘0|..f¢¢F.ul...‘z .

Il suit de 13 que chaque lettre. fonctionnaire peut &tre amenéde &
quelle place on veut de la combinaison premitre, et partant qu'om
peut faire subir aux lettres fonetionnaires toutes les permutations:
possibles, sans altérer Ta valeur de la fonction composée. ‘

On conclut évidemment de ce théoréme que si, avec les lettres
fonctionnaires commutatives entre elles deux & deux [, f, ¢,...s
on forme , a volonté, de nouvelles fonctions, composées de deux ,
de trois,..... lettres, telles que ffz, ?¥Fz,....., toutes celles-ei
seront aussi commutatives entre elles et avec la premiere.

8. Si f et f sont commutatives entre elles, elles le seront avec
leurs inverses qui seront aussi commutatives entre clles, clest-4-
dire , que , si l'ona

s ffe—=ffz ,. (r5)
on aura aussih
ffrle=ftz; firtz=t~'fz; " f =1z, (16)
En effet , on a (1)
JH e
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ﬂ “rlz=ff~1fz

St z=fff"tz
Iz =(f""fz 5

et, en prenant de part et d’autre la fonction =¥,
Site={""fz .

C'est le premier des theorémes (16), et le deuxiéme se démontreraly
de la méme maniére, Quant au troisitme oun a (1)

S
et , d'aprés le premier des théorémes (16),
ST =Y

laquelle devient le troisiéme théoréme (16), en y changeant fz en z:

g. Des théorémes (n.°® 7, 8 ) on conclut, sans discussien, les
formules qui suivent.

Quand f, f, ¢,....é4tant commutatives entre elles, & , 72, 7, .00s
sont des nombres entiers positifs, on a

Ffra=f"t"z (7

puis , en désignant f./z par ¢z,

“e

or, (15)

“a

done

Pe=f"f"z=f""z (18)
enfin, en désignant %™z par vz,
YRy — (RS Rm -__;—_-j’imi-’tnz . (I 9)

1o. 8i les fonctions monomes d’une fonction polynéme sont d Ia
fois distribuilves et commuiatives enire elles , tous les ordres de
Ia fonciion polynéme serout des fonctions distributives (on le sait
dejyd dlaprés le n.° 6 ) et commutatives , non sculement avec les
dificrens ordres des composantes, mals aussi avec tous les ordres des
fouctions distributives qui sont commutatives avec ces derniéres,

Soit

Tom. ¥. 34
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Fe=fztfz.....;

et supposons que les distributives £, f,....soient commutatives tant
entre elles qu'avec une distributive quelconque ¢. On aura (n.° 6)

fFe=0z4-ffz4..... =L2z-}-fTz+..... =Fiz .

On trouvera de méme

JFz=Ffz ,...., oFz=Foz {

Ajoutant ) cela la considération fournie par la formule (17), la
proposition se trouvera complétement démontrée.

11. Si les fonctions monomes de deux fonctions polynémes sont
distributives et commutatives entre elles , les deux fonctions poly=-
nomes seront distributives ( n.° 6 ) et commutatives entre elles.

Soient, en effet,

Fe=fzdfzt.viiny Flz=fzflz..00;
on aura évidemment
FY¥z=fflzffz-4-..c. -2z ...
F/FRz= e o ooz fed e o

or, d'aprés I'hypothése , ces deux développemens sont composés
de termes identiques deux 2 deux; on a donc

FF/:=FTFz .

(20)

Si Ton fait ensuite
¥Fliz= f”z+f7’z+ csvan g

en supposant {/ #7,.... distributives et commutatives entre elles

et avec f, f,...., /", f7,....; F” sera commutative avec F, F/;
et par consequent on aura (n.° 7)

F¥/ ¥/ z=FF/¥ z=Y¥¥/z=F/F/Fz=F/FF/z=F/F/Fz;
et ainsi du reste.
12. Le développement des fonctions monémes composdes , telles
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que FF’z , FFF/z,.....(n.° 11 ) dent les fonctions simples sont
des fonctions polynémes, lorsque dailleurs les fonctions monémes
qui composent ces dernieres sont distributives et commulatives entre
elles, ne présente ancune difficulté. On a, dans les équations (20),
le type de celui de FF/z; on passe, par le méme procéde , de
celui-ci 4 celui de FF/F/7z , et ainsit de suite ; on sait donc dé-
velopper les fonctions comprises dans la formule

FE/ oo z={ff4 YO ) ez (21)

Le développement général d’un ordre quelconque F7z d’une fonction
polynéme Fz, aux fonctions monémes distributives et commutatives,
ressortit & la théorie générale du développement des fonctions en
séries , dunt nous allons exposer les principes.

13, Je suppose qu’on ait respectivement

T=«, T=F, TSy, T=) ...,

(22)

lorsque Pr=0, ¢Vx=0, ¥/'2x=0, /=0 ,...y;
Fécris la suite indéfinie d’équations
F2=F «t0 x.F 2z,
Fla=Fp4o¢/ 2z .F'x , 3
2
¥y =F/"yt-0/iz F'z | (23)

o.-..n..o.u-o;

équations que je rends identiques, en supposant,

Fr—Fea Fra—TF'p Fl1 w11
Fia= , Frig= 20 Flizp= L e (24)
Px Px ' [

Je prends la somme des produits respectifs des équations (23) -
par 1, ox, or.0'%, Qx.x.9/% ,eu..., et jJobtiens , en réduisant,

Yoe=Fator.Fotox.0/x F/lytox. gx.¢/z . Fliig4, ... (25)

Les équations: (24) donnent ensuite , sur-le-champ,
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Fo—tn Fy—Fa Fo—Fu \
Fle= Py , Fro= — Fly= v
Ty To—¥/3 ¥re—F/g
Fr/y= oy Fry= — | o e (=6)
Fo= il T/ = Bre—t7y ¥eg= g ~Fry
@”3\ ’ e ¢'"s ? f:* ¢€ P

* 4 3 % e & e & s+ & 2 3 2 s s & c e s e s 3 s o )

Or, de cclles—ci (26) on tire facilement les coefficiens ¥/5, ¥,
1 M g - .y 4 Y

Frty oo... de lequation (25), exprimés par les scules fonctions

F, e, o, ¢ ,.... des constantes «, g, y ,..... Ona, en eflet,

- (Fe—Fo)
b g ———l
B o6 s
(Foy—Fe) Fo—Fu)
F” = z . — =
Ty ¢ o8- ¢y (27)
e (F3=Ta) Fy—Fa) | (Fp=Fa)(@om0'y)
F ;= y - ’
4,3.@/3_@//5 @7.({5";/. cp”é\ (Pﬁ-CP’YJP";\. 4,//3

Voild la série (25), de forme trés-générale , établie analitique~
ment , par un precédé fort naturel et qui a Vapparence de la plus
grande simplicité ; de sorte qu'il semble qu’il n’y ait plus qua
descendre de li aux différens cas particuliers. Mais on a bientdt
remarqué que cc procédé présente aussi de graves inconvéniens.
Le premier est de conduire péniblement , méme dans les cas les
plus simples , & la loi qui régne cntre les cocfliciens F/g, F/y 4003
le deuxidme , et il est majeur, est de ne rien donner dans le cas peut-
étre le plus utile , celui de P'égalité, en tout ou en partic , entre les cons-
tantes @, £ ,....; car, alors les coefliciens prennent, tous ou partie, la

forme indéterminde 2. C'est ce qui alicu , en particulier, quand toutes
les fonctions ¢z, #2 , ... sont égales , et par conséquent lorsqu’il s’agit
de développer Fa suivantles puissances d’une autre fonction ¢z, ou bicn

encore , quand les fonctions $x, ¢/x,...., étant difiérentes les unes
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des autres , sont toutes de la forme 2"¥x. Cependant , aprés un
examen réfléchi, on reconnait que ces inconvéniens ne sont pas insur-
montables , et qu’ils disparaissent quand on modifie un peu le procédé 3
et, en particulicr , quand on n’attaque pas d’abord le probléme
général. Voici ce que jai trouvé de plus simple A cet égard.

14. Dans F(a-+y) je considére 5 seule comme variable , ayant
« pour accroissement arbitraire et constant, J'écris I’équation identique

Faety)=—Fx }
;

Flomhy)=Farty { <2

laquelle, en faisant

Fx4-y)=Fx
== (28)
devient
Fa4y) =Fatyfy: (29)

Je prends les différences successives de I'équation (29) , par rapport
2 y seule; et pour cela je fais observer quen général (3)

AQ@y ¥y)=9yte)  Hyde)—y .Yy 5

ou bien
Aley ¥P)=0y . Ady4-LAgy . Hy+a) 3 (30)
aprés quoi j’ai successivement
AF(a+y)= o fy+(y+ A%
AF(z4y)=2:A fy+(y+208y ,

AF (a4y) = 3uy+(r+34) A%y 5

d'olt je tire, par transposition ,
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AF (x}) (y~4-« !
fj’: “‘H}’ y=4) Af :

5A f — A‘F(x-}-y) (y+za)

Ay,
30 = ASF (o) (y+3w) N

) (1)

3
.......... e e & 0 o+ o o & o 9

prenant enfin la somme des produits respectifs de ces équations (31) par

(4 F(ye)(y4-24a)
y g ——— +__‘7;_____-_——-

P PN Y
T.2et 1.2.3.a2

il vient en réduisant, et ayant égard i l’équation (29),

3’(7-}-)

F(x-{-y)——F-t—l- AF( + )"" ZF(x+y)+oo‘o,,

ou bien, en transposant,
' (ya)
Fa=F(ety)— 7 ARyt T2 AF(oty)

Y yFea)( yd2w)

1.2.3.4

AF(z4py)+..... " (32)

On peut donner 4 ce développement plusieurs autres formes trés-
remarquables.

D’abord je fais a-}y=p; relation qui donne, parce que & est
constante ,,

A(&'-}—y‘):A /‘=Ap=ag H

par conséquent l'expression A"F(x-}—y) devient évidemment A"Fp,
les différences étant prises par rapport a p qui varie de «; on
a ainsi

- (x—-p) (x—p—ac)

F%:Fp-{—

AFP I.2,02 Asz
(—p) (x=——p=—a) (x—p—20)
& Le2.3. ad A'Fpten.. (33)/
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Dans ce nouveau développement, je change & en a-ns ; alors le
premicr membre devient (2)

Flat-na)=E"Fz ;

dans le second , #—p devient z—p-ne, Aprés cela je change p
en z ; alors Ap devient Ar, et A*Fp devient A"Fa; les diffé~

rences étant priscs par rapport & x qui varie de «; il vient alnsi

5 n ne=l n=—2

E'Fa=F(x =F v
c e - m s

Li je fais ne=m j dott n=—; et )ai

AZF +m(m u);m 28)

F(apm)=Fat = AFx+n: A’Fzt.. (35)

Dans équation (35), je fais #=o0; ce que jexprimerai, rela-
tivement aux fonctions F,....A"Fz, en écrivant Fz,,... A"Fa,;
puis je change m en x, et jai
2 (o (g m=c2) (Dmom 2u)

Fa= Fxo—l— Z AFx ot P

AzF o+ A’Fz,+.. (36)

15, La série (33) est aussi donnée par le procédé du n.° 13,
quand on fait

¢x=x—"}7 2 4”x=x—p—“ H ¢,/x=x_P_2‘ 30c0s .3

mais il est bien plus difficile d’arriver 4 la forme générale et bien
simple A™Fp qui comprend tous les coefliciens. On conclut sur-le-
champ de cette série la possibilité du développement de Fa suivant

. . - X=p .
les puissances entidres et positives de . bien que le procédé du
o

n.? 13 ne donne rien i cet égard. En effet, les produits
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x—p (x==p) (X—p=—2) (2P (=P —mct) (X ==p =2 &)

a ? .
p ? &2 ‘3 g e ’.

étant développés , sont tous de Ia forme

A(” ”\+B( x_”>+
de sorte qu'aprés ce développement , il sSagirait simplement d’ordonner

OO -  —
par rapport aux puissances ( p) (x p) yees..;el, sans calcul,

on apercoit déja que le coefficient de la premitre puissance ——“—E
serait la sdrie
A¥p— AFp4-= Ag}“p—-. core 37)

Il ne serait méme pas. difficile de les déterminer tous d’aprés cette
seule considération ; mais il sera. plus court d’en faire la recherche -
par un procédé analogue 3 celui qui vient d’étre employé (n.° 14).

D’abord je prends la somme des produits respectifs des équa-

tions (31) par =1,—2, 42, —3I, 4~....., ce qui donne , en
réduisant et maultipliant par «,

of y =AF(@-y)— L A*F(a-y - L ATF@4y)—. . o
—y A= AUy Alfy—. (38)
Ici je fais "
AF(z+y)—: AF (@+y)+; AF (r4y) = = dF(z-+y) 5
notation d’aprés laquelie on aura
Afy— 8y AYy— oo =dfy 5

et, en général

Az Az Nz—, ., =dz . (39)
€est la délinition. compléte d’une nouvelle fonction de z, poly—

nome
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néme et meme nfinitindme , en général,, que jappelle la difé-
rentielle de z.

Ll s’ensuit , sur-le-champ, que )

Adz—; Atdz4- A%dz—..... =dz ;
et, en général
Ad"z— A"z A"z, o =d0F Tz, (40)

d’z, d*z,....d"z, sont les d/fférentiviles de différens ordres de z.

Cela étant , I'équation (38) devient '

ofy =dF(z+y,—ydfy . (41

Je prends les différences successives de celle-ci, et jai, eu égard
3 la formule (30),

D fy=A dF(z4y)— «d fy—(@+ A dfy ;
«Afy = AdF (a—+y)—220dfy —(y +22) A%dfy ,
2D fy=IdF (z+y)—3al2dfy —(y+-3)A°dfy ,

¢ © & o« 8 ¢ ¥ ¥ & 2 ¢ & F € o s 3T P 8T g o0

Je prends la somme des produits respectifs de ces équations par
1 =i, 3, —.... et jal , en réduisant

o(Afy- 1Yy +;8Yy-w) =AdF @-4y)- ;A2 dF (2 4y) HAAF (24y) -
—udfy —y(Adfy— L Adfy4 1 A% fy—. .. .. ),
équation qui, d’aprés les mnotations fixées (39), (40), devient

odfy =aF(a-ty)—udfy—ydSfy ,
ou bien
2edfy = dFlaty)—ydfy . (42Y
Je fais sur celle-ci les mémes opérations que sur Yéquation (41);
Cest-d-dire , que je prends la somme des produits respectifs de

T

ses differcnces successives par 41, —I, =3, —..... ce qui me

donne, en réduisant, et ayant toujours égard aux notations (39, (40) »

dom, ¥. 15
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3udfy=dF(2+y)—yd'fy . (43)

Le procédé détaillé pour passer de I'équation (41) & I’équation (42)
sert dvidemment de formule pour passer de celle-ci a I'equation (43),
puis de cette derni¢re & une nouvelle , et ainsi de suite; de sorte
que c’est par une induction rigoureuse qu'on obtient la suite in-
definie d’équations

«fr=d Fla+y)—yd fy ,
aud fy=d"F (@Hy)—ydfy
3ed* fy=d*F (a4y)—yd*fy ,
4ud®fy=dF (aty)—yd¥fy ;

En prenant la somme de leurs produits respectifs par

Y ye 2 gt .
s J— — S S ——— i P vy
o Te2.02 1.2.3.a3 1.2.3 4.t 0"

il vient, en ayant égard a l’équation primitive (2(:,).,

Faty)=Fat LaF(aty)— L &F ety )t — 2 ST (arby)—s

d’ott en transposant,

Fz=F(a-y)— Z = dF (a+y)t = 24 (44)

Série bien analogue avec la série (32) et qui, comme cette der-
niére , prend dapres les mémes procédés , plusieurs formes dif-
férentes , savoir ;

Fao=Fp+ S aFp+ 2 P&, p+ - 2 EFptruns (45)

E'Fa=Fatna)=Fat = dFat 2= 0Fot = dFarbs  (46)
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‘Fx+

F(a+m) =Fx+ dFa4-.. (47)

1.2.3.a3

Yz=Fz -l-_. dI‘xo-}- —d*F

(48)

16. Je m’empresse dapphquer ces formules au Jeveloppemenﬁ.
des differens ordres d’'une meme fonction..

Soit
Fo=0¢"z;

Ia différence constante de x étant «, on aura (3)
AFg=0¢"t"z—0%z .

Si la fonction ¢ est distributive, cette expression se changera em

" AFzr=0"p"2—2) . (49)
Admetfons‘ I'hypothése’, et faisons un moment
P sz =fz . (50)

D’aprés les théorémes (n.°5 5, 6), ¢% et f seront des fonctions
distributives ; et , au lieu de (4g), nous aurons

AFz=9¢"fz ,
puis, en prenant la différence de celle-ci,
AFa =" " fz—0"fz2= 0" 0%f2—)2) . (51)
Si Ia fonction ¢ est commuzative avec les facteurs constans , elle

Te sera aussi , en vertu du théoréme (n.° 10), avec la fonction
binéme f, (50) , c’est-4 dire;, qu'on aura

o fz=fo%z .
Admettons encore I'hypothése ; parce que f est distributive, nous
aurons , d’aprés 50),

O fe—fr=fo%z—fz=f(p*z—2) =z ;

ainsi, I'équation (51} devient:
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‘ ArFa=¢*fz. ‘
On trouverait de méme
AFr=¢*f3z , AF2=¢"(%2 5.1 0.}
et, par une induction manifeste
ArFr=¢*f™z ;

expression qui, si 'on veut faire usage de la notation proposée (n.° 2 ),
devient

ATPFz=0"(¢p%—1)"z . (52)
Or, on a (6)
Fr,=¢°z=z [ A"Fr,=(¢%—1,"z ;
donc, par la formule {36), on aura

x (2 2 (Hmmmct) (x;-:z o)

132-3.“3

$z=z+4 — (¢“-— x)z+ (qa“--x Yz (¢*—1¥z+4..0 (53)

Actuellement , d’apres la définition (39) et la formule (52) , on
trouve

dFz=AFz-; A*Fo4-...=0¢"[(¢"-1)z-1 (¢”~1)z 1 (¢*-1)32z-...] (54)

Je désignerai, en général , la fonction polynéme , qui est ici entre
parenthéses , par Loz ; L sera ainsi la notation d’une fonction

délerminée de ¢”z , dont la définition compléte sera donnée par
Péquation

L@“Z(—':(@“—I)Z-— (0*—1)*s4 1 (P*—1)Pz—... | (55)'

La fonction L s’appellera logarit]zme et L¢*z sera une fonction
monéme composee qui s’énoncera : logarithme de 9" de z. 11 est
clair (n.° 10) que la fonction Lg” est non seulement distributive ,
mais commutative avec la fonction ¢ et le facteur constant. IL
nen est pas de méme de la fonction simple L,

Ainsi, Iéquation (54) devient
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dFz=0¢"L¢"z .

De celle-ci on conclut sur-le-champ

d*’For=¢*(L¢*)z, P’Tr=0¢Le*’z,....d"Fr=0*"Le*)"z ; (56)

par conséquent , en faisant #=o0 dans Fz, dFz,..... d"Fz , on a,
d’aprés la formule (48), cet autre développement de ¢z :

2 3
P z=z-4 ;E-L‘P“z-l- ;—;:;—z (Le#)yz i = (Lo*)z-uuae 57)

1.2.3
Tirons quelques conséquences importantes. Dans (57) l'accroisse<
ment « étant arbitraire , je le fais égal & l'unité, et j'ai

x x2 £
Pz =z} - Léz4- - (Le)z — Le)Yz4.... (58)

Je compare cette expression, terme i terme, avec celle de I'équa-

tion (57); et, parce que # est absolument indéterminé , jobtiens
la relation

«Loz=Le¢%z . (59)

Soit f une fonction distributive et commutative avec ¢ et les
facteurs constans; prenons de part ct d’autre de I'équation (58) la
fonction f*, nous aurons, eu égard & la formule (13, n.° g9),

SreE= (=t S Lk T L) e

Développons chaque terme du second membre de celle-ci, par la
méme formule (58), et nous aurons visiblement

ora=atalfet =@ b

+aLgzt-2 — (L)(Lé)z-....  (69)

x2 \a _
+ :;;(L‘sz—i-.... .
:'i-ooso-o
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d’ailleurs , toujours d’aprées (58 ) , on a cette autre expression
([t z=z42(Lf9)z+ i—c—;,‘(lffp;"z-l-..... 5

donc , en comparant terme 3 terme avec (6o) , nous aurons, ¥
cause de l'indéterminde x, la relation :

Lf¢z=Lfz+1%x . (61)
Supposons.
Loz—yz ¢

prenons , de part et d'autre , la fonction inverse L"*, et nous
aurons (1) ,
' oz=L""z ; o z=(L""¥)z ;
et par conséquent , d’aprés la formule (58) s

. xz 3 .
(Ln x¢)xz=z+ _z '4’2“!— ;Z¢zz+-1;:”2-3,4,32+ ceeane (62)

Soient encore f et ¢ deux fonctions distributives et commutatives
tant entre elles. qu’avec les. facteurs constans ; z et & étant des
exposans. arbitraires , on a sur-le-champ (1),

Srz=L" 1L v, (63)
mais (61), (59) on a aussi

Lftgrz=Lf"z4Lo*z=ulfz-t2Lipz 5
donc: (63) or aura, em employant la notation: (n.% 2 )

S z=L el z 5 ©64)
et, d’aprés (62)

S e= s (L Fal et — (L f4ale)s
"F;—:-; (LfAalefz4-.. ... (65).

Faisons: quelques ﬁypothé‘éess particuli¢res', sur la forme de ia
fonction: ¢'; et d’abord soit:
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#z=24fz=(14f)z ;

en supposant «=1 , on aura sur-le-champ , d’aprés (53), (58), (55)

(S ye=at Db s TP S T ey
(f)e=a = L)z [LGf )]s , (66)

L(+f)z= fo— = f5+ f%——% fiztann
Soit
C9z=fz4fz .
Je prends, de part et d'autre, la fonction inverse f=%, et j'ai
S ez=z" e,
laquelle,, en faisant,
Sfrez=tdz , JFiz=Fz,

devient
Yz=z+4Fz ;

et d’apres la formule (66), j'obtiendrai

o iF -x- Bt ¢ a ix-‘! Sumen2, 3 .
‘}’Z—Z"‘" I z+ i . 2 F z+ I 2 Ll 3 F z+aac.

ya=z-+ {-L(1+F)z+% [LOAF)] et

L(1+F);=F1— -Z- F2z4- -;— | O %—F‘{-I—.....I-

Dans celles-ci , je mets pour ¥z et Fz leurs expressions dhypothdse,
puis je prends, dans la premiére et la seconde, de part et dautre,
la fenction f et jai
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O

.
" SE Mt

#= (=l TR S
o =(/H2=/ 2t — L+ ry "H’% (LD 2t [ (67)
L~ 1= g o £ 2 £ e

Soit )
$1=/1 79z .

On fera fz4+47=Fz, et on aura (67) les développemens relatifs 3
¢1=0~+1)% .

. N, ) oy,
Dans ceux-ci, au lieu des différens ordres F*z, F’z,...., on mettra
leurs. développemens donnés par les mémes équations (67) , d’aprés

=47 -
On voit, sans qu’il soit besoin d’insister , comment on arriverait
aux deux développefnens de lordre x de la fonction polynéme
quelconque , aux fonctions distributives et commutatives ; ¢’est-a~
dire, qu'on sait développer la fonction

1= +HF4+d4..0% . (68)

17. Je vais appliquer ces géoéralités aux fonctions données par [
eonsidération des différences des quantités variables , fonctions que
yappellerai fonctions différentielles.

En considérant 7 comme fonctior des deux seules variables z , y
{ ce que nous dirons pourra sappliquer sans peine aux fonctions
d'un plus grand nombre ), ses fonctions différentielles, zozales et
particlles , sont (n.° 1) /

E E A A d d
A s S i S R E SR St Pl £

On voit que, d’aprés la notation proposée (n.° 1), pour les fong=
tions
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tions particlles , en général, nous exprimons les diff¢rentielles par-

. d d
tielles par —7 }-g,.....

Les définitions des fonctions différentielles totales (3), (4), (39),
exprimées d’aprés la notation proposee ( n.° 2) p'our les fonctions
polynémes, seront

En=0+4)y7, Az=E—1)7; l o)
99
dt= (At A A =B )= Bty T

Elles serviront de formules pour exprimer les fonctions différentielles
E A d

partielles , en y changeant simplement E, A, d en—, —, =,
B A ¢ .

ou en - , —, — respectivernent.
Y v J :

Ajoutons la formule qui ¢tablit la communication entre les fonc-
tions totales et les fonctions - partielles : c’est

E E )
Fr=o —t- (70)
Elle est évidemment vraie; car , pour avoir ¢(a~t=, y+48)=Fz,
il suffit de changer d’abord y en y--g, c'est-a-dire , de prendre

E . .
d’abord — 7 ; ensuite ; dans le résultat , de changer # en a-}-uj;
S 4

. , ., E E
¢’est-3-dire , de prendre l'état varié —, selon z, de —z.
x XY

Cela posé, il est facile de voir d’abord que toutes les fonctions

différenticlles sont distributives. En effet , les états variés E, — , —
x i

le sont évidemment, ainsi que les facteurs constans. Or , d'apreés
leurs definitions (69g) 5 les différences et différenticlles totales ou
partielles sont des fonctions polyndmes dont les composantes sont
des ordres d’états variés et des facteurs constans; donc, en vertw
du théoréeme (n.° 6), clles sont elles~mémes disiributives.

Tom. V. 6
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En second lieu , tous les états variés sont commutatifs avec le
facteur constant; il est méme trés-remarquable que tout état varié

est commutatif avec toute fonction d’ordre constant ; c’est-d-dire ,
qu'on a *

E

Eer=¢Ez , —aE; 97="¢ g— 1 ;‘D{: @7 (8
1l est fort indifférent, en effet, de ~changer d’abord # en L4,
par exemple, dans la fonction z, puis de prendre la fonction ¢,
ou bien de prendre d’abord la fonction ¢ de z, pour y changer
ensuite @ en x~+« 1l suit de 1 que les états variés sont commu-
tatifs , tant entre eux qu’avec toutes les différences et différentielles.

En troisitme lieu, les différences et différentielles, étant commu-
tatives avec les dtats varids, et étant des fonctions polynémes com-
posées d’états variés qui sont commutatifs avec les facteurs constans,
seront, en vertu du théoréme (n.° 10), commutatives avec les
facteurs constans, ‘ ‘ ' .

En quatritme lieu , d’aprds la définition de la différence partielle

. . A d .
s celle-ci sera commutative avec 5 z et = z(n.° 10), puisque

ces dernidres sont commutatives avec —z et les facteurs constans.
: x .
En cinquiéme lieu, d'aprés la définition de la différentielle par-

» . . d ) .
tielle =z, celle-ci sera commutative avec —z (n.° 10), puisque
.. J

. . A ' '

cette derniére l'est avec les différens ordres de — z et avec les fac-
X

teurs constans.

De toutes ces observations réunies, il résulte que toutes les fonctions
différenticlles ‘et leurs différens ordres , positifs ou négatifs , sont
des fonctions commutatives , tant entre elles qu’avec les facteurs
gonstans, On pourra y ajouter les fonctions intégrales

= S S
2, =, — .f: oy -
J

2
x x 5
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ainsi que leurs differens ordres ; puisque ces fonctions ne sont que
des differences et différenticlles d'ordres négatifs (n.° 1).

Ainst, toutes les formules donndes dans ’article précédent sont
immediatement applicables 4 toutes ces fonetions. On en recueille
sur-le-champ plusicurs expressions abrégées dont voici les plus re-
marquables.

Dans la formule (46), je mets z au lieu de Fa ; je compare

avec l’équation (62), et jai

Erz=(L=*d7 ; (7v)
et par conséquent aussi
En -.( ot d \n En .
T =T )0 (L -)a’ (72)

D’aprés les expressions précédentes et la définition A'g=(E—1)"z
(69), on a sur-le-champ

An d n
A'z=L"'d—i)"7 ;—-'{:(L"‘ —-—-l) 1
x

An
Za=(1 ST (73)

En comparant les définitions (6g) de la différentielle avec la for~

mule (55) on ebtient

drt A n E x
Iy=[La-+AT=LE)7: == [L(I‘F}" >:] {:<L E ) e

RS CE) L CE S

Si, dans la formule A"z=(E—1)"z, on met, au lieu de Eg,

E E
Pexpression équivalente — — 7, qui elle-méme (69) est équivalente a
x ¥

(1—{—-3 >(1+:§ > £, on aura
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(D))= TeL 50
SEICO (P

Si, dans dez=(LE)"7 , (74) , on met, au lieu de Eg, Pexpres-

sion (70), on aura

re(LE5e - oo
or, d'aprds la formule (61) et les expressions (72), on a
L E-I;—{——L*{-*-L—{———z—i——{ (—- —-)z,
donc, ;rm lieu de (76), on aura
d"z= (-3—+3“,-)z (77)

. N E
Si, dans DPéquation (64), on change u, f, 2, ¢ en m,—
E .
n, — , respectivement, on aura
oy ) ~

Em En o E
— 5 =etme, yna)=L-" (mL i )z;

équatlon qui, d'aprés (62), deviendra

Em En d a ‘
— — z=o(x4me , y-4ns :L"‘(m—- —) . =8
ot g-8) L) 6

x

On sait (n.° 11, 18 ) développer toutes ces expressions abrégées.
Cest ici le lieu de faire observer qu'on peut former, en com-
binant les fonctions différentielles entre elles et avec les facteurs
constans , une infinité de fonctions différentielles nouvelles qui toutes,

d’aprés nos théorémes généraux (1m0 5....10) seraient distributives
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et commutatives , tant entre elles quavec les facteurs constans,

Ainsi, en affectant des notations particulitres 3 des fonctions po-
lyndmes , telles, par exemple , que

&

az4-bEz , az4-bEz4-cE*z , dz-f-ad®ztbd3z4-...,0

on formerait de nouveaux algorithmes qui auraient toutes leurs lois
théoriques et pratiques dans les formules (n.° 16 ). Le Calcul des
variations , en particulier , est le résultat d’une considération de
cette espéce.

Les facteurs, étant des fonctions éminemment distributives et com-
mutatives entre elles, sont visiblement compris comme cas parti-
culiers dans nos formules. Alors Vexpression Le¢“z est le logarithme
naturel du facteur ¢* qui multiplie z ; Vautre expression L='Jz
est la méme chose que I'expression vulgaire ¥z, (n® 1 ). 1l nest
pas méme nécessaire d’aller chercher ailleurs une théorie des loga-
rithmes ; elle est toute entitre dans la définition (55) et les for-
mules (5¢g), (61), (62). Par la méme raison , les moyens de déve-.
loppement fournis par les élémens, pour élever un polyndme quel-
conque & une puissance quelconque , sont tous des cas particuliers
de ceux qui conduisent au développement de la formule (68).

18. Nous avons, dans ce qui préctde, esquissé l'ensemble des
lois qui rapprochent et mettent en communication toutes les fonctions
différentielles , c’est-a-dire , la théorie la plus générale du calcul
différentiel. La pratique de ce calcul, laquelle n’est autre chose
que Vexécution des opérations indiquées dans les définitions , ne
formerait pas une branche séparde , si on n’avait pas remarqué que,
pour certaines classes de fonctions variables, les fonctions différentielles
réduites se présentent sous des formes beaucoup plus simples qu'on
n’aurait pu le préjuger. Dailleurs les fonctions, variables en géndral,
eu égard & Détat actuel de TPanalise , se composent d'un assez
petit nombre d’autres fonctions qu’on appelle élémentaires , et dont
il suflit de connaitre les fonciions différentielles pour étre en état,
d’aprés les régles du calcul ordinaire , de trouver ceiles des pre—
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miéres. 11 serait déplacé d’entrer ici dans aucun détail concernant
les états vartés et les différences des fonetions élémentaires; je me
borne & la recherche de leurs differenti.les.

Ies fonctions élémentaires simples dune seule variable # sont
les fonctions mcmémes

2™, o, Lz, Sinz, Coszx,

dans lesquelles on attribue A # une d)fference constante Les fonctions
élémentaires composées sont

oz bz , (ex)m, a®, Lox , Sinpxr , Cosox.

Ny a; pour faire ‘dépeﬁdre les différentielles de eelles-ci, et,
en generaf des foncnons composdes , de celles des fonctions simples ,
un théeréme lmportant qu’il faut prehmmalrement etablir,

Soient y=9¢xz , et Fy=Fox; ¢, F sont des fonctions quelconques.
En supposant que la différence de y est la constante g, on a,

par la formule (47)

F(y—t—m)-l‘y—l— y-—i—.. -
Ici m est arbitraire ; partant, je puis faire
n* n¥
— —dz. —as
m=nder+ de ex-+ :.2.3d 2 S (79)

et jaurai
F(}r-}-m):Fy—i—% dFy.dea-} —lf;; dFy.d"¢x+...;.

y n 2 2
-+ Py d*Fy(dex)*t-....
- -+.....
mais , daprés la formule (46), eu égard & I'hypothese (79), ona

(80)

o(a-tne)=02-+ -,E doz-} %;dw.x—}-....:y—%;-m ;,

done:
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Fly+m)=F¢z4na) .

to
[ &8

Je développe-le second membre de celle-ci, par la méme for-
mule (46), et jai pour F(y—m) cette autre expression

F(y+m)=Foot = dFoat-— dFéat.....;

laquelle , comparée avec la premitre (80), donne sur-le- champ s
3 cause de lindéterminée 7 ,

dF¢x=—ﬁl.dcpx . (81‘)

Si on avait w#==¥#, en donnant & x la difference constante «, il
est clair qu'on aurait, par la formule (81)

dFy dsz

dFe¥t = — 7
8

et ainsi de suite.

Cela posé , d’aprés la formule (56), en y supposant que la

fonction ¢ deviennc le facteur @ , et que z soit égal & Punité ,
nous avons ’ ' ’

da*=a*La* ; (82)

?

« étant la variation constante de . Dans eette hypothése , .on a
e=Az, 0=A’%=A%=.....; par_conséquent , d'aprés la défi=
nition (39) ‘

de=Azr==« .
Drailleurs, d’aérés (59) on a
' | La”:»La 3
donc , au lieu de (82), on aura ‘
do*=g"dz.Le .. - (83).

Supposons ensuite
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‘Fé¢r=Fy=qa%=a" .

Nous aurens , d’aprés le théoréme (81)
da® = ia—}-( dox .
&
Mais , d’aprés (83), puisque dy=g par hypothése, on 2
de’=a"La=a% .La ;
donc, on aura | .
da®*=0%.d9z.La ; (84)

c’est-d-dire , Ia formule pour différencier les exponentiels.
Si ‘on fait attention que La®*=¢1La, et par conséquent que
dpx.La=dLa%, la formule (84) deviendra

d2?*=a?" . dLa%" ;
dans laquelle , si on fait F#=4%", ce qui est permis, on aura -
dFr=Fz: dLFz ; (85)

e’est l’éxpréssfon de ce théoréme : la différenticlle d’'une fonctiom
variable est toujours égale & cette fonction multipliée par la diffé~
zenticlle de son logarithme.
On en econiclut sur-le~ehamp
dLFr=— = 86°
- 6)

cest Ta formule pour différencier les logarithmes naturels.
en faisant attention que L{(Fz"=mLFz ; d’aprés les foimules (85)
(86), on aura ‘

d(Fz = Fx)™ dL(Fa ;" =m(Fa)™ dLFz=m (Fz)ym=* dFz : (87)

e'est la formale de différentiation dés puissances.
Puisque L(¢z .Fu)=Lex+4LFz , on aura (85} _
(d¢z .Fa)
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d{¢z.F2)=9¢2.Fz.dL(¢x . Fo)=9z . Fa(dLs+dLFx)
donc , d’aprés (86)

d(¢x . Tx)=Fr.dé¢z+ox.dFx : (€8)
c'est la formule de différentiation des produits.
Soit
_; Cos.axd\/—1 . Sin.axc o
Fa= Cos,*w ’ (09)

« est une constante , & est vaciable , et sa diflérence constante est 1.

On a
- AFz= Cos.af(x+x)+\j:TSin.u(x+1) _ Cos.ax~\/—15in ax .

Cos.x+ I Cos.xe ”

puis, en développant, par les formules trigonométriques connues,
les cosinus et sinus de zx—«, et en réduisant

AFa=Fz./=7.Tang.s ;
par conséquent, en gdnéral
APz =Fz(y/=1.Tang.&)™ ; .
donc, d’aprés la définition (39), on aura
dFz=Fz.[(y/ =i . Tang.«)—:(y/=1.Tang.e)*4-....]
et, en comparant avec la formule (55),
dFz=Fz.L(14y/ =i .Tang.e) . (90)
Drailleurs (88)
de=( ! )’. d(Cosweart1/ =5 . Sin.e)

Cos.x

H(Cos.ext-1/ =7 Sin.ux).d(-—x-—- P (91)

Cos.x

Mais, d’une part, en différenciant la formule connue

Tom. V. x7
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Cos.2ezx~+-Sin2er=1 ,
d’aprds (87), on trouve

Sin.ax

dCos.exr=— . dSin.ex ; (92)
Cos.ax

et par conséquent

dCos.uz+y/ —1.Sin.ex)=d.Sin.«z. ‘: —; ‘Cos.exty/ =1.Sin.ux); (93)

G

D'autre part, en se rappelant que dz=1, on a, par la formule (83)

I x 1 x
d (Cos.oo) =_<Cos.u> LCos. 5

donc , en substituant cette expression et celle (93) dans (91), et
comparant avec (9o), on aura

—

d.Sin.xr. V- ——LCos.««:L(x-—‘-‘/:.Tang‘“) ;

Cos.ax

et de la en faisant

A\/-_:I- - L(Cos.u—-‘—-\/'.':;.Tang.u) 9

on tire
dSin.ex=ACos.ax ; (94)

puis , en mettant cette expression dans (92) ,
dCos.ex =—ASin.ax . (95)

Si on changeait ici «x en , on aurait ces formules

A 4 ..
dSin.x= — Cos.z , dCos.r=— — Sin.z
o

Ici la différence de x est 1 ;si & était fonction d’une autre yariable > 0on
aurait, en vertu du théoréme (81) ‘

—

dSin.z= idxCos.x , dCos.z=— .; d2Sinz . (96)

%

Dans ces formules, la quantité « est un arc arbitraire.
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La constante A4 , quoique impliquée d'imaginaires , est facilement

ramenée 3 une forme toute réelle, En effet , & cause de la for-
mule connue

I I

1+ Tang e - (1-}«\/::;.Tang oc)(x——\/:.Tang.x) !

Cos.2a=
Ol &

. — — 1-{-\/-!."['&110‘.04

./f -—-1:""{ rCOS 2.1 ,--1 Tar‘ (u"z :‘-1‘1'./ -———:—___——L 4
‘/ R ( +‘/ * g /] z 1—\/—1-T3Dg0£ ?

et, en développant la derniére expression d'apres une formule loga—

rithmique connue , puis en divisant par /=%,

A=Tang.«=:Tangle-}; TangSu—.... (97)

Ainsi, quand on ne saurait pas d’ailleurs que cette expression
de A cst égale & « , on aurait toujours le moyen , daprés les
équations (g6), et (g7), de différencier les fongtions trigonomé-
triques. Au surplus , par les seuls ¢lémens , on démontre que
-;i =1 ( voyez , Théorie des fonctions analitiques , n.° 28 de
la 1.7 édition, et n.° 23 dec la seconde ).

19. Nous avons vu naitre le calcul différentiel da simple déve=
loppement des fonctions d’une variable suivant les puissances de
cette variable : ce ecalcul va nous servir maintenant & nous élever
A quelque chose de plus général.

Supposons qu'on donrne , entre les variables z , y , I'équation
J=o et I'équation z=Fx, On peut du moins imaginer qu’on ait
tiré de la premiére celle-ci y=9%x, et qu'enire cette derniére et
Ta seconde, on ait éliminé 2, pour avoir z=fy; de maniére que
Phypothése revient & donner les trois équations

y=¢x , z=Fz, z=fy. (98)

Alors, d’apres la formule (45), on aura
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(y p) dfp +(y--p)z dzfp+

r=fy= (99)

Dans celle-ci, p est une arbitraire qui a pour différence constante
. Je différencie 1’équation (q99), par rapport & x scul, et jai

de:dy.i‘? 4R dy.%f{’ o (100)

puis je suppose qu'en faisant y=p dans J’=o0, on trouve entre
autres x=1#¢, et réciproquement ; on aura (98)

p=¢t, dp=dds, fo=fee=Fs.
Ensuite , je fais y=p dans (100), et cette équation devient

dFs=d¢s. f’” ’ (101)

Yp __ dFe
B ~ dgs

L’équation (101) est la méme que {(81) , trouvée d’une autre
manicre. Je divise I'équation (100) par dy, je différencie par rapport
Az, etjai

dF d K
: ( x) dy fp+(y 2y _f;z+ : (102)

dans celle-ci, je fais y=p, et jai

&fp 1 d' dF
gz~ des  \ deo

Joptre sur ’équation (102) comme j'ai fait sur (gq) et (100);
Sest-a-dire, je divise par dy, je différencie, je fais y=p, et jai

-5
dpo | dge  \doo

L’induction est manifeste, et l'on voit que j'aurai, en général,
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o Laflgf L 2og faE
“E"—dqmdzd¢od{d¢adg""d¢ad§d¢o§§§""2' (103)

Il y a, dans cette expression, un nombre n—1 de différentielles
subordonnées. Elle est fort simple; mais on en découvre une autre
qui se préte mieux aux développemens que la pratique exige, en
employant un procédé qui n’est pas dépourvu d’élégance.

Je fais, pour abréger,

dfp daf; _an
2/ =4, —2 =B..... Ly 5
ﬁ ﬁz ‘gll
) x==f\2
Je multiplie successivement 1'équation (99) par = ) e

je fais Failleurs attention qu’en général

d ;
y T d(y—-ﬂ)*(m"”

Cy—p)m™ 1

relation qui se vérifie aisément, d’aprés la formule (87); et jai
Lowemf) (}j{
S dF —_— e §) o e - —] d x"“o d e
()= d—y. L 48— &+ E) Ay

Cj)zdez—kf(x—é).d Z—t) ‘-i—B(x——l) o + (x-—f’) e (104}

)dF:v-—--—-—(:v-o\ d(y-p)-? -B(x*e)d(y—p)"-—i—-— (a;-—o)3 d.?‘

Or, d’aprés la formule (£5), on a
— N (i) 2 eser D
y—-p_..(x-—o/d@e-}--—-—w LTS SO (105)

puis, en différenciant par rapport & x
 dy=d9o-(a—0d7¢0 4 wv i (106)

1l suit d’abord de (106) que (y—p)~™ et d( y—-—p)‘"‘ seront res-
pectivement des formes ,
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(ymp) == A(x—t) =M Bx—0) = (n= 1 -G (2 ) —  f- HA-K (=)L (=820 5
A(ymmp)=m=A (=0 M e B ()= A= G ()~ 2o K- L ()i - (107)

de cette derniere on conclut que, m étant un.nombre entier plus
grand que o, il manque , dans le développement de diy—p)™™
suivant les puissances ascendantes de (a—+¢), le terme muliiplié par
(=0~ ; puis ultérieurement que ,n ¢tant aussi un nombre plus
grand que o , il manquera , dans le développement de (x—6)"*".
d(y—p,~™ , le terme maltiplié par (2—¢ " Dailleurs, il est évi-
dent (107) que , tant que 2 sera ¢gal & 7 ou plus grand, ce dé-
veloppement ne renfermera point des puissﬁh/ces négatives de(az—0).
Mais , d’apres la formule (87), ¢ étant positif , d"a—¢)7 est nul,
quand n>¢; et d"(—0)? est de la forme Ra—io)", r étant plus’
grand que zéro , quand n<g. Donc , en prenant la différence d”
de Yexpression (x—¢ "+ d(y—p)~™, tous les termes ol (z—¢) a
un exposant moindre que 2 seront détruits , tous les autres pren-
dront la forme I(x—o,/, puisque , le terme en (x—¢)" manquant,
dans tous les autres , Pexposant de (#—¢) est plus grand que 7 ;
par conséquent, lorsqu’on fera a==¢, on aura toujours

.d"[(x—.t?)"'*".(]C’}""P)—m]:o' (108)

II suit, en sccond lieu , de I'équation (z06) , que l'expression

d
(x-—i)""““.;{? est toujours de la forme
dy \
(ot t Lok Pl e
y=r

mais (87) d"(x—8)"=1.2.3.....n; donc , quand on fera x=4, on
aura toujours

. d
dr[(w—artr, J-:{%}: 1.23.0.0.7. ({09)

Je fais & présent l'application de ces deux observations impor<
tantes & la suite d’équations (104). '



DU CALCUL DIFFERENTIEL. 131

Je fais 2=+¢ dans la premidre ; le premier terme , 4 cause de
(109) , devient A4 et les suivans s’andantissent ; donc

—
A= {a_c__ dFz } .
y—p o
Jindiqnerai par le o, placé en flanc d’une expression, qu’il faut
faire , dans son développement , x—i=o.

Je différencic une fois la seconde équation (104), puis je fais
=0 ; le premier terme —Ad[z—0)*d(y—p) '] est nul (108) ;3

le second Bd [(x——o)’* _d)_’__] devient B (109); tous les suivans §'é-
I=r

vanouissent ; donc
B=af (’f.'_‘_’)zan§ :
y=r o

Je différencie deux fois de suite la troisitme équation (104) ,
puis je fais =0 ; les deux premiers termes du second membre ,
€tant dans le cas de (108) , sont nuls ; le troisieme se réduitd €
d'aprés (109); les suivans sont visiblement nuls; donc

—0\3
c=a}(2) are
Ny—p o
.3l n’est pas mécessaire daller plus loin pour conclure en toute
rigueur qu’en général
d”fp

. x==0 \n - - )
= = %(y_p)dl‘x?o (119)

ainsi V'équation (9g) devient

x-—FH"U P)g——;dF go v p) {(y_p) de}
(J';P); %(_.) de% (r11)

ou bien , si 'on veut mettre , pour § ef p , les expressions cor—
respendarites x et ¢,
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‘ (x==8)dFx (Px=—=pd)= (x~=8)2 dFx
Fx 9+(¢ ) px~=0s Yo (Qu—-p8)? Yo

(px=06)3 % (x—£)3dFx )
(@r—aty o

I.2

+.... (112)

Cest la formule du professcur Burman ( voyez Mémoires™ de
Zlnstitut , 1.%¢ classe , tome 1l , page 16 ) ; dans le second des
deux mémoires dont ceci est Uextrait , je lavais déduite de la
célebre formule de Lagrange pour le retour des suites. -

Dans Pexpression (r10) du terme général des coefficiens de la
formule (111) , on };ourra meltre , avant les différentiations , au
lieu de y—p , son expression en x , si la forme de I'‘quation
V=o le permet; sinon, aprés les différentiations, il faudra subs-

12,3,

. %0 . .
tituer pour — , dy, d*y, .... ce que deviennent ces fonctions ,
Y—P

gnand z—s¢ et y—p s’andantissent 4 la fois ; ce qui sera possible ,
en général , d’aprés I'équation F'=o.
Si I’équation donnée entre z et ¥ est simplement y=o¢z , on

aura d’aprés (105)

{x-o T

\y—p/o  dgs’
en supposant toutefois que Péquation ¢x=0 ne donne pour =
qu'une seule valeur égale a ¢ Clest ce qu'il faudra substituer au

K=

Leu de aprés les développemens.

Si I’équation donnée entre x et y est par exemple
. x—é’:CJ’-—P)*Px y
qui donne en effet #=¢ quand y=p et réciproquement ; I'dquas
tion (111) devient ‘

Fo=Fery—p¥. dFot L2041 (442, dF4]

(r=—p) .,
+ iz o ) dF ], (113)

Celle-cz,
h
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Celle-ci , quand on fait p=o, est la formule de Lagrange que nous
venons de rappeler.

Soit , entre les variables x et 3, la relation
b= (y—2)4(2, 7) » (114)
qui donne z=¢ quand y=x, et réciproquement.

Dans la fonction donnée F(x,y) et dans (114), je regarde »
scul comme variable et jai, d’aprés la formule (113),

d y
Fla, y)=F(, y)H-(y—») - F(, 5) ¥, y)drees

(=21 dn

I.2..02

TITFC e 1)

F(o, y) et les coefficiens de (y—z) sont des fonctions de y que
je développe suivant les puissances de (y—»a), par le moyen de-
la formule (45) etj'ai, en faisant d'ailleurs pour abréger u=F(¢, x),
a:"i”(ﬂ A,)

(y LI (y=r)3 d3 )
F(, y)=ut{y—») "'u+ P el
é!!u | 4 d"n T d d d"'
{ F<6}y) [‘4’\0,3/‘)] S=—-‘ - U. ‘)IZ +(y—'h> - T -o-y V" + =

Je substitue ces résultats dans (115), jordenne suivant les puis—
sances de (y—~a), et jai

(y —A)% (y A

F(x, y)=u-t-d(y—)+B

+u +N

+...; (I 16)

équation dans laquelle le terme général des coefliciens est

dr dn- n pe—p di=2 d
N:"”‘U IZ-——( UV)+""-—'"'""—-"‘( >+vtow

d dn-2

2 (L Y+ (Bam). i
Tome F. . 18
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Telle est (116) une formule trés-étendue, dont jai fait , dans
mes deux mémoires, de nombreuses applications, J’y étais parvenu
immédiatement, et par une méthode bien différente : celle de I'é-
limination des fonctions arbitraires, par les différentiations partiel-
les ; méthode qui', maniée par les Laplace , les Lagrange, cte.»
a fourni les plus brillans résultats ; et qui, dansla matiére dout nous
nous cccupons , permet d’aborder avec succés ce probleme trés-gé-
néral: Une équation étant donnée entre plusieurs variables, développer
une fonction proposée d’une ou de plusicurs de ces variables en série
ordonnée suivant les puissances de l'une d’entr’elles, ou snivant les
puissances et produits de plusicurs d’entr’elles. Je ne puis donncer
ici qu’'une idde de la maniére de procéder, en en faisant lapplica-
tion a un cas peu compliqué. .

Soit donnée I'équation.

Jt=us z+1)+v¥2+1). (118)
1l s’agit de développer F(a-#) suivant les puissances et produits
de z, ¢?

La résolution de I’équation (118) donnerait pour # une expres-
sion de la forme ¢t=f(xz, ¢, 2): #, v, # n’ayant dailleurs entrelles
aucune équation de condition ; ainsi, on peut considérer # comme
fonction des trois variables indépendantes u, ¢, x, dont les diffé-
rences sont constantes et égales & 'unité. Cela étant, on sait, et
il serait d’ailleurs facile de le conclure de la formule (78, n.° 17 ),
qu'on a, en désignant, pour plus de simplicité , z-+# par p,

d ur  d2
Fp:Fpo-{-—u-;-Fpo—{- —_ = Fpo = enn

ue d d ]
ba S ()

v d2

+ _—— F[UO +.nu-

le2 §

d w
-n}—;:-; P 42

o
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Le zéro, en flanc de Fp, %Fp . -d—Fp, wrveenes , Signifie qu'il faut
‘)

faire égales a zéro les variables z, ¢, aprés les développemens.
Je différencie successivement Fp par rapport 3 z,¢, x, et ]al,
en faisant attention au théoréme (81) ,

-d d d d d d
= Fp_..de.-;t, —va—de.-;-z‘; ;—Fp——de (1-1—--0; t).

Jélimine entre celles-ci dFp, et jai

d d

~¢ t
d d d d
—-Fp= =Fp.—— ; —Fp=—Fp —, (120)
u x ot L 9 x g2

Je différencie successivement l'équation (118) suivant z, ¢ , 2 et~
j’écris les résultats comme il suit

d .
— {dfi—udop—rdtp)=op , (121)
d
;—tidﬂ—ud@p—-pd«.pp): 9, (122)
. o
( i+ )(dﬂ—-fud¢p—-vd¢p)=dﬂ . (123)

Félimine entre ces trois dernitres le facteur polynéme eommun }

leurs premiers membres, et jai

@U / d (
— = -1 e 2
i A ) T ’+ ‘ (124)
Je mets ces expressions (I24) dans les équations (120), et j'al
d _d e d d ¥p e
sir=2Tp.gs SE=Ep (125)

Comme la fonction F _est arbitraire , celles-ci donnent
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a 4 e d _d Ap
TOPEZP (’P‘-";@P-aﬁ,

(126)
d _d ﬂ{ d _d +p
" yp= xd/pdjt ’ ;—*l’p..;‘f“paﬁ .

Quand on fait, dans (118), u=¢=o0, il vient f=o. Supposons
que cette équation donne #==¢; on aura Fp,=F(2-) ; et, d'apres
les équations (125),

a. _a padn A4 Yt
'(';F,Po-— - F(x-}-ﬂ) . 3o H ';— Fpo—— -‘; F($+9) . —éﬁ— »

Voild déja les trois premiers termes du développement (119) enti¢re-
ment déterminés. Pour passer outre , on différencie les équations (125),

la premiére suivant z et ¢, la seconde suivant ¢ ; et on a, pour

d2 d d dz
- F —_ ~F — F de ssions qui tiennent li~
=¥, —~fp, - P , des expressions qui contienne

néairement les différentielles, selon z, v, 2, de Fp, ¢p, d4p et 2
On dlimine les différentielles suivant z et ¢ , par le moyen des
équations (124), (125), (126); et, réductions faites, il vient

ard ; d s d 1
o sEmeer]  LEeeren (gl

o Fr= (Wfn* - S ’

ard a a

;[—a—c Fp. ¢p.¢p:] —Fp. (wp).(«lfp).d%(x—l-z = t) > (127)

RICE - RICE ’

a1 d d ) d
;—L:Fp.(d«p}’] —Fp.(¢p)’.dffz‘(1+2~t)

&o @ @

PRt Afys @3 "

Dans celles-ci, on satisfait & I'hypothdse z=p=o0, qui donne 7=/,
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p=a-49, et, daprds (123) it: ;et on a les trois coefliciens

différentiels —I‘pG , -Z- 2 Fp, , = Fpo

On continue de la méme manitre ; c’est-h-dire , on différencie les

d= d
equahons (12,) , Suivant z et ¢ , pour avoir -—-Fp, — m Ff’ s
[
d & a

" —Fp, —Fp Dans les résultats, les dxﬂeunnelies selon z et ¢
de Fp, ep, 4p sont éliminées par les équations (125) , (126) ;

=1, =2 le sont d'aprés (124); on élimine les deux autres
14

d a a a ) d a aad
4= =%, == =i, quisont la méme chose que — — ¢, — —7¢, res=
u x vy X C x v x ¢
pectivement , aprés avoir différencié suivant z les équations (124).

d d=
Ensuite on satisfait & 'hypothése z=v=0, qui donne o= - ~i=—13

X

4n
et, ce quiil faut bien remarquer , en général = /==0; eomme il
x

est aisé de le conclure de I'équation (123) ; et on ales quatre coefficiens

dz

|
5

|
|
53
alo.

Fpp s T qu °

La route & suivre pour continuer indéfiniment est suffisamment
reconnue; et il est visible que tout se réduit a des différentiations,
suivant z et ¢, des derniers résultats obtenus , et 3 l’élimination
des différentielles, suivant z et ¢, de ¥p, ¢p, 4p, d'aprés (125),

a4 dn a
et des différentielles de la forme — —ls i, d’aprds les
X

équations (124) différenciles , suivant # , autant de fois qu’il es§
nécessaire.

Supposons actuellement, em particulier fz=#, et partant df¢=1;
en faisant cette hypothése dans (125) et (126) , on aura d’abord
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34 1 md = (g & L p a
;g—;ﬁl‘/v-ﬁm }—(@/ﬂ) = =t — FP (w) ;
et comme , d’aprés (125), (126),
a4 &= a.. 4
= ZEp=ep.—Tpt—TFp.—op;
d ‘ d d
Tep)n=mlop)nTt o ap=m{ep)™ ~ op
il_viendra , en réduisant,
aqa ) dfd. - ; :
;’(;Fﬁs(‘% }=;§—;Fp.(¢,p, ““}. (128)

On trouvera , de la. méme maniére .

d d. - m n -._rdzl d *‘( \m 'n+z )
S Erlerniory = = ERACORCRlel B R

Cela étant , en différenciant successivement , par rapport 3 z , la
premiére (125), on aura, eu égard a (128),

&z
F!’—- —(- Ep. ¢p>— o~ -Fp (ep)* %

- —-Fp——-—~ -Fp (@v)] }d.FP-(@vﬁﬁ;

et, en general

dm=t

-Fp— § Fﬁ (WJ“”?- ‘ (x30)
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On différenciera ensuite I'équation (130) successivement par rapport

A

a »; et, en faisant attention a (129), on trouvera

d dm dm d dm=1 g (a Sdm(d )
e o= e e Pt e e ‘mz_._ — AT XV G
c = TEeE s T ler= %xFP\@P/ o

dm d2 dm4+1¢ g
R = -~ F 3 3§,
s L

et, en géncral

dm (¢ dm-+n=t

u 14 X

d . ) .
§‘£ Ep.(op/™ (%"} . (131)

C’ast le terme général des coefficiens du développement cherché,
ou il n’y a plus qu'a satisfaire 4 la condition u=v¢=0, qui (118)
donne 7==o0. Alors, dans notre terme général (131), p se change
en z; les différentielles partielles suivant # , deviennent totales;
il est alors

m  dn
& pp =dmeet [dF s (pz)m (da)) 5 (132)

L ¢

et on aenfin (119)
F(a-f,=Fa-tudFa. gat —d{dFz. (o)} 4o

rdFz Vg = A {dFz pzdr ) w3
1

o+ f‘; 41 AF T (48 ) A

o

Je m’abstiendrai de faire des applications des formules de déve-
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Ioppement quon vient de lire, pour ne pas excéder les limites
que je me suis prescrites. En eflet, mon projet a ¢té uniquement
d’offrir un apergu un peu détaillé de la manitre dont jai traité
les principes du calcul différenticl, dans la 1.7 partie du travail
que jai eu lhonneur de présenter 3 la 1.7¢ classe de Dinstitut;
les applications des formules de développement des fonctions en
séries sont l'objet d’une seconde partie. J’y suis parvenu & déduire
dc ces formules , sans avoir besoin de recourir 4 aucune notation
ncuvelle , les formules principales fondées jusqu'ici sur Vanalise
combinatoire ou sur le calcul des dérivations. NIM. les Commissaires
de la classe ont bien voulu dire , & cet égard, dans leur rapport:
» En rappelant ainsi au calcul différentiel des méthodes varides, et
» dont quelques-unes ne paraissent pas trés-convenables & létat
» actuel de Panalise, (Vauteur) a fait une chose trés-utile pour
la science. 1l faut bien que tous les faits nouveaux, d¢s qu’ils .com-
posent un ensemble , quoiqu’ils ne semblent point avoir en eux-
mémes une trés-grande importance, solent ramenés aux théeries
qui forment le corps de la science , et dont il est le plus &
propos d’encourager la culture. »

1l serait encore plus étranger & mon dessein d’entrer dans aucun
détail concernant la 3¢ partie,, dans laquelle je m’occupe de la
recherche des moyens pratiques les plus simples de développer
ultérieurement , et jusqu'ad ce quon ait mis en évidence les diffé~
rences constantes , les différentielles des fonctions composées, dong
Yensemble est donné immédiatement par un premier développement,
¢'est-d~dire,, par les formules de la seconde partie.

¥ % ¥ ¥ ¥

Mais 1l pourra n’étre pas inutile maintenant de jeter un coup<
d'eeil général sur les divers systémes qui, jusqu’ici, ont été suivis
dans Pexposition des principes du calcul différentiel ; les réflexions
que cet examen fera naitre seront tout a fait propres a faire res-
sortir les avantages de la théorie qui vient d’étre exposée, & pré—
venir de fausses interprétations , et enfin & réfuter les objections aux—
quelles cette théorie a pu et pourrait encore donner naissance.



