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y QUESTIONS

Solutions du dernier des deucx problémes de géomdtrie
proposes a la page 256 de ce volume.

W AN

ENONCE I. A un méme triangle donné quelconque , on peut
inscrire une infinité de systtmes de trois cercles dont les rayons
solent proportionnels a des droites donnces , et dont chacun touche
les deux autres et wn ¢6té du triangle donné.

On propose de construire le plus petit de ces sysiémes ?

I1. Au systéme de trois cercles donnés quelconques, se tourkant
deux @ deux , on peut circonscrire une infinité de triangles sem-
blables ¢ un triangle donné , de maniére que chaque ¢té du triangle
touche un des cercles donnés.

On proposc de construire le plus grand de ces (riangles ?
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RESOLUES.

Premiére solution ;

Par M. Biooxe, professeur de mathémaliques 4 T'académie
de Turin.

Soit AA’A” un triangle ( fig. 10 ), et soient C, C/, C7 ,
les centres de trois cercles dont chacun touche les deux autres et
un cote de ce triangle.

Je dis que, si le triangle AA’A” est le plus grand, parmi tous
ceux de son espéce , qui puisse étre circonscrit au systémie des trois
cercles dont les centres sont C, C/, C”, ces cercles seront, &
Iinverse , les plus petits de tous ceux qui, ayant leurs rayons dans
le méme rapport que les leurs, puissent étre inscrits au triangle
AANA7 | de maniére que chacun d'cux touche les deux autres et
un coté du triangle.

Si, en effet, on pouvait , sous les conditions données , inscrire
au triangle AA’A” trois cercles plus petits que ceux dont les centres
sont C, C/, C”; en faisant croitre proportionnellement les dimen-
sions de la figure, on parviendrait 4 rendre ces trois cercles égdux
a ceux dont les centres sont C, C/, C” 5 et alors le triangle , devenu
plus grand que AA’A’ se trouverait circonscrit comnme lui & ces trois
cercles , ce qui est contre l'hypothese.

Je dis, en sccond licu, que réciproquement, si le systtme des
cercles dont les centres sont C, C/, C/ e¢st le plus petit de tous
ccux de méme espéce qu’il soit possible d'inscrire, sous les conditions
données , au triangle AA’A” , ce triangle scra, & l'inverse, le plus
grand parmi tous ceux de son espice, qu'il soit possible de cireons-
crire, sous les mémes conditions, au systeme de ces trois cercles,

Si, en effet, on pouvait, sous les conditions denndes, circonserirs
a ce systtme un triangle plus grand que ANVNY, en fulsant -
creitre proportionnellement les dimensions de la figure , en parviendrait

4 rendre ce triangle ¢gal & ANA , et clors le systeme des treis
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cercles devenus plus petits, se trouverait comme celui des trois
cercles dont les centres sont C, C/, C/7, inscrit & ce triangle , ce
qui est contre I'hypothese.

Il résulte de ces considirations , et de ce que, sur une ligne
donnée , on peut toujours construire unc figure semblable & une
figure donnée , que chacun des deux problémes que présente la
(question proposce , peut, par de simples proportions , étre ramené a
Vautre. Or, commec un probleme est réputé résolu, lorsqu’on en a
ramen¢ la solution 4 celle d'un autre probléme qu’on sait résoudre ,
ct comme d'aiileurs le dernier des deux problemes proposés permet
une construction facile, c’est le seul dont nous nous occuperons ici.

Soient done ( fig. 10 ) C, €/, C” les centres de trois cercles
donnés, se touchant deux & deux ; et proposons-nous de circonscrire
a leur systeme, un triangle donné d’espéce , dont chaque coté touche
un de ces cercles, ct qui soit le plus grand possible. Concevons que
le probléme soit résolu, et que le triangle cherché soit AA’A” Par
les centres C, €/, C/ soient mendes les droites B/B”, B”/B, BB/,
respectivement paralléles & A’A7, AN, AA/ et formant par lcur
concours le triangle BB/B” , semblable a AA’A/. Soient enfin joints
les centres C, ¢/, € par des droites qui formeront un triangle
CC/C/” , inscrit & BB/B”,

Cela posé, je dis que le triangle BB/B” est le plus grand de
tous les triangles semblables 3 AA/A7 qu’il soit possible de circons=—
erire au triangle donné CC'CY, Si, en effet, il n'en était pas ainsi,
on pourrait, au triangle CC/C/ , circonscrire un triangle semblable
4 AA’A” plus grand que BB/B” ; ct, en menant au cercle des tan-
gentes paralleles aux cotés de ce dernier triangle , ces tangentes
formeraicnt un nouveau triangle circonscrit aux trois cercles, sem-
blable & AA’A”, et évidemment plus grand que lui; en sorte que,
contrairement & I'hypothése, ce dernier ne serait pas celui qui résout
le problime.

Le dernier des deux problemes proposés, et conséquemment le
premtier , sc trouve denc ramené au suivant: A wan triungle donné,
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circonscrire un auire triangle , donné d'espice , qui soit le plus
grand possible ?

Or, on sait résoudre ce probléme (*), et on sait, de plus, qu'il
n’admet qu’une solution, si l'on indique quel coté du triang'e
donné doit répondre chacun des angles du triangle cherché, qu'il
en a six dans le cas contraire, et qu’alors conséquemment il donne
lieu & un maximum-maximorum qu'on obtiendra de la mani¢re sui-
vante, ainsi qu'il sera démontré plus loin.

Sur les cotés du triangle CC/C”, pris pour cordes, et extéricure-
ment 4 ce triangle, soient décrits des ares de cercles respectivement
capables des angles donnés du triangle cherché BB/B/, de manitre
que larc capable du plus petit angle, réponde au plus grand des
trois cotds du triangle donné CC’C, et que l'arc capable du plus
grand angle , réponde & sorr plus petit coté ; menant alors , par les
points C, €/, C”, des droites respectivement paralltles a celles qui
joignent les centres de ces arcs, ces droites formeront , par leur rencontre,
le triangle cherché BB/B/”.

Pour achever la solution du dernier des deux problémes proposés,
il sullira donc de mener aux cercles donnés des tamgentes respective-
ment paralléles aux cétés du triangle BB/B” ; ces droites formeront ,
par leur rencontre , le triangle demandé AA’A”.

Si c’est , au contraire, le premier probléme qu’on veut résoudre,
on dderira d'abord arbitrairement trois cercles, se touchant deux a
deax , et ayant leurs rayons dans le rapport des droites données.
On circonscrira ensuite,, par ce qui vient d’étre dit, au systéme de
ces trois cercies, un triangle semblable au triangle donné, et le plus
grand possible. Construisant enfin une figure semblable 4 celle qu'on
aura obtenue , mais dans ]aquelle le triangle circonscrit soit égal au
triangle denné, le probléme se trouvera résolu.

Dans le cas ou les rayons des trois cercles donnés ou cherchds

doivent éire dgaux , ct dans celui ou le triangle donné ou cherché

(") Yoyez les pages 88 et suivantes de ce volume.
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doit étre équilatéral , il n'y a plus lieu au marimum-maximorum ,
ni au micdmaum=minimorun; parce que les six solutions du probleme
se reduisent alors & une solution unique.

Il reste & prouver qu'en construisant de la manidre qui vient d’étre
indiquce, on obtient, en effet, le minimum-minimorum, pour le
prowicr probléme, et consequement le maximum-maximorum pour
le second.

Soit CC/C” ( fig. 11 ) un triangle donné , dont les angles soient
v, v, o/ soient décrits, sur les cotés de ce triangle , pris pour
cordes , et extéricurement , des arcs de cercles respectivement capables
des trois angles 8, s, s d'un triangle donné quelconqne; soient
D, D/, D/ les centres de ces arcs, et soient joints ces peints par

des droites qui formeront le triangle DD/D” ; soit enfin circonscrit
au triangle CC/C” un triangle BB/B” dont les cotés soient respec-
tivement paralléles & ceux dua triangle DD/D”.

Soient joints CD/, CD/ ; et des poinis D/, D/ soient abaissées
sur CC” et CC/ les perpendiculaires D/m/ et D”m/’ ; les points m/
et m/ seront les milicux de ces droites ; les angles m/D/C et
7//D"C seront respcc!ivement égaux aux ang‘xes g’ et #/; et on aura
de plus D/D” moitié de B/B”. (*)

Nommant done ¢ , ¢/, ¢ les trois cotés du triangle CC/C7 et
b, b, b ccux du triangle BB/B” ; on aura, ¢ étant le quadrans,

DD/"=:b, Ang.D/CD/= [7-{-(//-—;3/)-}_(9—{3//)] =4y ,

c’ 14

CD/ =

CDh/'= —_—
283 ° 28in. 8"

Or, le triangle D’CD” donne

DD/ =CD/ —2CD/.CD”.Cos.D/CD/4-CD7 3

substituant donc, il viendra

(*) Voycz la page 24 de ce volume.
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cr: 2¢’c! ‘J_ N c),':
= =~ ———— Cos. 3~ )} —
49m.28 4Sin.g'.Sin. 37 s 4 Sine gt

-;~l?:

c’est-a-dire,
B ¢/28in.28"—zac’c”’Sin 3'Sin 37Cos.t gd 5V J-c”2Sin.2 ¢’

Sin.23'Sin.28"

Mais, cn désignant par € laire du triangle CC/C”, on a
¢/*Sin.2p"” = ¢/*Sin.g"/Sin.(3-}5")
=¢’2Sin.sCos.8’Sin.s"/~4-¢/*Cos.85in.’Sin.g” ;
—2¢/¢’Sin.p’Sin.p"”Cos.(84y) =—2¢/¢”/Cos.p.8in.¢/.Sin.g/ .Cos.»
—}-2¢7¢/7.8in.».Sin.pSin.8’Sin.g”/
==—2/¢""Cos.8Sin.4’Sin. s’ Cos., =4 CSin.sSin.p’Sin.p”7 3
¢/*Sin2p/ = ¢//*Sin.g’Sin.(g4-8")
=¢/*Sin.8Sin.p’Cos.f/—4-¢//*Cos.Sin.A/Sin.B”
donc
¢/28in.2f/—2c/c" Sin.B'Sin, 8" Cos. (847 )4-c"/2Sin.2 g/
=¢"2Sin,2Cos.#'Sin.#""~}-c">Sin.pSin. g Cos. 8"~4-(c'*—2¢'¢"Cos.y~4-¢">) Cos. 8Sin. £/Sin, 5"
~}-4CSin.gSin, g/Sin.g"
=¢2Cos.2Sin. #/Sin.g"4<2Sin.2Cos.&'Sing/"-c">Sin.ASin. g/ Cos. #-4-4 CSin, gSing'Sin. ",
Posant donc
¢ *Cos.t Sin.8’Sin.p/”
M= { ~-¢’ *Sin.8 Cos.#Sin.A/4-4CSin.ASin.#'Sin.A”
g —-¢/7*Sin.8S8in.A/Cos.57

it slendra

_ M o M p M
" Sin.p’Sin.g" ’ - Sin.a"Sin.3 ° " Sin.goina ?

Si Ton désigne par B laire du triangle BB/B” , on aura

5%'Sin.8" M2
b= =

2 28i.85in.2'Sin.g” ?

et par consc¢quent
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¢2Cos, 3Sin 3'8in.3"4"28in.3C0s.3'Sin. 3"4"28in. 85in.8’Cos. 87

BE=->(C+ )

28in.38n,8'Sin. 3"

Présentement pour que ce triangle soit un maarmum absolu , il
te) >
fat qu'on ne puisse faire subir aux angles 8, &, 8" aucune per-

mutation sans en diminuer la surface; il faut done qu’on ait

¢2Cos 35in.3'Sin 3"4~c’2Sin. 2Co05.8'Sin 374~ "25in. 358in.8'Cos g/
28111.35in.8'Sin 3”7

c2Cos.585in.27'Sin 3'4-¢/28in. 3C0s.3"Sin, 8"~ "25n.28in.8”Cos. &/

2Sin 25i1.3Sin. 3/

20+

.

?

>20+4

inégalité qui, en remarqnant que Sin.g, Sin.s’, Sin.g” sont essentiel-
lement positifs , devient, en transposant , réduisant ct chassant le

dénominateur ,
(¢*—¢"*)Sin.(a"—p" >0 ;
il faut donc que
c/___c// et ,6//——/3/ »
soient de mémes signes, ou qu’en supposant ¢/>¢”/ on ait g/ < g ;
ainsi langle s étant déterminé & correspondre au coté G, il faut
que le plus petit des deux autres angles corresponde au plus grand
des deux autres cotés, ef vice versd ; d'ou il est facile de conclure
la construction indiqude ci-dessus.
Nous croyons devoir faire remarquer, en passant, que la valeur
de B peut étre mise sous cette forme trés-simple
B=2C+1{c*Cotp—4c/*Cot.p’~4-c*Cot.g”} .
Si l'on supposc, au contraire , donnés les cotés du triangle BB/B” et
les angles du triangle CC’C”, en posant, pour abréger
& ZCOS.ySin.'y/Sill.y//
N:= ¢ +44/2Sin.;Cos.5’Sin.y"/4{BSin 4Sin.,/Sin.” ,
+&//:Sin.'ys'ln.7/COS.y//

on trouvera

2BSin.y 2BSin./ 2B8m.y
c= - R = - . = R
N N ’ N
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d’ot on conclura
2B
C= — -
b2Coliy=0Cotiy 0" Cetoy 41 13
de cette valeur de € et de celle de B resulie cette relation re-

)

marquable
C c2Cot.84-2"2Cot. &4~ Cot.3”

B b:Lot w==b"2Cot .y 4-b"+Cot.y? )

A Taide de ce qui précede, on parviendra facilement aux rdsul-

tats suivants.
I. Soient @, a’, a’ les trois c6tés d'un triangle donné, A sen

aire,, », a’, a” des droites auxquelles les rayons des trois cercles
inscrits doivent étre proportionnels, et r, 7/, 7/ ces rayons ; en
posant , pour abréger ,
e [ambt Yo ) (]
Q= (1a* [ 22427 ) — (A=) -8 A/ 2/ g 07 )
[t (]

il viendra

axA
r=
Aa+7\’a/+)»”a”+Q ?
an.4
r/= s
raNal4-2a" Q)
22" A
ra-Na'—4-A"a"4-Q ‘
II. Si au contraire, les rayons 7, r/, r// des trois cercles étant
donnés, on demande les cotés @, @/, a” du plus grand triangle
> > o 8
circonscrit dont les angles soient « , &/, #’/; en posant , pour abréger,

r/=

(r 4r")2Sin.xSin.«’Cos.a"
P>= { 4" +r")>Cos.aSin.«'Sin.«"+4Sin.aSin. «'Sin.a/\rr'r (141 417
("4 )2Sin.«Cos.«/Sin,a”
on trouvera

rSin.a-d-r'Sin.a'~r"Sin 2”4 P

a = N . 3
Sine'Sin.a”

Tom. 11, 52
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QUESTIONS
_ rSin.a+-r'Sin.a’4-r""Sin " 4-P

Sin.adin.x”

ol— rSin.a=-r'Sin.a'4r"Sin.a" 4P

Sin.aSin.«/

?



