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QUESTIONS RESOLUES.

Analise d'une solution du premier des deux problémes
proposes @ la page 196 de ce volume ;

Par M. LuuiLER , professeur de mathématiques & I'académic
impériale de Genéve.
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N. B. Cette solution , parvenue trop tard pour pouvoir étre jointe & celle fournie par
M, Tédenat , page 285, ayanl avec eette derniére plusieurs points de ressemblance , les
rédacteurs des Annales se trouvent, A regret , contraints de n'en donner ici qu'une cdurte

analise.

M- LuUILIER eommence par rappeler ce principe connu ; que e
point de la circonférence d'un cercle dont la somme des distances &
deux points pris hors du cercle , est la moindre possible, est celui
dont la tangente ou la normale fait des angles égaux avec les droites
mendées du méme point aux deux points dont il s’agit, 11 en conclut de
suite que le point du plan d’un triangle dont la somme des distances
4 ses trois sommets est la plus petite , est un point tel que les droites
qui le joignent & ces sommets, font , deux & deux , des angles égaux
entre eux ct au tiers de quatre angles droits. Il observe ,a ce sujet,
que , si I'un des angles du triangle vaut le tiers de quatre angles
droits , son sommet sera le point cherché ; et que , si I'angle excéde cette
~ grandeur, le probléme sera insolfible.
M. Lhuilier se propose ensuite de déterminer , lorsque le probléme est
possible , les longueurs des drottes mendes du point cherché aux som—
mets du triangle, ainsi que les angles que font ces droites avec ses
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208 QUESTIONS
cotés 3 voici, 3 peu prds de quelle manitre il y parvient,

Soient AA/A” (fig. 1) le triangle donné, et P le point cherchd;
soit circonscrit un cercle au triangle et soient prolongés PA, PA/,
PA7 , jusqud ce qu’elles rencontrent de nouveau la circonférence en
B, B/, B”; soit enfin formé le triangle BB/B/.

L’angle B ayant pour mesure la moitié de I'arc B/B%, et I'angle A
ayant pour mesure la moitié de Farc A’A7, il s’ensuit que la somme
des angles A, B, a pour mesure la demi-somme des arcs A’A” , B/B”,
laquelle est aussi la mesurc de Vangle A’PA” ou iz ; et, comme il
en irait de méme pour les angles B/, B, comparés aux angles A/,
A7, on doit avoir ‘

-

A +B :%zr 9 B ——-E’W—'—'A o
A DB =ta dou { B =iz—A/,
AVB/ =t B/==—A" .

L.a similitude des triangles APA”, B/PB, d’une part, et celle des
triangles A/PA7/, B/PB/ de l'autre , donnent les deux équations

AP<BB/=B/PxAA" , AP <B/B/=B"PxA’A" ;
d’olt on déduit, en divisant et rédaisant ,
AP BB/ AAV AP AA7  Sin(ia—A)

e

pm o AA % AP NA Sm(ia—An

c’est-a-dire , \
A’A/ AP X SIn(: oA ) = AA/ XX A/P < Sin. (2 =—A) 3

enfin le triangle APA/ donne, & cause de Cos.P=—1,

AP AP <X A/P-HAP2=AA”,

La combinaisen de ces deux éguations fera donc connaitre AP et AP/3

et on déterminera ensuite chacun des deux angles PA/A et PAA/,

par les divers procédés connas de la trigenomitrie,

Aprds cette digression , K. Lbuilier, resenant 3 la question prin-
cipale , annonce que le peint du plan «un guadriiatére dont la somme
des distances & ses sommets est la plus petite, est le point d'inter-
section des deux diagonales de ce quadrilatére. 1l ne démontre pas
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cette proposition , mais sa démonstration résulte immédiatement de ce
que la ligne brisée est plus longue que la ligne droite avec laquelle
elle a ses extrémités communes. On sent, d’aprés cela, que le pro-
bléme ne peat étre résolu, pour le quadrilatére , qu'autant que ce qua-
“drilatére est convexe.

Apres avoir observé que , dans tout polygone qui a un centre de
figure , ce centre est le point dont la somme des distances aux som-
mets du polygene est la~plus petite , M. Lhuilier passe au probleme
général , non dans la vue de le résoudre , mais afin de découvrir, a1
moins , quelques propriétés du point cherché. Par les mémes moyens
qu'avait employé M. Tédenat, il parvient & cette proposition , savoir:
que le point cherché doit éire tellement situé que la somme }des
cosinus des angles que formeront les droites qui le joindront aux
points donnés , avec un axe quelconqgue situé dans leur plan ., soit
constamment Zzcro.

Lesrédacteurs des Annales , en publiant la solution de M. Tédenat,
ont négligé de {faire voir comment ce principe seul pouvait étre em-
ployé & obtenir , entre les angles autour da peint cherché, des équa-
tions en nombre égal & celui de ces angles; ils croient devoir ici
réparer cette omission,

Soient A, A, , Ay, weeenes A, 1, A, les angles conséeutifs autour
du point cherché ; si 'on prend saccessivement pour axe chacune des
droites menées de ce point aux points donnés, l'angle que formera
cette droite avec elle-méme étant zéro, aura son cosinus =—f1 ; il
faudra done que la somme des cosinus des angles que les autres for-

meront avee elle soit =——1 ; on aura ainsi
0= 1-4-Cos.A ,+Cos.(A ;A ,)+Cos.(A, A, A )+ .. +Cos.(A,+A 4. A, )
=14Cos.A ;+Cos.(A,+A ; )+Cos.(A,+A ;A )4 oo +-Cosu(A4A ;4 +A )
= 1~+Cos.A ;Cos.(A ;A  )4Cosi(A ;A A 4 oo =-Cos.(A +j} e A, )
o=1~4Cos.A,~4Cos.(A A, )+Cos.(A,+A A )+ ... +Cos. (A, A 4 ... +A,_,)

on pourra, au surplus, simplifier ces équations en observant qu’on a :

e
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Con(A sA s oA, _ )= CosA, 5 Cos(A A A, )= Cos (A, AA,) sy
Cos.(A A+ . A, )=Cos.A; , Cos(A,4A ;4w 4-Au_;)=Cos.(A, —+A,), .,
Cos.(A ;A - A, )=Cos.A, , Cos(A;4A ;4 .. +A, )=Cos.(A; -+A,),un,
R T I R S
on pourra aussi , si I'on veut, employer l’équation
A A A+ oo oA =2

mais en se rappelant qu'elle se trouve comportée par les n équations
ci-dessus. ‘

‘ Si, par exemple, on n’a que' trois points donnés, il viendra
Cos.A ;~+Cos.A; =—1,Cos.A ,+Cos. A, =—1,Cos. A, —Cos.A , =—1 ;
d’ou Cos.A; =Cos.A,=Cos.A;=—1;
et partant , A=A, =A==

Si 'on a quatre points, les équations seront

Cos. A, +4-Cos.(A ,-4A ,)+4Cos. A , =—1
Cos. A ,4Cos.(A ,~4A ) )4-Cos. Ay =—1 ,
Cos. A ;+Cos.(A ;+A , )+-Cos. A, =—1 ,
Cos. A (4Cos.(A A )+Cos. Ay =—1 ;
équations entre lesquelles éliminant les deux quantités Cos.(A A )
et Cos.(A,-A;), il viendra
Cos.A; =Cos.A; , A,=A,,
- d'ot
Cos. A, =Cos.A, ; . A,=A,;

M. Lhuilier , étendant les procédés du caleul différentiel & des points
situés d’une maniére quelconque dans l’espace , parvient, a lear égard ,
au méme principe général , c’est-a-dire , qu’il prouve que /e point dont
la somme des distances a des points donnés dans lespace est la plus
petite , doit étre tellement située que la somme . des cosinus des angles

que formeront , avec une droite quelconque , les droites mendes de ce
point aux points donnis soil ziro.
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M. Lhailier confirme ces résultats du caleul diffiérenticl , tant pour
des points compris dans un méme plan , que pour des points situés
d’une maniére quelconque dans lespace , par des considérations fort
simples que voici:

Par le point cherché soit fait passer une droite quelconque PP/
(fig.2); que A soit un des points donnés , et que P et P/ soient
deux points pour lesquels les sommes des distances aux points donnés
soient égales 3 il est clair que, si le point P devient le point cherché,
le point P/ devra se confondre avec lai.

Cela posé, des points A comme centres , et avec les distances AP
pour rayons, soient décrits des arcs Pp , rencontrant en p les droites
AP

Puisque Z(AP)==(AP/), il s'ensuit que Z(P/p)=o0; donc aussi

=P Py
£ ou 2( i

Py pp/

mais .

P
limite F;g:COS.AP/P ;5 done Z(Cos,AP’P)=0 ,

ce qui rameéne a la proposition déja énoncée.

M. Lhuilier termine par observer que la méthode différentielle, ainsi
que cette dernié¢re , sappliquent également au cas ol ce ne serait pas
précisément la somme des distances du point cherché aux points don-
nés qui devrait étre la plus petite, mais la somme des produits de
ces distances par des nombres donnés , ou la somme de leurs puis-
sances ayant le méme exposant, ou enfin la somme des produits de
ces puissances par des nombres donnés,




